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Vzorové riesSenia

1. Najprv si mince nejako nazvime, aby sa ndm o nich lepsie hovorilo. Napriklad nech sa volaja A, B,C, D, E
a zaroven nech si to aj ich hmotnosti. Pozrime sa, ¢i Feldo mdze najst pravii mincu na jedno vazenie. Zrejme nebude
mat velky vyznam vazit nerovnaky pocet minci (napriklad 1 mincu a 3 mince). A kedze Feldo je rozumny, bude
véazit bud 1 a 1 mincu, alebo 2 a 2 mince. Ak bude vazit po jednej minci, vysledok mu nié nepovie. Ak budiu vahy
v rovnovéhe, nebude vediet, ¢i s na nej pravé alebo falo$né mince. Takisto to nebude vediet povedat ani o zvysnych
minciach a ani ked vdhy nebudil v rovnovahe. Feldo bude teraz vazit po dve mince a to A+ B a C' + D. Uvedomme
si, Ze je jedno, ktoré mince to buda, lebo ich vidy mézme premenovat tak, aby to boli A, B,C, D. Medzi tymito 4
mincami je urcite aspon jedna falosna. Feldo mdze zistit nasledovné stavy:
1. A+ B = C + D. Toto méze nastat iba vtedy, ak je na oboch strandch véhy jedna pravi a jedna falo$nd minca.
Teda zostavajica minca je prava.
2. A+ B # C+ D. Z tohto stavu ale nevieme zistit, ¢éi zostdvajica minca je pravé alebo falogné. Teda Feldo nemoze
naisto najst pravi mincu na jedno véazenie.
Na dve vazenia na to Feldo pride napriklad takto. Odvazi A + B a C' + D tak, ako je napfsané vyssie. Bud nasiel
pravi mincu, alebo A 4+ B # C' 4+ D. Ak sa nerovnaj spravi druhé vizenie, kde odvazi A 4+ C s B + D. Ak sa vihy
vyrovnaji, dostane sa Feldo zasa do stavu, zZe na oboch stranach vah je 1 prava a 1 falosnd minca. Teda t& co ostala,
je prava. Ak sa vdhy nevyrovnajl, znamend to, ze Feldo vazi 3 pravé a 1 falognd mincu. Teraz ak sa poloha vah
nezmenila, musel vymenit dve pravé mince. Ak sa poloha vdh zmenila, vymenil falo$n@ a pravi mincu. Teda tie dve,
ktoré nemenil, sG pravé. Tymto postupom nasiel Feldo hladani pravii mincu pre Slava.

2a. Riesenie podla Ondreja Oravea. Kazdému je jasné, ze ak mame iba 1,2,3 alebo 4 stromy, tak nasi barbari sa
nezapotia a odvezt si domov vetky stromy.

Ak mame 5 stromov, tak podla Dirichletovho principu existuje riadok v ktorom st aspon dva stromy. Ak nasi
barbari nemaji v hlave prazdno, tak tento riadok vyribu a potom nidm ostan(i maximalne 3 stromy. Tie ale uz lahko
vyrabu troma tahmi.

Co ak mame 6 stroméekov? Opit podla nebohého pana Dirichleta existuja dva také riadky, 7e v nich st spolu
aspon 4 stromceky. BBB vyriibe tieto dva riadky, a ostant ndm este maximélne dva stroméeky. Oni ale majt este dva
tahy, takze ziaden stromdcek sme nezachranili. Teda nestaci, ak nasi amatérski lesnici vysadia Sest stromdcekov. Teraz
ukdzeme, 7e sa da rozostavit 7 stromcekov tak, aby po najazde BBB zostal aspon 1 zivy stroméek. To rozsadenie
moze vyzerat takto:

e — stromcek
[ ] [ ]

Ak nejaky barbar vie vyrabat dva riadky a dva stipce 7 tohto rozsadenia tak, aby nestal ziadny stromcéek nazivo,
nech sa ozve a my mu posleme nejaké sladkosti (alebo motorovi pilu).

2b. Zo zadania priamo vieme, ze v kaidom z 2002? $tvorcov ritbaniska bude jeden stromdek, a teda kazdy stromdcek
musi byt vysadeny. Predpokladajme, ze vsetky stromdceky budi jedlicky alebo borovicky. Aby po odchode BBB
zostala aspon jedna jedlicka, musf byt vysadeny aspon jeden riadok zo samych jedli¢iek, inak by v tomto riadku bola
borovicka a vsetky jedlicky by boli vytaté. To ale znamen4, ze v kazdom stipci bude aspon jedna jedlicka, teda vsetky
borovi¢ky budi vytaté. Teda nemdze z kazdého druhu zostat aspon 1002001 stromcéekov. Ak vsak predpokladame,
7ze medzi vysadenymi stromcekmi bude okrem boroviciek a jedliciek aj nejaky treti druh stromcekov, tiloha naopak
rieSenie ma. Ked si predstavime ribanisko ako tabulku, sta¢i napr. do jej pravej hornej ¢asti 1001 x 1001 nasadit
samé jedlicky, do Tave] dolnej ¢asti nasadit samé borovicky a na zvysné miesta tret{ druh stroméekov. Takto budi
splnené vsetky podmienky zadania, t.j. v kazdom $tvorci bude vysadeny jeden stromdéek, medzi stroméekmi budi
jedlicky a borovicky a po odchode BBB zostane z kazdého druhu aspon pozadované mnozstvo stromcekov.
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3a. S Gismevom vdm modzem oznamit, ze ked sa Tinka asporfi raz usmiala, urcite sa este usmeje. Dok4zeme to sporom.

Nech by sa Tina niekolkokrat usmiala a potom sa uz vobec neusmievala. Oznaé¢me posledné ¢islo z jej postupnosti,

pri ktorom sa usmiala, ako a; = n? pre n € N. Nech diferencia jej aritmetickej postupnosti je d € Z (ina¢ by Tina

nehovorila prirodzené ¢isla). Preskiimajme niekolko moznosti:

1. d < 0, potom Tina skér ¢i neskdr (najneskor po n? éislach) pride k éslu, ktoré nebude prirodzené, ¢o je spor so
zadanim. Preto d > 0.

2. d =0, potom aj ;41 = n?, Tinasa pri (i+ 1)-vom ¢&isle usmeje, éo je spor s tym, Ze sa pri i-tom usmiala naposledy.

3. d > 0, potom Tina bude postupne hovorif &fsla n?+d, n?+2d, ... a ¢asom pride k ¢islu n? +(2n+d)- d = (n+d)?%.
Kedze n aj d st kladné, plati i + 2n + d > i a éislo a;19,44 bude Stvorcom prirodzeného ¢&isla (n + d), ktory Tina
povedala az po a;. No a to je spor.

Preto ak sa Tina aspon raz usmiala, usmeje sa znova a znova a znova a . . ..

Komentdr. Mnohi z vas vBbec neuvazovali o tom, ¢o by sa stalo, keby d < 0. Pritom napriklad pripad d = 0
neodporuje zadaniu. Tu ste prisli o nejaké tie bodiky. No a vela z vas dokdzalo, ze ked sa Tina raz usmiala, este sa
usmeje, ale ¢o ak uz naozaj naposledy? Nakoniec by som chcela upozornit, ze nikde v zadani nie je napisané, ze sa
Tina uz usmiala. Je tam iba otazka, ze keby sa usmiala aspoti raz, ¢i by sa mohla potom uz navzdy neusmievat. Vase
riesenia preto mali za¢inat: ,,Preedpokladajme, Ze sa Tina usmiala. “Takze si pozorne ¢itajte zadania!

3b. Desiata mocnina hociktorej cifry je najviac 9'°, stiéet desiatych mocnin cifier k-ciferného &sla je teda na-
jviac 91%. Ak teda méme (11 alebo menej)-ciferné éfslo, stiéet desiatych mocnin jeho cifier je nanajvys 910 .11 a
vdaka tomu, ze

9'% . 11=199-9" < 100-10° = 10"
je to znovu (11 alebo menej)-ciferné &islo.

Je zrejmé, 7e Saiio dostéva iba prirodzené &isla zaéinajtc s &slom 2002, ktoré nemé viac ako 11 cifier. Potom viak
podla predchadzajicej ivahy uz nikdy nedostane &islo s viac ako 11 ciframi (matematickd indukcia). Prirodzenych
&isel s najviac 11 ciframi je viak iba 10! — 1 a teda najneskér 10!'-te &slo uz Satio musel predtym dostat. Ostéva
teda uz len skonstatovat, ze tato hra skondéi.

4a. Riesenie podla Karola Végsoa. Sporom dokézeme, ze Riiza nemohol dostat vietky kryhy na jednu tGroven a teda,
7e nemohol jazdit na kajaku na zatoke cez Silvestra. Predpokladajme, ze Riza dokazal dostaf vSetky kryhy na jednu
Groven a nech bola tato trovei m c¢m od hladiny vody (m € 7). Vytvorme si tabulku velkosti 2002 x 2002, ktorej
policka budil obsahovat vysky jednotlivych kryh vzhfadom na hladinu. Oznaéme si sticet vsetkych ¢isel v tabulke S.
Zrejme na zaciatku je S = 2001 a na konci, ked st véetky kryhy vo vyske m, je S = 2002?m. Predpokladajme, ze
Razi sa podarilo po k zatlaceniach (k € N) dostat vSetky kryhy do vysky m. Zrejme po kazdom zatlaceni niektorej
kryhy sa zvysi S 0 4002 —1 = 4001, z ¢oho vyplyva, ze kryhy sa mézu dostat na jednu tiroven iba nad hladinou vody
(t.j. m € N). 7 toho ale tiez vyplyva, 7e na konci je S = 2001 + 4001k, ¢ize musi platit nasledovnd rovnost:

2002°m = 2001 + 4001k
2002%2m — 2001
4001
Kedze k € N, tak 2002%m — 2001 musi byt delitelné 4001 a teda
2002%m — 2001 = 0 (mod 4001)
3003m — 2001 = 0 (mod 4001)

k=

Skimanim tejto kongurencie déjdeme k zaveru, 7ze m = 40015 + 2223 (kde j € Np) a teda

~2002%(40015 + 2223) — 2001

o 4001
Na zaciatku sa medzi 2002 x 2002 kryhami nach&dza 2001 kryh 1 cm nad hladinou a tak podla Dirichletovho
principu existuje aspon jeden riadok a jeden stipec, v ktorom sii vsetky kryhy vo vyske hladiny vody. V tabulke teda
existuje stipec (oznacme si ho ), v ktorom na zaciatku je sticet ¢fsel S; = 0. Nech pocas celého procesu zarovnivania

= 20027%j 4 2226891

kryh stlacil Raza z-krdt (kde # € N a 2 < k) niektortt kryhu mimo daného stlpca i a (k — x)-krat niektort kryhu
4 stlpc1 1. Zrejme kazdym stlacenim kryhy mimo stlpca ¢ sa S; zvacsi o 1 a kazdym stlacenim kryhy v stlpc1 ¢ sa nam
S; zvadsi 0 2001 — 1 = 2000. Z toho vyplyva, #e na konci je S; = 042z +2000(k —z) = 2000k — 19992 = 2000(2002%j +
+2226891) — 19992. A kedZze na konci je vyska vietkych kryh rovnd m = 40015 + 2223, tak pre koneént hodnotu S;
plati tiez S; = 2002(40015 + 2223) a teda musi platit nasledovn4 rovnost:

2002(40015 4 2223) = 2000(2002%j 4 2226891) — 1999

19992 = (2000 - 2002% — 2002 - 4001); 4 2000 - 2226891 — 2002 - 2223

_ 80079979985 + 4449331554 . 4449331554
= 1999 = 40060025 + 1999




Kedze 4449331554 nieje delitelné 1999 (4449331554 = 1331 (mod 1999)), tak 2 nemdze byt celé éislo, ¢o je spor
s tym, 7e € N. Cize Riza nemohol na Silvestra dostaf vietky kryhy na zatoke na jednu troveii a nemohol tam
jazdit na kajaku.

4b. Ukazeme, ze tGira nemdéze mat parny pocet prémii. Najprv si vsak do Tinovej mapy zavedme stiradnicovi siistavu
so stredom na Luke a osami rovnobeznymi s ciarami povodnej Stvorcekovej siete. Bez uymy na vseobecnosti, nech
strana jedného stvorceka ma dizku 1. Je potom zrejmé, ze vsetky cyklistické prémie st v nasej stiradnicovej stistave
oznacené celodiselnymi stiradnicami (vratane Liky, ktord lezi v bode [0, 0]).

Nazvime Gsekom trat medzi dvoma prémiami a ozna¢me d dizku tiseku (vetky tiseky st rovnako dlhé). Dalej nech
(25, y;) vyjadruje pohyb z (i — 1)-vej do i-tej prémie (v smere z-ovej sliradnice sa posunieme o x;, v smere y-ovej
stradnice o y;). Ked7e vSetky prémie lezia v mrezovych bodoch Stvoréekovej siete, zrejme s ; a y; celodiselné.
Zaroven (vSetky prémie lezia v rovnakej nadmorskej vyske)

i 4yl =d? pre vsetky ¢ € {2,...,n},

kde n je poéet prémii. Uvazujme teraz chvilu d? — zrejme celé ¢islo.

Ak d? je neparne ¢&islo, nutne prave jedno éfslo z dvojice x;, y; (pre vietky uvazované i) musf byt parne a prave
jedno nepérne, a teda x; + y; je neparne cislo.

Ak d? =2 (mod 4), nutne musia byt z;, y; obe neparne (pre vietky uvazované 7).

Ak d? =0 (mod 4), nutne musia byt z;, y; obe parne (pre vietky uvazované i).

Tym sme rozobrali véetky moznosti pre d”. Predtym ako pristipime k samotnému dékazu si este treba uvedomit,
7e stcet jednotlivych posunov v oboch stiradniciach sa v cieli — na Like, po absolvovani vSetkych (n—1) tisekov musf

rovnat nule, ¢ize
n n
O P 0
1=2 i=2

V nasledujtcej ¢asti dokdzeme sporom, ze tiira nemdze mat parny pocet prémii, ¢ize neparny pocet tsekov.

Predpokladajme, ze (n — 1) je neparne, t.j. tlira ma neparny pocet tsekov.

Ak d? je neparne, potom pre vietky i € {2,...,n} je &fslo (z;+y;) neparne a suma vietkym takychto éisel (neparny
pocet neparnych scitancov) je opat neparna, ¢o je spor s (1) (lebo 0 nie je nepérna).

7 uvedeného je zrejmé, ze d* je parne. Ak d? = 2 (mod 4), tak st vietky z; (pre i € {2,...,n}) neparne. Zrejme
je tak aj suma vsetkych tychto #; neparna, ¢o je opat spor s (1).

Nutne teda d? = 0 (mod 4) a &sla z; a y; st vietky parne. Zoberme najvaésie prirodzené éislo k také, ze vietky

T = 2—;, Y= g—; sh celé ¢isla. Zrejme teraz existuje také j € {2,...,n}, ze aspoil jedno z dvojice z;, y; nie je parne.
12 y(Z d2
Potom vsak d'? = 4]—k + 4]—k = nebude delitené 4-mi (ak by bolo delitelné styrmi, tak, ako sme uz vyssie ukazali,

z;, y; by museli byt parne, ¢o by bol spor s vyberom ¢isla k). Teraz si uz len staéi uvedomit, ze aj dvojice (2}, y;)
opisujti nejaki tiru (2*-krdt zmensgenti) vyhovujiicu zadaniu. Dizka jej tiseku je pritom také d’, ze d'? Z 0 (mod 4).
Poéet Gisekov novej tlry je pritom rovnaky ako u pévodnej, (n — 1), &ize neparny. Ako sme uz viak odvodili, potom
nutne d’? = 0 (mod 4), ¢o je spor.

5a. Zvolme a = 1,b = 101!. Ak sa Kika opyta ot4dzku prislichajicu k tymto dvom ¢islam, zisti od Felda najvacsi
spolo¢ny delitel (dalej len NSD) ¢isel n 4+ 1 a 101!. Kika vie, ze n + 1 je aspon 1 a najviac 101 (lebo 0 < n < 100).
Cislo 101! je delitelné vietkymi prirodzenymi &slami od 1 po 101, preto NSD n+ 1 a 101! bude &slo n + 1. Feldo jej
teda na tito otdzku odpovie n + 1 a z tohto &isla si uz Kika polahky vie zistit kolko bolo samotné n (premyslite si
ako). Kika dokaze uréit pocet Feldovych byvalych uz pomocou prvej otdzky, ¢ize aj pomocou siedmych otazok. A to
napriklad tak, ze zvysnymi Siestimi otdzkami sa bude pytat na hoci¢o (napriklad iné oblasti z jeho intimneho Zivota).

Komentdr. Vacsina z vas si neuvedomila, ze ich riesenie by nefungovalo ak by mal Feldo 0 byvalych. Bola to sice
len mala chyba, ale vzhladom na to, ze v tomto priklade v podstate nebolo ¢o riesit, aj tdto mala chyba znamenala
celkom slusntt bodov stratu.

Ako si vacsina z vas vsimla, zadanie bolo akési lahsie oproti zvycajnej obtiaznosti prikladu 5a. Bolo to sp&sobené
tym, ze ndm nejakym nedopatrenim zo zadania vypadla jedna podmienka. Zadanie v pévodnom zneni si mdzete
precitat nizsie. Trochu nas sklamal vas pristup k tomuto inak celkom peknému prikladu. Nebolo totiz vébec naroéné
domysliet si sprdvne znenie zadania a ak by aj bolo, v kazdych zadaniach uvddzame e-mailovii adresu na ktort sa
mozete kvdli zadaniam hocikedy obratit. Napriek tomu sa zo 49 riesitelov tohto prikladu pokusili najst a vyriesit
spravne zadanie len Styria. Tito Styria, menovite Veronika Brezovd, Michal Duris, Vitézslav Kala a Marek Vrdbel,
maji nasu pochvalu aj napriek tomu, Ze sa im tGplne presné zadanie njst nepodarilo. Ich riesenia sa vSak polahky
dajt aplikovat aj na to pdvodné zadanie. Zvysni sa skiiste zamysliet nad tym, ¢i riesite tento semindr pre nejaké
body do listiny alebo pre seba. Ak by ndhodou niekto zistil, ze patri do tej druhej kategdrie mdze si skisit tento,
eSte raz opakujem, celkom pekny priklad vyriesit.



Povodné zadanie. Kika sa pokasa od Felda zistit pocet jeho byvalych frajeriek, ktorych bolo n. Feldo jej prezradil len
to, ze ich bolo najviac 100. Na velké naliehanie, jej dovolil zvolif si celé ¢isla a a b, pricom 1 <a <100a 1 < b < 100
a spytat sa otdzku: ,Aky je najvacsi spolocny delitel ¢isel n + a a b7”. Zistite, ¢i Kika dokéZze urcit hodnotu n
pomocou siedmich otazok.

5b. Vsetkych moznosti ako usporiadat 5 ¢isel je 5! = 120. Na uréiti otdzku moze Pista odpovedat dno alebo nie.
Dovtedy nevylGéené moznosti (nech ich je n) sa rozdelia na dve skupiny, z ktorych podla toho, ako znie odpoved,
jednu mdzme vylacit. Ak chceme urcite vylacit ¢o najviac moznosti, mensia z tych dvoch skupin by mala byt co
najvicsia, co zrejme nastéva, ak maji obe 5 prvkov (pre n parne) respektive maji ntl

= a "2;1 prvkov (pre n nepérne).
Foto ale nemdze klast hocijaké otazky, len sa pytat, ¢i plati a < b < ¢ pre niektoré tri ¢isla. Spomedzi vsetkych 120
usporiadani ¢isel a, b, ¢, d a e plati a < b < ¢ pre 20 moznosti (mdme 4 moznosti pre umiestnenie ¢isla d a potom 5
moznosti pre ¢islo e). Teda Foto vie jednou otdzkou vylaéit najviac 20 moznosti (nemdze zaruéit, 7e nedostane
odpoved nie, ak by to vedel, preco by sa na to teda pytal?). Piatimi otdzkami tak vie vylacit najviac 100 moznosti
(ak st tieto otdzky ”disjunktné”) a teda mu mdze ostat (ak dostane patkrit odpoved nie) aspon 20 nevyltéenych
moznosti a 4 otézky. Siestou otézkou vie urdite vylacit najviac 10 moznosti, teda mu ich méze ostat aspoii 10. Po
siedmej otdzke mu moze ostat aspon 5 moznosti, po ésmej aspon tri. Poslednou, deviatou otdzkou by mal rozlisit
(aspofi) tri moznosti, ale m4 len dve mozné odpovede: d4no a nie. Takze pomocou deviatich otdzok Foto nedokdze
urcit, ako st dané éfsla usporiadané.
Pozndmka. Uz desat otazok by Fotovi stacilo. Prvymi (najviac) piatimi otdzkami zisti usporiadanie ésel a, b a ¢. Toto
maé Sest moznosti. Na ne sa bude postupne pytat, kfym nedostane pozitivhu odpoved. Ak mu Pista patkrat odpovie
nie, je jasné, ze je to td Siesta moznost. Potom dvoma otdzkami zist{ polohu ¢isla d. T4 ma Styri moznosti. Prvou
otdzkou ich rozdeli na dve a dve a druhou uz tie dve vie rozlisit. A troma otdzkami zist{ polohu ¢isla e (podobne

ako d).

Tato sériu opravovali: Kika Cernekova a Sesto Sestdk (1), Pista Gyiirki a Buggo Steskal (2a), Janka Szolgayova
a Palo Juréa (2b) Tinka Gancarovd a Poko Pokorny (3a), Vlado Marko (3b), Raza Potoény (4a), Saiio Erdélyi (4b),
Foto Potoény (ba), Feri Kardos (5b).



