Riesenia: juniori + seniori Naboj 2010
Uloha 1. Korespondenény matematicky seminar ma 100 vedtcich, z ktorjch 15 nevie ani po taliansky ani po rusky. Dozvedeli
sme sa vSak, Ze 65 vie po taliansky a 77 po rusky. Kolko vedicich sa dorozumie oboma jazykmi, po taliansky aj po rusky?

Riesenie. 57

Uloha 2. Aké najmensie &islo moze byt datumom prvej soboty po druhom pondelku nasledujicom po druhom $tvrtku v mesiaci?

Riesenie. 24

Uloha 3. Kolko prirodzenjch &isel mensich ako 200 je nestdelitelnych aspoii s jednym z ¢isel 15 alebo 24?7 Pozndmka: Dve &isla
st nesudelitelné, ak ich najvicsi spoloény delitel je ¢islo 1.

Riesenie. 120

Uloha 4. Fofo zacal vypisovat vSetky 7-ciferné prirodzené &isla, ktoré obsahuji iba nuly a jednotky. Kolko jednotiek pocas toho
vypisovania napisal?

Riesenie. 256

Uloha 5. Durko chcel poslat Jozkovi stvorciferny tajny kéd, no v rdmci bezpeénosti poslal namiesto toho deviif Stvorcifernjch
kédov, pricom kazdy sa na aspon jednom mieste zhoduje s tajnym kédom. Boli to

2186,4351,4521,5127,5916, 6384, 6924, 8253, 8517.

Aky bol Durkov tajny kéd?
Riesenie. 8326

Uloha 6. Na zvyskovy vecierok sti pozvané len tie prirodzené &isla n, pre ktoré je zvysok &isla 2010 po deleni n rovny 1. Kolko
Cisel je pozvanych na vecierok?

Riesenie. 5

Uloha 7. Kika chodi rada na ryby a naposledy sa jej obzvlast darilo. Dve najviidsie ryby tvorili 25% hmotnosti celého alovku a
pét najmensich tvorilo 45% hmotnosti tlovku. Kolko ryb Kika chytila?

Riesenie. 10

Uloha 8. Migo, Fera¢ a Kubus oberali jablki. Kazdy isiel ku jednému stromu, ktoré mali vietky po 100 jablk. Ked Kubus
dooberal cely strom, Miso mal v kosiku len 72 jablk. Kubus sa teda pridal k Misovi a prave vtedy, ked spolu dooberali Misov
strom, skonéil s obernanim aj Feraé. Kolko jablk mal naoberanjch Fera¢ v momente, ked Kubus dooberal svoj pévodny strom?
Uvazujte, Ze kazdy mal pocas celého zberu konstantni rychlost oberania.

Riesenie. 86

Uloha 9. Do krugnice s polomerom R je vpisany pravouhly trojuholnik s odvesnami dlhymi 16 cm a 30 cm. Polomer vpisanej
kruznice daného pravouhlého trojuholnika oznacime r. Najdite hodnotu R + r.

Riesenie. 23 cm

Uloha 10. Kvader s hranami dizok 1, a, 2a mé povrch 54. N4jdite hodnotu &isla a.

Riesenie. 3

Uloha 11. Vytvorte pomocou prave troch osmiciek a lubovolnych zo symbolov +, —, X, :, va (plus, minus, kréat, delené, odmoc-
nina) ¢islo 3. Jeden symbol mozete pouzit aj viackrat.

Riesenie. /8 +8: 8

Uloha 12. Katka mala kopu papierov, na ktorjch boli napisané po rade &isla 1, 2, 3, ..., pricom na kazdom papieri bolo
préave jedno ¢islo. Jefo z Katkinej kopy jeden papier ukradol. Teraz je stucet ¢isel na Katkinych papieroch 2010. Aké ¢islo je na
ukradnutom liste?

Riesenie. papier s ¢isom 6

Uloha 13. Beren ma stavbu z niekolkych jednotkovych kociek, ktora sa zmesti do vicsej kocky rozmerov 4 x 4 x 4. Na obrazkoch
su nakreslené pohlady spredu a zboku. Néjdite najmensi aj najvicsi pocet jednotkovych kociek, z ktorych moze byt Berenova
stavba poskladana.

Riesenie. najmenej 14 a najviac 38



Uloha 14. Blcha skac¢e po mrezovych bodoch. Kazdym jej skokom sa dostane o jeden mrezovy bod vyssie, nizsie, doprava alebo
dolava. Zac¢ne skékat z bodu (0,0). Do kolkych roznych mrezovych bodov sa méze dostat po presne desiatich skokoch? (Napr. po
prvom skoku sa blcha urcite bude nachiddzat na jednom zo Styroch mrezovych bodov (1,0), (0,1), (—1,0) alebo (0,—1).)
Pozndmka: Mrezovy bod je taky bod roviny, ktory mé obe siiradnice celociselné.

Riesenie. 121

Uloha 15. Mnozinu celjch ¢&isel nazveme &ervenou, ak je sGéin jej prvkov delitelny &islom 4. Kolko &ervenych trojprvkovych
podmnozin mé mnozina {1,2,...,20}7

Riesenie. 795

Uloha 16. V koneénej aritmetickej postupnosti a1, as, ..., aq7 je sucet ¢lenov s neparnymi indexami rovny 1272. Néjdite stcet
vSetkych ¢lenov tejto postupnosti.
Pozndmka: Postupnost a1, as,...,as7 je aritmetickd ak existuje redlne ¢islo d také, Zze am+1 — am = d pre kazdé m z mnoziny

{1,2,3,...,46}. Cislo d nazyvame diferencia.
Riesenie. 2491

Uloha 17. V lichobezniku ABC D (so zdkladiiami AB a CD) plati 2|XABC| = |¥CDA)|. Dalej vieme, %e |CD| =3 cm a |DA| =5
cm. Zistite velkost tsecky AB.

Riesenie. 8 cm

Uloha 18. Tri planéty obiehaji hviezdu KMS na ststrednjch kruznicovjch drahach (spoloény stred kruznic je spominana
hviezda). Hybu sa konstantnou rychlostou, rovnakym smerom, no maju roézne periédy obehu: 60, 84 a 140 rokov. Raz sa stalo,
Ze tie tri planéty spolu s hviezdou KMS lezali na jedne priamke. O kolko najmenej rokov sa to stane znova?

Riesenie. 105 rokov

Uloha 19. Filip sa raz ocitol v jednej zapadnutej rovine. Nachadzal sa v bode so stradnicami [—30,11] a vybral sa po priamke
az do bodu [9, —40]. Kolko mrezovych bodov cestou navstivil? Zaratajte aj zac¢iatoény a koncovy bod.

Riesenie. 4

Uloha 20. Stanka méa svoje obltibené prirodzené ¢&islo. Vieme, Ze je to najmensie prirodzené &islo m také, ze &isla m, m + 1 maja
obe ciferny sucet delitelny ¢islom 14. Najdite Stankine oblibené ¢islo.

Riesenie. 5899999999 999

Uloha 21. Kenny si nakreslil polkruh s polomerom 1 a vpisal do neho dva kruhy, ktoré sa zvonka dotykaja. (Jeho naértok je na
obrazku.) Oba tieto kruhy maja dva dotyky s polkruhom a jeden z tychto kruhov mé polomer 1/2. Ivku ale zaujimal polomer
druhého kruhu. Vedeli by ste jej pomoct a zistit jeho velkost?

RieSenie. 1/4

Uloha 22. Kolkymi spésobmi mézeme z dvanastich réznych hracov zostavit tri timy po Styroch hracoch?
Riegenie. ('7)(})/3! = 5775

Uloha 23. Vyéislite vyraz 12 — 22 + 3% — 42 + 52 — 62 + ... + 20092 — 2010°.

Pozndmka: Znamienka vo vyraze sa striedaju.

Riesenie. _%5011 = —2021055

Uloha 24. Kajine auto ide z kopca rychlostou 72 km/h, po rovine rjchlostou 63 km/h a hore kopcom rychlostou 56 km/h.
Cesta z Hornych Fafakov do Dolnych Fafakov trva Kajinmu autu 4 hodiny. Spiato¢né cesta mu trva 4 hodiny a 40 minat. Aka
je vzdialenost po ceste medzi Hornymi a Dolnymi Fafdkmi?

Riesenie. 273 km

Uloha 25. Na Matfyze mame taky divny bankomat. Ked k nemu naposledy Bus prisiel, bola v tiom hotovost 500 eur v jedno-
eurovkich a ni¢ iné. Z bankomatu sa da bud vybrat hotovost presne 300 eur alebo vlozit hotovost presne 198 eur. Akt najvicsiu
hotovost si mohol Bus vybraf, ak na zaciatku nemal pri sebe ani euro? (Mohol vkladat a vyberat hotovost hocikolkokrat a v
akomkolvek poradi.)

Riesenie. 498 eur

Uloha 26. Zlepime tri rovnako velké stvorce do tvaru , L“ ako na obrazku. Rozdelte tento titvar na osem geometricky zhodnych
utvarov.

RiesSenie. Napriklad




Uloha 27. Kym Petrzlen spal, niekto sa mu vlamal do izby a z jeho Sachovnice rozmerov 8 x 8 vyrezal pravé horné a lavé dolné
rohové policko. Petrzlen bol samozrejme velmi nestastny a rozveselil ho vytrhol az Edo. Toho totiz zaujimalo, kolkymi sposobmi
mozeme na taktto upravent Sachovnicu postavit osem vezi tak, aby sa navzijom neohrozovali. (Veza ohrozuje vSetky policka,
ktoré st v rovnakom riadku alebo rovnakom stipci ako dané veza.) Tak sa obaja spolo¢ne pustili do rozmyslania a nakoniec
dospeli k spravnemu vysledku. Kolko to bolo?

RieSenie. 8! — 2 - 7! + 6! = 43 - 6! = 30960 = 5040 + 25920

Uloha 28. Kvadraticka rovnica 2> — ma + 2 = 0 s parametrom m mé korene a, b. Nech

1 1
a+ -, b+ -
b a

st korene kvadratickej rovnice 22 — pz + ¢ = 0. Uréte hodnotu g (v zévislosti od m).

RieSenie. ¢ = 9/2 (p = 3m/2, ale to nemusia odovzdavat)

Uloha 29. Majme styri kladné, nie nutne celé &isla a, b, ¢ a d. Existuje Sest moznosti, ako vynasobif prave dve z nich, konkrétne
ab, ac, ad, be, bd a cd. Vieme, Ze niektorych pit z tychto suéinov méa hodnoty 2, 3, 4, 5 a 6. Akt hodnotu mé Siesty suéin?

RieSenie. 12/5

Uloha 30. Mame 12 magdiatok, z toho 8 iernych a 4 biele. Postupne z nich ndhodne vyberieme 6 madiatok. Aké je pravdepo-
dobnost, ze posledné bude &ierne?

RieSenie. 2/3

Uloha 31. Aky zvysok dostaneme, ak vydelime &slo 1! + 22 + - .- 4+ 20102°1° &islom 127

Riesenie. 1

Uloha 32. Bzduso mé drevent dosku v tvare rovnoramenného trojuholnika so stranami dizok 1, 1 a v/2. Chce ju rozrezat na
dva kusy s rovnakym obsahom. N4jdite najkratsiu tsetku, po ktorej méze Bzduso rezaf a uréte jej dizku.

RieSenie. V/v2 — 1

Uloha 33. Ktoré policka mozeme vystrihnif zo Ssachovnice 8 x 8 tak, aby sa zvySok dal pokryt 21 dominami tvaru 3 x 1?7

Riesenie.

Uloha 34. Hanka s Kubom sa hraj nasledovn hru. Majt képku s n zapalkami a striedajt sa v fahoch. Kazdy musi vo svojom
tahu zobrat z kopy kladny pocet zdpaliek neprevysujici polovicu zéapaliek z kopy. Ten, kto bude mat na zacdiatku svojho tahu len
jednu zapalku, (a teda nemoze spravit dalsi fah) vyhrd. Ak viete, ze prvy tah ma Hanka, ndjdite n najblizsie ¢islu 2010 také, ze
Kubo moze vyhrat (bez ohladu na to, ako dobre hra Hanka).

Riesenie. 1535

Uloha 35. Trojuholnik ABC méa pravy uhol pri vrchole A. Na strane AB sa nachadza bod D, pricom |CD| = 1. Ozna¢me AE
vysku z bodu A na stranu BC. Néjdite dlzku AD, ak este viete, ze |BD| = |BE| = 1.

RieSenie. V2 — 1

Uloha 36. Mnozina X mé n prvkov. Nech A, B sti dve nahodné podmnoziny X. Aka je pravdepodobnost, ze A je podmnozina
B?

Pozndmka: Pre kazdd mnozinu C taka, ze C' je podmnozina X, je pravdepodobnost vyberu mnoziny C' rovna 1/2". Vybery
podmnozin A a B v zadani st navzijom nezavislé.

RieSenie. (3/4)"

Uloha 37. Najdite najvicsie prirodzené &islo m také, Ze rovnica 2009z 4 2011y = m m4 prave jedno rieSenie v prirodzenych
cislach.

RiesSenie. 2 - 2009 - 2011 = 8080198

Uloha 38. Najdite aspon jedno realne ¢&islo x, pre ktoré plati

1+y1+V1i+tz=u=.

RieSenie. (1 4+ /5)/2, teda zlaty rez.

Uloha 39. Najdi vietky dvojice prirodzenych &isel, ktorych rozdiel je prvoéislo, ich stéin je druhd mocnina prirodzeného &isla a
ich stéet ma cifru na mieste jednotiek (v desiatkovej sustave) rovnd trom.

Riesenie. 9,4.



Uloha 40. Na sachovnici n x n je rozmiestnenych 1005 dominovych kociek tak, Ze kazda z nich zakrjva dve policka Sachovnice
susediace stranou. Ziadne dve dominové kocky sa neprekryvaji ani nedotykajt (a to ani len rohom), tak#e pokryvaji plochu
velkosti 2010. Najdite najmensie n, pre ktoré existuje Sachovnica s danymi vlastnostami.

Riesenie. 77

Uloha 41. Nech n = p1p2 - - - pi je rozklad prirodzeného &sla n na prvoéisla, nie nutne rozne. Cislo n nazveme zelené, ak plati,
ze n deli (p1 + 1)(p2 +1)--- (px + 1). Existuju zelené ¢isla viicsie ako 1007 N4jdi najmensie z nich.

RieSenie. 144 (zelené ¢isla st tvaru 23", kde n < m < 2n)

Uloha 42. Funkcia f priradi kazdej dvojici prirodzenych ¢&isel (m,n) celé &islo f(m,n). Vieme, ze pre vietky m, n prirodzené
plati
[, =1 f(m+1Ln)=f(mn)+m, f(mmn+1)=Ff(m,n)-n.
N4jdite vSetky prirodzené ¢isla p, pre ktoré existuje také prirodzené éislo ¢, ze plati f(p, ¢) = 2010.
RiesSenie. 2010, 1006, 291, 151, 70, 66

Uloha 43. Na univerzite je s studentov. Vie sa, Ze kazdy ucitel uéi prave k studentov a pre kazda dvojicu (réznych) studentov
existuje prave m ucitelov, ktori u¢ia oboch studentov. Pomocou konstant s, k, m vyjadrite pocet ucitelov, ktori uéia na univerzite.

RieSenie. ms(s — 1)/(k(k — 1))

Uloha 44. V rovine je nakreslenych 9 réznych priamok. Ak sa pretnt prave 2 priamky v jednom bode, volame tento priese¢nik
modry, ak prave tri, volame ho ¢erveny. NaSich 9 priamok vieme rozdelit na tri trojice. Kazda priamka z prvej trojice obsahuje 3
cervené a 1 modry bod, priamky z druhej trojice maju 2 ¢ervené a 4 modré body a kazda priamka z tretej trojice ma 2 cCervené
a 3 modré body. Uréte, na kolko ¢asti deli tychto 9 priamok rovinu.

Riesenie. 10+pocet modrych prieseénikov +2- pocet Cervenych prieseénikov = 10+ 12+ 2 -7 = 36.

Uloha 45. Najdite najmensie realne &islo k také, ze pre vietky realne &isla x, y plati 2z 4 3y < k/22 + y2.
Riesenie. v/13

Uloha 46. Nech z, y st kladné celé &isla spliiajice zy = 2010(z + y). Aké je najvicsia mozna hodnota x?
Riesenie. 2010 - 2011 = 4042110

Uloha 47. Skrecok by chcel nakreslit tabulku velkosti 25 x 25 zlozent zo 625 malych $tvoréekov. Skrec¢ok vie kreslit len stvorce
(presnejsie, ich obvody) lubovolnej velkosti. Pri kresleni vzdy nakresli cely Stvorec a nemdze pouzivat gumu. Kolko najmenej
stvorcov musi Skrecok nakreslit, aby nakreslil celtl tabulku a ni¢ naviac?

Riesenie. 48

Uloha 48. Kazdé poli¢ko Sachovnice 8 x 8 mozeme ofarbit na bielo alebo na ¢ierno. Najdite pocet réznych ofarbeni sachovnice,
pre ktoré kazdy Stvorec 2 x 2 obsahuje dve biele a dve ¢ierne policka.

Pozndmka: Na orientacii Sachovnice zalezi. Dve ofarbenia, ktoré nie si totozné, ale po otoceni a (alebo) preklopeni jedného z nich
uz totozné su, nepovazujeme za rovnaké.

Riesenie. 510

Uloha 49. Kubicka rovnica z° 4+ 2z — 1 = 0 m4 prave jeden realny koreii r. Vieme, ze 0.4 < r < 0.5. N4jdite vietky rasttice
postupnosti prirodzenych Cisel a1 < a2 < az < --- také, ze plati

1
3 =T AT

RieSenie. Existuje len jedina: {1,4,7,10...}.

Uloha 50. Konvexny Sestuholnik so stranami dlzok 2, 2, 7, 7, 11 a 11 je vpisany do kruznice. N4jdite jej polomer.

Riesenie. 7

Uloha 51. V krabici je niekolko farebnjch lopti¢iek, pricom z kazdej farby je ich rovnako vela. Ak by sme do krabice pridali 20
lopticiek, ktoré maju rovnakua farbu, ale inti od vSetkych, ktoré predtym boli v krabici, nezmenime tym pravdepodobnost, ze pri
tahani dvoch loptic¢iek bez vracania, vytiahneme lopticky rovnakej farby. Kolko bolo na zaciatku lopti¢iek v krabici?

Riesenie. 190



