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2.1 Kasino Mamutich Samanov (x < 1) kategoria alfa

Hazard je jedna z najstarsich volnocasovych aktivit, akej sa kedy Iudstvo venovalo. Historické pramene uva-
dzaju, Ze uz pocas ranej doby kamennej prevadzkovali kmenovi $amani nasledovnu hru:

Saman polozZi na stdl tri obrovské mamutie lebky. Kazdy hra¢ si musi nezévisle vybrat prave jednu z nich
a hodit do nej jeden mamuti chvost - vtedajsie platidlo, bolo ho dokonca mozné delit na zlomky. Nasledne
$aman skontroluje, ¢i st véetky pocty mamutich chvostov vlebkach rozne. Ak je v niektorych lebkach rovnako
chvostov, mamutie chvosty sa vratia hracom a hra sa za¢ne odznova. Ak st pocty v kazdej lebke iné, zisti
v ktorej lebke je najmenej mamutich chvostov. Hraci, ktori vlozili svoje mamutie chvosty do tejto lebky st
vyhercovia hry a ziskaju od Samana dva mamutie chvosty, plus si rozdelia mamutie chvosty z lebky, v ktorej
bolo najviac chvostov. Chvosty z najprazdnejsej aj strednej lebky si ponechava $aman. Pomozte $amanovi
zistit, pre aké pocty hrac¢ov sa mu oplati hru prevadzkovat'.

2.2 Kostou Malujem Skrabanice (x < 2) kategoria alfa

Prvou formou umenia, ktort ludstvo kedy vytvorilo, boli graffity. Ak neverite, staci sa zamysliet, ¢o sa nam
zachovalo po pravekych [udoch. Neboli to Ziadne symfonie, olejomalby ani basne. Boli to ¢arbanice na cerstvo
zateplenych stendch jaskyne. Najznamejsia z tych, ktoré sa zachovali do dnesnych dni, zobrazuje vypity mo-
ment z lovu mamutov. Vyzerd nasledovne:

Zdakladom je ostrouhly trojuholnik ABC. Body D a E st patami vySok postupne na stranu BC a na stranu AC.
Priese¢nik priamok AD a BE je oznaceny ako H. Priamka cez bod H pretina tsecku BC v bode P a usecku AC
v bode Q. Bod K lezi na tsecke BE tak, ze priamka PK je kolma na BE. Podobne, bod L lezi na tsecke AD tak,
ze priamka QL je kolma na AD. Dokazte, ze priamky DK a EL st rovnobezné.

2.3 Kamen Menom sa Stal (x < 3) kategoria alfa a beta

Zanedlho po tom, ako zacali prvotni ludia formovat kmene a iné spoloc¢enstva objavil sa problém, ktory do-
vtedy nemuseli riesit. Nemali mend a nevedeli, ako sa oslovovat, ¢o vytvaralo medzi sikmenovcami nemalé
problémy. Napriklad ked pocas lovu niekto zakrical: ,,Hej ty tam, bacha, mds za chrbtom Sablozubého tigra!*
a otocili sa vSetci, aj ti, ktori mali tigra pred sebou, tak to nebolo dvakrat prijemné...

Kmenovi §amani teda prisli s ndpadom davat ludom mend. Vymysleli spolu vyse 40 roznych mien, zoradili
cely kmen do radu’ a stkmenovci si zacali zaradom dévat mend podla nasledovnych pravidiel:
« Kazdy clovek, ktory stoji v rade na nepdrnej pozicii sa vola , Kamen*.
o Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati, Ze kazdy clovek, ktory stoji v rade na pozicii n ma rovnaké meno ako
¢lovek na pozicii 4n.
o Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati, Ze kazdy ¢lovek, ktory stoji v rade na pozicii n ma rovnaké meno ako
aspon jeden z ludi na poziciachn +2 an + 4.

Dokazte, Ze vsetci sa volaju ,,Kamen*.

!'Samanovi sa oplati hru prevddzkovat ak pri velkom pocte odohratych hier ziska v priemere viacej mamutich chvostov, ako strati.
ZPre potreby tlohy je ludi v nasom kmeni nekoneéne vela, rovnako ako prirodzenych &isel.
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2.4 Klaude Monet Staropraveku (x < 5) kategérie alfa a beta

Ti, ktori davali na hodinach vychovy umenim pozor, si iste pamitaju, ze impresionizmus ako umelecky smer
vznikol koncom 19. storocia. Pravda je vSak niekde tplne inde. Totizto slovo ,impresionizmus® vychadza
z francuzskeho impress — zaposobit. Lenze uz Iudia z rodu homo neanderthalensis sa snazili zapdsobit na
svoje sukmenovkyne. Napriklad tato jaskynna malba z obdobia raného praveku je jasnym dékazom toho, ze
uz isty Kamen sa umenim pokusal zapdsobit na svoju milu, a teda bol prvym impresionistom. Ved posudte
sami:

Kamen nakreslil na stenu jaskyne pre svoju draht §tvorec LOVE s hranou dlzky I. Potom dokreslil bod A mimo
$tvorca tak, aby mu vznikol rovnostranny trojuholnik AVE. Nasledne opisal trojuholniku ALO kruznicu k a
jej stred nazval S. Aky je pomer dlzky [ ku dlzke strany |SL|?

2.5 Kvoli Magickému Smilodonovi (x < 8) kategérie alfa a beta

V ¢asoch temného praveku neexistovali Ziadne stdy ani zdkony. Jediné pravo bolo pravo najsilnejsieho. A tak
tomu bolo aj jedného teplého vecera zhruba 10 000 rokov pred nasim letopoctom, kedy sa traja mocni a po-
werful bojovnici Kamen, Kamen a Kamen rozhodli stretntt v stboji na Zivot a na smrt o labu starej$inovej
najstarsej... Sablozubej tigrice. T4 im mala podla starodavnej povery priniest astralne schopnosti. Uz-uz sa $li
mlatit, ked z jaskyne vybehol staresina so slovami: ,,Do mamutej nohy, chlapi, neblbnite! Vase sily su ekviva-
lentné, a teda pri siiboji akurdt vsetci zomriete. Aha, pozrite, tu som vycislil vase bojové schopnosti.*

Povedzme, Ze silu tychto bojovnikov predstavuju redlne ¢isla a, b, ¢, z ktorych aspon dve su navzajom rozne.
Dokazte, ze a + b + ¢ = 0 je ekvivalentné’ s a> + ab + b*> = b?> + bc + ¢2 = ¢* + ca + a’.

2.6 Koniec Mamutieho Samana kategorie alfa a beta

Samana uz omrzelo zdierat kmen svojou mamutou hrou, a tak si vymyslel hru novd. Zobral z jaskyne dva
kamene, ktoré vyzerali ako dve Sachovnice s m x n polickami. Na niektoré policka $achovnic potom polozil
figirku venuse (na kazdé policko najviac jednu). A to tak, aby platilo, Ze v kazdom riadku oboch $achovnic
je parny pocet figlirok. Okrem toho este plati, Ze pocet figlirok v i-tom stipci prvej $achovnice je rovnaky ako
pocet figtirok v i-tom stlpci druhej $achovnice (pre vietky 1 < i < n). Hra¢ hrajici $amanovu novd hru méze
na prvej $achovnici vykonavat nasledujiice dva typy tahov:

(1) Vezme lubovolné 2 riadky a vymeni ich obsah.
(2) Popresuva Iubovolne figarky v ramci prvych dvoch riadkov tak, aby platilo nasledovné:
~ Kazda figtirka ostane vo svojom stlpci.

- Po tahu bude na kazdom policku najviac jedna figurka.
- Po tahu bude v prvom riadku parny pocet figtirok.

Dokazte, zZe bez ohladu na pociatocné rozmiestnenie venusi, moze hra¢ hrajuici tato nova Samanovu hru po-
mocou tychto tahov docielit to, aby figirky na oboch $achovniciach boli usporiadané rovnako, a tym vyhrat
tato hru.

*To znamena, ze sustava rovnic a* + ab + b* = b*> + bc + & = ¢ + ca+ a* platiak a + b+ c = 0 aneplatiak a + b + ¢ # 0.
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2.7 Kmen Maiso Snoril kategorie alfa a beta

Na jar, t. j. pred zimou lovil kazdy kmen mamuty, pretoze mamutie maso je najlepsie mladé. Najst viak vietky
mladé mamuty je takmer nemozné, pretoze sa spravaju este privelmi raciondlne. Preto sa po rokoch pokusov
a omylov rozhodli vetky kmene spojit a zalozili mamutobijecku ligu — skupinu krvila¢nych hladacov, lovcov
a zberacov, ktorych cielom bolo néjst, ulovit a pozbierat maso zo vSetkych mladych mamutov. Ich tloha bola
jasne dana. Ostavalo ju uz len vyriesit:

Nédjdite vsetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je ¢islo

4n -2
n+5

druhou mocninou nejakého racionalneho ¢isla.

2.8 Korist Muzi Sledovali kategoria beta

Ostavalo ulovit uz len posledného mladého mamuta a ¢innost mamutobijeckej ligy by bola korunovana tspe-
chom. Tento posledny sa vsak nespraval raciondlne ako ostatné, ale bezal po kruznici. Aby ho lovci dobehli,
rozhodli sa upustit od svojich zdsad a bezat po tetive. Bude to vSak stacit? Podari sa lovcom ulovit posledného
mladého mamuta?

Dany je trojuholnik ABC s kruznicou k jemu opisanou. Dalej vnitri trojuholnika ABC lezi bod P. Priamky
AP, BP a CP pretinaju kruznicu k postupne v bodoch D, E a F, pricom bod D je r6zny od bodu A, bod E rozny
od bodu B abod F rozny od bodu C. Na tsecke DP zvolme bod X. Predpokladajme, Ze rovnobezka s priamkou
AB vedena cez bod X pretina usecku PE v jej vautornom bode Y. Podobne predpokladajme, Ze rovnobezka s
priamkou AC vedena cez bod X pretina usecku PF v jej vnutornom bode Z. Dokazte, Ze Stvoruholnik EFZY je
tetivovy.

2.9 Korespondencni Matematicki Seminaristi kategoria beta

Neandertalci boli velmi Sikovni a cielavedomi Iudia. Ved inak by sa im nepodarilo ndjst véetky mladé mamuty.
My, rieSitelia korespondecného matematického seminara, sa vsak nemienime nimi nechat len tak Iahko za-
hambit.

A preto najdeme vsetky celé kladné ¢isla m, n, pre ktoré plati

nl+m! =m".

2.10 Konvergujica Mamutia Smakocinka kateg6ria beta

Neandertélci mali mamutov. Potom vsak vietkych mamutov ulovili a zabili. Preto my uz mamutov ne-
mame. Zamerajme sa preto rad$ej na nieco, co mame. Mame postupnosti realnych cisel ag, ay, ..., dz00 @
by, by, ..., by, pre ktoré plati pre kazdé n € {0, 1,...,2019} bud

a, b 1
Ap1 = —— 4 n+tl = = — Ay,
2 2
alebo
_ 2 _
Ape =2a, a by =a,.

Ak plati a0 < ao, tak potom aka je najvacsia mozna hodnota vyrazu by + by + -+ + bypp0?
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