Zadania 3. série zimnej casti KMS 2003 /2004
Kategoria ALFA
1. V krajine Zije 99 princezien, 100 princov a 2 draci. Ked stretne princ draka, zabije ho. Ked stretne drak

princeznt, zoZerie ju. Ked stretne princezna princ, zamiluje sa, od tolkej ldsky mu pukne srdiecko a umrie. Takto
si v naSej krajine vSetci stastne Zili, aZ kym nepomreli a nezostal tam iba jeden tvor. Ktory to bol?

2. Mito mé v komore 2 sviecky, ktoré sit rovnako dlhé. Jedna z nich zhori za 4, druhd za 5 hodin. Kedze potme
sa $tudovat nedd, zapalil ich obe presne o polnoci. Ked dostudvoval a isiel spat, bola jedna sviecka trikrat dlhsia
ako druhé. Kedy isiel spat?

3. Aky najvicsi obsah moze mat rovnobeznik s obvodom 20 cm?
4. N&ajdi vsetky prirodzené ¢isla, ktoré sa rovnaja 11-nasobku stétu svojich ¢islic v dekadickom zapise.
5. V obore celych cisel vyrieste stistavu:
-yt -2 =1 (1)
y+z—z=3 (2)

6. Rozdelte pravidelny Sestuholnik na pét ¢asti s rovnakym obsahom len pomocou pravitka a kruzidla.
Pozndmka: Casti st stivislé a nemusia mat rovnaky tvar.

7. Oznacme n-té prvocislo p,. Dokazte, ze pre n > 12 plati p,, > 3n.

Kategoria BETA
Ulohy ¢. 5, 6, 7 s rovnaké ako v kategérii ALFA.

8. Ozna¢me C(n) ciferny siucet ¢isla n v desiatkovej ststave. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo m existuje
prirodzené ¢islo a také, Ze vSetky ¢isla C'(a), C(2a),...,C(ma) st parne.

9. N4&jdi vsetky funkcie f : R — R, pre ktoré f(z) + xf(1 —z) = 2% + 1.

10. Nech a, b, c,d st také celé cisla, ze a, b, c st za sebou idacimi ¢lenmi geometrickej postupnosti a zaroven b, ¢, d
st za sebou iddcimi ¢lenmi aritmetickej postupnosti. Okrem toho plati @ + b+ ¢ + d = 4 - 32993, N4jdite vSetky
takéto cisla.

11. Ukézte, Ze ak pre raciondlne &isla x, y, z plati 22 + 3y> 4+ 923 — 92yz = 0, potom plati aj z =y = z = 0.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢. 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

12. Hra solitér sa hra na tabulke m x n Stvoréekov. V kazdom z nich je poloZend jedna minca. Na zaciatku
st vSetky mince okrem jednej v rohu otodené znakom nahor. V kazdom fahu mézeme z tabulky zobrat Tubovolni
mincu, ktora je otodend znakom nahor, ale sti¢asne musime otocit vSetky mince v Stvoréekoch, ktoré hranou susedia
s tym, odkial sme mincu prave zobrali. Najdite vSetky dvojice (m,n), pre ktoré je mozné takymito tahmi zobrat
vsetky mince.

13. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, aby pre kazdé dva nestudelitelné delitele a,b ¢isla n bolo aj ¢islo
a + b — 1 delitelom n.

14. Dokazte, ze pre nezaporné realne &sla a, b, ¢ splitajiuce rovnost a? + b% + ¢2 4+ abe = 4 platia nerovnosti

0<ab+bc+ac—abc<2.



