Zadania 1. série letnej casti KMS 2003/2004
Kategoria ALFA

1. Syrovej kocke sa rozutekali ¢iselkd 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a schovali sa do vSetkych jej vrcholov (kazdé éiselko do jed-
ného vrchola). Kocku objavila myska Baska a prehryzla si cesticku z vrcholu s ¢iselkom 1 do vrcholu s ¢iselkom 2.
Dalej pokracovala postupne po vrcholoch 3, 4, 5, 6, 7, 8 a naspif do vrcholu 1. Nato sa jej mysiak Misko spytal,
kadial iSla. Presné cesticky si uz Baska nepamétala, ale spomenula si, ze kazdd cesticka, spajajuca dva za sebou
idtice vrcholy, bola rovna a nikdy nehryzla cesticku po hrane syrovej kocky. Mohla Baska hovorit pravdu?

2. Uz dlhsi éas Miki vymyslal origindlny viano¢ény daréek pre Janku, ale bez tispechu. Az jedného februdrového rana
nasiel v snehu dva zlomky. Vsimol si, Ze ich rozdiel je rovny ich sii¢inu a tak velmi sa tomu potesil, Ze sa rozhodol
Janke darovat pit takychto dvojic zlomkov. Pomozte Mikimu néjst pét dvojic kladnych zlomkov v zékladnom
tvare, ktorych rozdiel je rovny ich sucinu.

3. Pefovi vzisli na um tri nezdporné celé ¢isla. Vsimol si to Mifo, ktory je velky zberatel ¢isel vsetkych druhov
a zacal Peta prehovéaraf, aby mu tie ¢isla prezradil. Pefo nestihlasil, ale bol ochotny Mitovi povedat Tubovolni
informéciu v tvare jedného prirodzeného ¢isla. Pomézte Mitovi vymysliet sposob, ktorym ked Peto zo svojich troch
nezapornych celych ¢éisel vyrobi jedno prirodzené, tak Mifo z neho bude vediet spitne ziskat vSetky tri Petove ¢isla.

4. Cermo mal 8 &ernych a 8 bielych Stvorcovych dlazdiiek s rozmermi 10 x 10 cm. Kazda dlazdicku roz-
rezal po uhlopriecke na dva trojuholniky. Cermo chce tymito trojuholnikmi vydlazdickovat stenu s rozmerom
40 x 40 c¢m tak, aby Ziadne dva trojuholniky, ktoré susedia hranou, nemali rovnakt farbu. Kolko je takych vydléz-
dickovani?

5. Na like sa stretli Sesto, Aiia, Katka, Palo, Janéi, Tom4s, Misko a niekolki riesitelia KMS a vSetci sa pochytali
za ruky do jedného kruhu. V kruhu bolo a chlapcov, b dievéat a chlapec s chlapcom sa drzali c-krat, dievca
s diev¢atom sa drzali d-krat. Aky bude rozdiel ¢ — d, ak pozndme len rozdiel a — b?

6. Mala Erika eSte nevie rieSit problémy s ¢islami vic¢$imi ako ona. Pomozte jej s tymto: Nech z je prirodzené
¢islo. Ukazte, ze 200522 + 20022 + 2003 nie je $tvorcom Ziadneho prirodzeného é&isla.

7. Buggo ma v komine schované 2004-ciferné ¢islo (zapisané v desiatkovej sistave), o ktorom je zname len to,
ze ked sa z neho zoberie Iubovolnych 167 po sebe idtcich cifier, bude vzniknuté 167-ciferné ¢islo delitelné ¢islom 2167,
Dokéazte, ze Buggove &islo je delitelné 22004,

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

8. Kubo mé v rovine n > 9 bodov, pridom plati, Ze ked vyberie Tubovolnych 9 z nich, tak existuju dve kruznice
také, ze kazdy z vybranych bodov lezi na aspon jednej z nich. Dokézte, ze existuju dve kruznice také, ze kazdy
z n Kubovych bodov lezi na aspon jednej z nich.

9. Riaza a Foto si kazdy vecer kratia ¢as nasledujicou zédbavkou. Ruza si zoberie Stvoréekovy papier velkosti
102 x 102 stvoréekov a Foto si vymysli celistvy atvar U zloZeny zo 101 takychto Stvoréekov. Riza si potom
zo svojho papiera vystrihne najvicsi mozny podet képii ttvaru U (pri¢om striha iba pozdlZ naznagenych linif).
Zo vietkych atvarov U najdite aspoii jeden, pre ktory je pocet vystrihnutych képii minimélny.

Pozndmka: Dva stvorceky spojené len vrcholom netvoria celistvy atvar.

10. Feldo nasiel na povale stara Sachovu figirku — delfina a spomenul si na vekmi zabudnuty kaprov problém.
Delfin sa moéze hybat o 1 poli¢ko doprava, o 1 policko hore alebo o 1 policko po diagonéle dolava dole. Na zaciatku
stoji delfin v Tavom dolnom rohu Sachovnice 8 x 8. D4 sa s nim prejst cela Sachovnica tak, aby na kazdom policku
stal prave raz?

11. Pefovi a Pistovi sa zdala tato séria prili§ jednotvarna, tak si vymysleli takito poctarsku lahodku. Nech
ag,a1,0as,... je neklesajuca postupnost nezdpornych celych ¢isel takd, ze kazdé nezdporné celé ¢islo sa dé prave
jednym spdsobom vyjadrit v tvare a; +2a;+4ax, kde 4, j a k st nie nutne rézne. Urcte vietky mozné hodnoty azoo4.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

12. Rado vedtucim KMS oznamil, Ze geometrie nikdy nie je dost a pokracoval takto. Nech body A, Bi, Ci
lezia postupne na vyskach (ako useckich) AA’, BB',CC’ ostouhlého trojuholnika ABC tak, Ze sucet obsahov
trojuholnikov ABCy, BC'A; a C AB; je rovny obsahu trojuholnika ABC'. Nech H je ortocentrum trojuholnika ABC'.
Dokézte, ze body A1, Bi, C1, H lezia na kruznici. Nakoniec Rado dodal, Ze ¢o riesitelov nezabije, to ich posilni.



13. Séfmag Mazo raz v spanku nechtiac zadaroval $tvorec &isel a to nasledovne. V magickom $tvorci n x n st
vpisané ¢isla 1,2, ...,n? (kazdé prave raz). Stredy kazdjch dvoch buniek st spojené sipkami orientovanymi z bunky
s mensim ¢islom do bunky s vac¢sim ¢islom. Dokazte, ze sti¢tom vsetkych takychto vektorov je nulovy vektor.
Pozndmka: Stvorec povazujte za magicky, ak sucet ¢isel v ubovolnom riadku alebo stipci je rovnaky.

14. A pozdravuje vés aj Tomas: Bod K lezi vo vnutri rovnobeznika ABC D, pri¢om plati |CL| = |[LK|a|AM| = |IM K|,
kde L a M st postupne stredy strdn AD a C'D. Oznac¢me N stred tisecky BK. Ukéite, 7e [ NAK| = |[SNCK]|.

Termin odoslania rieSeni: 15. marec 2004 (pre zahrani¢ie: 12. marec)
Termin konania prednasky: 1. marec 2004
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



