Zadania 3. série letnej casti KMS 2003/2004
Kategoria ALFA

1. Kazdy bod kruznice je ofarbeny ¢ervenou alebo modrou farbou. Zistite, ¢i musi existovat:

a) pravouhly trojuholnik s vrcholmi rovnakej farby leziacimi na kruznici,
b) rovnoramenny trojuholnik s vrcholmi rovnakej farby leziacimi na kruZnici.

2. Zistite, ¢i je mozné umiestnit cifry 0, 1, ..., 9 do kruhu tak, Ze stéet lubovolnych troch po sebe iducich
cifier je najviac:

a) 13, b) 14, c) 15.
3. Trojuholnik ABC o sebe nedavno zistil: ”Ked vynasobim dlzku strany a sami sebou a pripoéitam
dvojnasobok vysky na stranu a tiez vynasobent samu sebou, plati, Ze je to ¢islo vicsie ako stucet druhych
mocnin dlzok stran b a c.” (a® +2-v2 > b + ¢?) Pre aké trojuholniky to plati? Ako vyzerajt trojuholniky,
pre ktoré plati: a® +2 - v2 = b% + ¢??

4. Néjdite vSetky trojice a, b, ¢ (na poradi nezélezi) po dvoch nesidelitelnych prirodzenych ¢isel, pre ktoré
je vyraz 111
a+b+c)| -+ +-

( ) <a b c)

prirodzené ¢islo.

Pozndamka: Dve prirodzené ¢isla nazgvame nesudelitelné prave vtedy, ked ich najvicési spoloény delitel je 1.

5. Pravidelny 3, 4, 5 a 6—uholnik sa d& narysovat iba s pomocou pravitka a kruzidla, zatial ¢o pravi-
delny 42—uholnik nie. (MozZete si to skusit overit.) Zistite a zdovodnite, ktoré z nasledujicich pravidelnych
n—uholnikov sa daji takto narysovat a ktoré nie: n = 15, 35, 120.

Pozndmka: Pravitkom sa daju spojit dva body priamkou. Kruzidlom sa daji prenasat vzdialenosti a rysovat
kruznice.

6. Zistite, ¢i moZe existovat mnoho¢len tvaru anpz™ + an_12" "' + - + a1z + ag, kde &isla ag, a1, ..., an
su celé, pre ktory plati, ze hodnota mnohoc¢lenu pre x = 0 je 0 a hodnota mnohoc¢lenu v prave n réznych
celoéiselnjch bodoch je n. Ulohu rieste pre n = 4,7.

7. Desafciferné ¢éislo (zapisané v desiatkovej stistave) nazyvame rozkokosené, ked ma vsetky cifry rozne a je
nasobkom 11111. Kolko roznych rozkokosenych ¢isel existuje?

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

8. V state KaMsaS maju stvisli leteckt siet. Styri letistné spolo¢nosti Alfa, Beta, Gama a Omega spravujii
KaMsaSké letiska, pricom kazdé letisko je spravované prave jednou spolo¢nostou. Kazdy let v KaMsaSe je
obojsmerny a spaja letiskd spravované réznymi spolo¢nostami. Navyse je kazdé letisko spojené letom s rov-
nakym poctom letisk ostatngch troch spolo¢nosti (ak je letisko spravované spolo¢nostou Alfa spojené s dvomi
letiskami spravované spoloc¢nostou Beta, tak je spojené aj s dvomi letiskami spravované spolo¢nostami Gama
a Omega). Ukdzte, ze ak KaMsaSka vlada zrusi dva obojsmerné lety, vedtice do toho istého letiska, letecka
sief ostane suvisla.

Pozndmka: Stvisla leteckd siet je takd, v ktorej je mozné dostat sa letecky cestou z kazdého letiska na
lubovoIné iné s prestupmi, alebo bez prestupov.

9. Nech P(z) = 2* + ax® + ba? + cx + d a Q(x) = 2% + pz + ¢ st dva polynémy. Je znéme, %e polyném
P je zaporny prave vtedy, ked je polyném @Q zdporny a mnozina vsetkych &isel, pre ktoré st hodnoty
polynému P zaporné, je interval, ktorého dizka je viicsia ako 2. Ukazte, Ze existuje redlne ¢islo t také,
ze plati P(t) < Q(¢).

10. Pre Iubovolné reédlne ¢isla x, y, z ma bindrna operécia ¢ vlastnost (zoy) oz = x + y + x. Ukdzte, Ze pre
Tubovolné redlne éisla a, b plati
aob=a+b.

Pozndmka: Bindrna operacia je predpis, ktory dvojici redlnych ¢isel priraduje redlne ¢islo.

11. Je dand postupnost redlnych ¢isel a1, as, ..., am, kde m > 3. Oznaéme A,, = >"}_; ai. Ukdzte, Ze plati

nerovnost
m A 2 m
E (") §12§ an’.
n
n=2 n=1

Pozndmka: K tomuto prikladu nie je poznamka.



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

12. Zostrojme postupnost retazcov{R;}$°, takd, ze Ry = 1 a &islo R, vznikne z &isla R, tak, ze kazdé
¢islo 4 v R, nahradime skupinou &isel 123...7 a na koniec priddme &slo n + 1. Dalsie ¢leny postupnosti
potom vyzeraju nasledovne: Ry = 12, Ry = 1123, R, = 11121234. Ukazte, ze ak si pre n > 2 napiSeme cislo
R,, do riadku a pod neho to isté &slo R,, s obratenym poradim cifier, tak v kazdom stlpci bude prave jedna
jednotka.

13. Osi uhlov pri vrcholoch A, B, C trojuholnika ABC postupne pretinaju jemu opisant kruznicu v bodoch
K, L, M. Na usecke AB zvolme bod R. Pre body P a @ plati nasledovné: RP || AK, BP L BL, RQ || BL,
AQ 1 AK. Ukazte, ze priamky K P, LQ a M R prechadzaju jednym bodom.

14. Najdite vSetky kladné celé ¢isla aq,as,. .., a, také, ze plati
99 ag a1 ap—1
=4 =44 ,
100 751 a9 Ganp
pricom ap = 1 a (ap+1 — 1)ag—1 > ai(ar, — 1) pre k=1,2,...,n— 1.
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Vylety

Mily riesitelu,

tento kus textu prosim neprehliadni, lebo bol nakopirovany specidlne do Tvojich zadani! Vytipovali sme si Ta
totiz ako nadejného tcastnika Velkého Aprilového Vyletu semindrov Trojstenu, menovite FKS, KMS, KSP
(v abecednom poradi). Tak pozorne ¢itaj informécie: stretneme sa na AS Mlynské Nivy (v Bratislave — pozn.
pre cezpolnych) o 7:10 rdno, nastupiste 42. Autobus ndm pojde o $tvrt hodiny neskorsie. Aby Ta tam Sofér
nevidel od dne$ného diia kazdé rano, ¢akdme Ta v sobotu 17.aprila. Odcestujeme do Smolenic, obzrieme
Smolenicky zadmok, mrkneme do jaskyne Driny, potom trochu driny a chodenia a zalomime to v Plaveckom
Mikulési. Ak ukecas ostatnych, resp. ak ostatni ukecaju Teba, tak mozno az v Plaveckom Podhradi. Navrat
do Bratislavy bude medzi 19:30 a 19:45, ako sa podari. Zober si (pre istotu) 200 Sk na cestovné, vyletové
haby, jedlo, pitie a vobec, nech Ti ni¢ nechyba. Ak si si aspom na 50 + €% isty, Ze prides, tak napis ndm na
buggo@mist.sk alebo poko@ksp.sk Tesime sal
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