Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Do kruZnice s polomerom 1 vpiSeme obdlZnik so sirkou b a vyskou h a rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou
dlzky b, ktora je sti¢asne stranou obdlznika. Pre aké hodnoty h majt obdlznik a trojuholnik rovnaky obsah?

Uloha ¢&. 2:
Zostrojte lichobeznik ABCD, ak poznate dlzky jeho uhlopriecok, dizku priecky spajajicej stredy nerovnobeznych
protilahlych stran a jeden z uhlov pri zdkladni.

Uloha ¢&. 3:
Mame dant kruznicu k, priamku p a ¢islo r. Najdite vSetky kruznice, ktoré sa dotykaju priamky p a kruznice k
a maju polomer velkosti 7. Dotyk kruznic uvazujte vnatorny aj vonkajsi. Prevedte diskusiu o pocte rieSeni.

Uloha ¢&. 4:
Méme pravouhld suradnicovt ststavu (kartezidnsku). Body A, B, C, D maju porade stradnice [0, 0], [4, 3], [3, 1],
[4, 0]. Dokézte, ze velkost uhla BAC je rovna velkosti uhla CAD.

Uloha é&.5:
V rovine lezi piat bodov O, A, B, C, D, pricom A, B, C, D st vrcholmi konvexného $tvoruholnika. Pre ich
vzdialenosti plati |OA| < |OB| < |OC| < |OD|. Dokézte, ze pre obsah P $tvoruholnika ACBD vzdy plati

1

P < -(JOA| + |ODJ|)(|OB| + |0CY|).

o |

Zistite, kedy nastéva rovnost.
Pozndmka: Stvoruholnik je konvexny prave vtedy, ked kazdy jeho vnutorny uhol je mensi ako 180°.

Uloha ¢&. 6:

Maéame pravouhly rovnoramenny trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. K nemu je prilozeny pravouhly
rovnoramenny trojuholnik CDE s pravym uhlom pri vrchole C tak, ze polpriamka C'D je totozné s polpriamkou
CB. Ozna¢me P, Q, R, S porade stredy tuseciek AB, BD, DE a EA. Dokazte, ze $tvoruholnik PQRS je Stvorec.

Uloha ¢&. 7:
Vnutri daného uhla s vrcholom V' je dany bod P. Vedte bodom P priamku p tak, aby mal trojuholnik AV B
minimélny obsah, pricom A, B su priese¢niky priamky p s ramenami uhla.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Na strane BC' lichobeznika ABCD (BC | AD) je zostrojeny bod P tak, ze |SAPM| = |[SDPM]|, kde M je
priese¢nik uhloprie¢ok AC a BD. Dokéazte, Ze bod B je rovnako vzdialeny od priamky DP ako bod C od priamky
AP.

Uloha &.9:

Je dany uhol s vrcholom O a kruznica k, ktord sa dotyka jeho stran v bodoch A a B. Polpriamka p prechadza
bodom A, je rovnobezna s OB a pretina kruznicu k v bode C. Usecka OC' pretina kruznicu k v bode E. Priamky
AE a OB sa pretinaju v bode L. Ukézte, Ze plati |OL| = |LB].

Uloha ¢&. 10:
Ukéazte, ze v euklidovskej rovine neexistuja 4 body také, Ze vzdialenost medzi kazdymi dvomi bodmi je nepéarne
prirodzené ¢islo.

Uloha ¢&.11:
V trojrozmernom priestore je danych n bodov Ay, Ao, ..., A, tak, Ze kazdé tri z nich tvoria trojuholnik s jednym
uhlom viésim ako 120°. Dokazte, Ze je mozné pospajat vSetky tieto body do lomenej éiary A;,, Ai,, ..., A, tak,

.....



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

N4jdite vSetky redlne rieSenia (z1,...,x5) sistavy nerovnic
(2] — wg25) (25 — wsw5) < 0
(22 — x43:1)(x§ —x4x1) < 0
(22 — z520) (22 — w570) < 0
(23 — zy23) (22 —z123) < 0
(22 — zomy) (23 — zozq) < 0

Uloha ¢&.13:

Najdite vsetky prvocisla p, q, pre ktoré je zlomok

(57 - 27)(57 - 21)
pq

celym cislom.

Uloha ¢.14:

Kruznicu vpisanu trojuholniku ABC ozna¢me k a body jej dotyku so stranami BC a AC postupne D; a F;. Na
strandch BC a AC zvolime body Dy a Es tak, aby |CDy| = |BD;| a |CE3| = |AE;|, bod P je priese¢nik tseciek
ADy a BE;. Kruznica k pretina tsecku ADs v dvoch bodoch, ten blizsie k bodu A oznacime Q). Ukazte, Ze plati
|AQ[ = [D2P|.
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