Zadania 3. série zimnej casti KMS 2004 /2005

Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Skupina mysiek byvajica na F324 sa rozhodla usporiadat $portové zapolenie. Najskor sa samozrejme musia rozdelit
do druzin. Mygky sa o to uz hodni chvilu snaZia a stéle ni¢. Zistili iba, Ze keby ich bolo o tri viac, mohli by sa
rozdelit do Styroch druzin, keby ich bolo o Styri viac, mohlo by byt druzin pét a nakoniec, keby ich bolo o pift viac,
mohli by sa rozdelit do Siestich druzin. Zistite vSetky mo7né pocty mysiek.

Uloha ¢&. 2:

V krajine tvaru $tvorcovej siete 3 x 3 ziji ovecky a vlci. Kazdy rok si kazdy z tvorov vyberie jedno fubovolné policko,
kde bude cely nasledujuci rok, pri¢om 2 zvieratka rovnakého druhu nemoézu byt na tom istom policku. Ak sa na
policku nachddza iba jedna ovecka, po roku umrie, ale porodi dalsie dve ovecky (tie v nasledujicom roku mozu
ist na hociktoré poli¢ka). Ak je na policku iba vlk, tak umrie, lebo sa nenapapa. Ak je na policku vlk a ovecka,
tak vlk zozerie ovecku, po roku zomrie, ale porodi dalsich dvoch vlkov. Zistite, aké pocty vlkov a oveéiek v krajine
sposobia, e po niekolkych rokoch URCITE niektory z druhov vymrie.

Pozndmka: Ak sa stane, ze sa mé v krajinke rozmiestnit 10 alebo viac oveéiek (vlkov), tak sa rozmiestni iba 9
a ostatné odidu studovat do USA, priGom sa uz nevratia.

Uloha ¢&. 3:
Neparne prirodzené ¢isla st rozdelené do skupin nasledovne: V prvej skupine je ¢islo jedna. Pre n > 2, po zostaveni
n — 1 skupin zostavime n-ta tak, ze do nej dame 2n — 1 najmensich neparnych prirodzenych ¢isel, ktoré este nie s
v ziadnej skupine. Zistite, v ktorej skupine je ¢islo

a) 17 b) 2004 c) 20042004 — 1.

Uloha ¢&. 4:
Nech a, b, c st redlne &isla také, Ze a? + c? < 4b. Dokézte, ze pre vSetky redlne &isla x plati

2t tard+ b4z +1>0.

Uloha ¢&. 5:
20 ¢élenov tenisového klubu sa rozhodlo usporiadat medzi sebou 14 siibojov dvojhry tak, aby kazdy ¢len hral aspoii
jeden zapas. Dokézte, ze spomedzi tychto 14 stibojov vieme vybraf 6 tak, Ze vSetkych 12 hracov v tychto sibojoch
je réznych.
Uloha ¢&. 6:

Prirodzené ¢isla p, g st nestdelitelné préave vtedy, ked st nestdelitené ¢isla 2P —1, 29 —1. Je toto tvrdenie pravdivé?
Pozndmka: Dve ¢isla st nestudelitelné prave vtedy, ked ich najvicsi spoloény delitel je jedna.

Uloha ¢&. 7:

Tomés dostal na narodeniny velktt bonboniéru. Mala §tvorcovy tvar rozmerov 2n x 2n (bolo v nej teda 4n? cukrikov
rozmiestnenych v 2n riadkoch a 2n stipcoch). Este na oslave ju otvoril a spolu s kamardtmi vela cukrikov zjedli.
Ked sa druhy den Tomé&s zobudil, nasiel v bonboniére, chida, uz iba 3n cukrikov. Dokézte, Ze bez ohladu na to,
ktoré cukriky zostali, moze Tomas zvolif takych n riadkov a n stlpcov bonboniéry, ze na nich budu vsetky zvysné
cukriky.

Kategéria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢.8:
Nech z a y st realne &isla také, ze 2 + y2, 3 + y> aj 2 4+ y* st racionalne &isla. Dokazte, Ze potom aj = +y a xy
st racionélne cisla.

Uloha ¢&.9:
N4jdite vsetky dvojice celych ¢isel = a y, pre ktoré plati

(z+1)(z+2)(z+3)+a(+2)(z+3) +a@+1)(z+3) +a(@+1)(z+2) =y*.

Uloha ¢&.10:

Stvorec s rozmermi 99 x 99 je cely pokryty dlazdi¢kami tvarov By, 7 a HH. Ziadne dve dlazdicky sa neprekryvaji
a ziadna nevy¢nieva von. Dlazdicky mozu byt aj pootacané. Dokézte, ze dlazdiciek tvaru By je aspon 199.

Uloha ¢&.11:

Rasfo mé na papieri napisanych 26 roznych ¢éisel z mnoziny {1,2,...,100}. Ukézte, Ze sa z nich d4 vybrat niekolko
(aspoti jedno) tak, ze ich st¢in bude $tvorec (t.j. druhd mocnina celého ¢isla).



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:

V ostrouhlom trojuholniku ABC plati |AC| < |AB|. Body O, H, P st postupne stred kruznice opisanej trojuholniku
ABC, ortocentrum trojuholnika ABC' a pita vysky z vrcholu C na stranu AB. Nech kolmica cez bod P na priamku
OP pretina priamku AC v bode Q. Dokézte, ze uhly PHQ a BAC maja rovnakua velkost.

Uloha ¢&.13:
Nech p je prvoéislo tvaru 4k + 1. Dokazte, Ze rovnica 22 — py?> = —1 m4 aspoii jedno riesenie (x,y) v celych ¢islach.
Uloha ¢&. 14:
Lubovolny n-uholnik P lezi v rovine. Jeho strany st oznacdené 1,2,...,n. Nech S = s1, 82, 53,... je kone¢na alebo
nekoneénd postupnost, pricom s; € {1,2,...,n}. Budeme preklapat mnohouholnik P takto: najprv ho preklopime

okolo hrany s ¢islom s; (takze P v novej polohe je osovo stimerny s P v povodnej polohe podla strany s;), potom
okolo hrany s ¢islom sy a tak dalej.

a) Dokézte, ze existuje nekone¢nd postupnost S taka, ze ked podla nej budeme preklapat P, tak kazdy bod v
rovine bude aspon raz zakryty mnohouholnikom P.

b) Dokéazte, ze postupnost S pozadovand v Casti a) nemdze byt periodicka.

¢) Nech P je pravidelny pidtuholnik s polomerom opisanej kruznice rovnym 1. Nech D je Tubovolny kruh s
polomerom 1,00001 v rovine pifuholnika. Existuje konecnd postupnost S takd, ze ked popreklapame P
podla S, bude patuholnik P cely lezat vnuatri kruhu D?

Odportcand literatira

Sedlacek, J.: Co vime o pfirozenjch é&islech, SMM 2. Mlada fronta, Praha, 1961.

Vesely, F.: O délitelnosti celjch éisel, SMM 14. Mladé fronta, Praha, 1966.

Herman, J. - Kuéera, R. — Simsa, J.: Metody feseni matematickych tloh I. Statni pedagogické nakladatelsvi, Praha,
1990. ISBN 80-210-0120-8

Larson, L. C.: Met6dy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990. ISBN 80-05-00627-6
Lozansky, E. —Rousseau, C.: Winning Solutions. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1996.

ISBN 0-387-94743-4

Engel, A.: Problem—Solving Strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998. ISBN 0-387-98219-1
Kuczma, M. E.: International Mathematical Olympiads 1986-1999. The Mathematical Association of America, Was-
hington, DC, 2003. ISBN 0-88385-811-8

Coxeter, H. S. M. — Greitzer, S. L.: Geometry Revised. The Mathematical Association of America, Washington, DC,
1967. ISBN 0-88385-619-0

Termin odoslania rieseni: 29. november 2004 (pre zahranicie 26. november 2004)
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynsk dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



