Zadania 1. série letnej casti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Majme dané kladné celé &isla p a g. Zistite, & je ¢islo p + ¢ neparne, ak viete, ze ¢islo p® — ¢ je neparne. Plati
opac¢né tvrdenie? Nezabudnite svoje zistenie zddvodnit.

Uloha ¢&. 2:

Po vydarenej kolonizécii st uz osidlené oba mesiace Marsu. Na Deimose platia iba bankovky s hodnotami 4, 8
a 12 Mk (Martanskych kortin) a na Phobose sa pouzivaju len bankovky s hodnotami 12, 16 a 20 Mk. V celej
Slnec¢nej sustave plati Logické pravidlo trhu: Na kazdt planétu/mesiac sa mozu dovézat len tie vyrobky, ktoré si
mozu obyvatelia platnymi domécimi platidlami zakupit (pri¢om pri kipe sa mézu bankovky aj vydavat). Zistite, ¢i
mozno na Deimos a Phobos dovazat tie isté vyrobky. Ak &ano, dokézte, ak nie, zistite, pre ktoré vyrobky to neplati.

Uloha ¢&. 3:

Na ostrove S stiostrovia KMS ziju iba poctivci, ktori vzdy hovoria pravdu a klamaéri, ktori vzdy klamt. Niektori
poctivci sa vypracovali medzi takzvanych elitnjch poctivcov, podobne existuji aj elitni klaméari. Ostrovania sa
zdruzuju do réznych klubov, pricom ostrovan moze byt ¢lenom aj viacerych klubov. Klubovy Zivot na ostrove S
spliia nasledujice 4 podmienky:

1. Elitni poctivci tvoria klub.
2. Elitni klamari tvoria klub.
3. Pre kazdy klub K plati, ze ti ostrovania, ktori nie st v klube K, tvoria klub.

4. Ku kazdému klubu K existuje aspoil jeden ¢lovek, ktory o sebe prehlasuje, Ze je ¢lenom klubu K. (Jeho
tvrdenie nemusi byt pravdivé, moze to byt klamér.)

Dokazte, Ze na ostrove S zije aspon jeden neelitny poctivec a aspon jeden neelitny klamar.
Zistite, ¢i vSetci poctivei tvoria jeden klub.

Uloha ¢&. 4:

Pekar Ruza napiekol 32 kol4ddov roznej hmotnosti. Ked Ruza odiSiel telefonovat Ani, pribehol Foto s rovnoramen-
nymi vdhami a s imyslom zjest dva koldce. Chcel zjest dva najtazsie, no mal ¢as iba na 35 vaZeni na vahach, ktoré
si priniesol. Pomozte Fotovi najst sposob, ako odhalit dva najtazsie kolade.

Uloha ¢&. 5:

Aria na narodeniny dostala od Kuba velku bielu kocku n x n xn. (Samozrejme, Ze n je prirodzené ¢éislo.) Kedze sa jej
zdala prili§ jednotvéarna, zafarbila niektoré jej steny na éerveno. Po rozrezani na n® maljch jednotkovych kocodiek
zistila, ze 45 kocoCiek nemé Ziadnu stenu Cervend. Ana potom na oslave zjedla zvysnych 30 razovych kolacov a
zabudla, ako zafarbila svoju nova kocku. Pomdzte Ani zistit, kolko stien povodnej kocky zafarbila na ¢erveno.

Uloha ¢&. 6:

Biolég Miki pozoruje chameledna, ktory chytd muchy. Chameleén ma vSak prespekulované pravidla, ako bude
pri chytani muach oddychovat. Pred prvou chytenou muchou oddychuje 1 mintutu. Pred kazdou 2m-tou muchou
oddychuje tolko minit, ako oddychoval pred m-tou muchou. Pred kazdou 2m + 1-ou muchou oddychuje o minitu
viac, ako oddychoval pred m-tou muchou. Ked skon¢i niekolko mintitovy oddych, chameleén okamzite chyti muchu
a opit zacne oddychovat. Zistite:

a) Po kolkych minatach ,snaZzenia“ chytil chameleén svoju 33-tiu muchu v poradi? (Réta sa aj prvd mintta
oddychu.)

b) Kolkatti muchu chytil chameleén po tom, ¢o prvy krat oddychoval 9 mintit bez chytania?
¢) Po akom dlhom oddychu chytil chameleén svoju 2005-tu muchu?

Nezabudnite svoje tvrdenia riadne zdovodnit.

Uloha ¢&.7:

Peto mé nekonecnti Stvoréekovi siet. Pomozte mu zistit, pre ktoré N z mnoziny {1, 2, ..., 8} je splnend nasledujica
podmienka: Existuje ofarbenie policok tejto siete na cCierne a biele také, ze kazdé cierne policko susedi prave
s N ¢iernymi polickami a kazdé biele poli¢ko susedi prave s N bielymi polickami (policka spolu susedia, ak maja
spolo¢ni stranu alebo vrchol).



Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Najdite vietky nezadporné celé &isla n, pre ktoré existuju celé &sla a, b splhajtce

n?=a+b, n® = a® + b

Uloha ¢&.9:

Je mozné rozdelit mnozinu raciondlnych ¢isel viicsich ako 1 na dve neprézdne disjunktné mnoziny A a B tak, aby
a) sucet fubovolnych dvoch éisel z mnoziny A patril do A a stéet lubovolnych dvoch ¢isel z mnoziny B patril do B?
b) stéin lubovolnych dvoch ¢isel z mnoziny A patril do A a stéin TubovoInych dvoch éisel z mnoziny B patril do B?

Pozndmka: Dve mnoziny st disjunktné prave vtedy, ked nemaju spolo¢ny prvok.

Uloha ¢&.10:

Martanské kocka modrej nezndmej hmoty so stranou 10 sa skladd z 10 x 10 x 10 koco¢iek. Kazd4 kococka ma svoje
stradnice (postupne od vrcholovej kococky (1,1,1) po vrcholovi kococku (10, 10,10)) a je na zadiatku zafarbend
striebornou farbou. Madciatka Pa a Pi sa hraju nasledujticu hru. Zaéina Pa a potom sa striedaji v tahoch. Magciatko,
ktoré je na fahu, si vyberie striebornii kococku, ktord mé najvicsi stcet siradnic (v pripade, ze je takych kocociek
viac, moZe si vybrat lubovolnt z nich) a prefarbi ju zo striebornej na zlat. NavySe moze lubovolne prefarbit (na
zlatl ¢ na strieborni) kazda kococku okrem vybranej, ktort pretina alebo ktorej sa dotyka tisecka spéajajtca stred
vybranej kococky so stredom kococky (1,1,1). Prehrd maciatko, ktoré nebude moct urobit svoj tah. Pre ktoré
z macdiatok existuje vitaznd stratégia?

Uloha ¢.11:
Zistite, pre ktoré kladné celé ¢isla n sa daju éisla 1,2,...,n napisat v takom poradi, ze pre kazdé dve ¢isla sa ich
aritmeticky priemer nebude rovnat Ziadnemu z ¢isel napisanych medzi nimi.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Nech a, b,c,a+b—c,b+c—a,a+c—b, a+ b+ c je sedem roznych prvocisel. Sicet nejakych dvoch z ¢isel a, b,
c je 1000. Oznac¢me najvicSie, resp. najmensie zo spominanych siedmich ¢isel ako M, resp. m. Najdite najvacsiu
moznu hodnotu ¢isla M — m.

Uloha ¢.13:
Nech ABC je ostrouhly trojuholnik vpisany do kruznice so stredom O. Nech M, N st body na priamke AC' také,

7e MN = A—C>v Nech D je pidta kolmice z bodu M na priamku BC, E péta kolmice z bodu N na priamku AB.
Nech O’ je stred kruznice opisanej trojuholniku BED. Dokazte, Ze ortocentrum trojuholnika ABC' leZi na kruZnici
opisanej trojuholniku BED. Dokézte, ze stred tisecky AN a bod B st stimerne zdruZzené podla stredu tisecky OO'.

Uloha ¢&.14:
Pre Iubovolné prirodzené ¢éislo n > 1 oznaéme s, polet permutécii (a1, as,...,a,) prvych n prirodzenych ¢isel
takych, ze

1<|ar — k| <2 pre véetky k =1,2,... n.

Dokéazte, ze pre vsetky prirodzené ¢isla n > 6 plati

TSp—1 <48, < 8Sp—1 -
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