Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Pomaly pavik Jozef sa pohybuje po stole rovnomernou rychlostou 10 centimetrov za mindtu. Na zaciatku kazdej
minuty sa otoci o 30° doprava. Jozef takto cestuje uz 73 minat. V polovici sedemdesiatej Stvrtej minuty si povedal,
ze od zafiatku dalSej mintty sa za¢ne otactat pre zmenu o 10° dolava. Vrati sa niekedy po sedemdesiatej Stvrtej
mintte Jozef na miesto, na ktorom uz bol? Ak ano, kedy najskor?

Uloha ¢&. 2:
V obdlzniku ABCD méme loment ¢aru z vrcholu A do vrcholu C' taki, ze Tubovolna z rovnobeziek so stranami
obdlZnika ju pretina v najviac jednom bode. Dokazte, ze dlzka tejto lomenej ¢iary nie je viésia ako polovica obvodu
obdlznika.

Uloha ¢&. 3:
Majme dant kruznicu k a lubovolny bod A. Bodom A vedme Iubovolné priamky, ktoré mozu vytnat tetivu na
kruznici k. Najdite mnozinu stredov tychto tetiv.

Uloha ¢&. 4:
Uhol pri vrchole trojuholnika je rozdeleny dvoma priamkami na tri rovnaké uhly. Tieto dve priamky rozdeluji
protilahla stranu trojuholnika na tri tseky. MozZe sa staf, Ze najdlhsi Gisek na strane bude ten stredny?

Uloha ¢&. 5:

Blska Basgka skice po dvoch ramenach uhla ako na obrazku. Vsetky jej skoky
st rovnakej dizky. Zac¢ina z vrcholu uhla a po siedmych skokoch sa vrati naspit
do tohto vrcholu. Ak4 je velkost uhla?

Uloha ¢&. 6: >
Dany je uhol AV B a v fiom leziaca kruZnica k, ktord sa nemusi dotykat ramien
uhla. Najdite na nej bod P, pre ktory je sucet vzdialenosti bodu P od ramien AV a BV minimaélny.

Uloha &.7:

Na polkruznici nad priemerom AB lezi bod M. Na tsecke AB lezi bod K. Stred kruznice prechadzajicej bodmi
A, M, K ozna¢me P a stred kruznice prechadzajucej bodmi M, K, B ozna¢me Q. Dokazte, ze body M, K, P a Q
lezia na jednej kruznici.

Kategéria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
V rovine je dany rovnostranny trojuholnik ABC'. Dokézte, Ze existuje kladné konstanta k také, Ze pre kazdy bod X
danej roviny moZeme vhodne zvolit znamienka + a — tak, Ze plati
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kde v1, vo, v3 st postupne vzdialenosti bodu X od priamok AB, BC, C A.

Uloha ¢&.9:

V trojuholniku ABC je vietko oznacené ako obvykle. Ak je uhol v dva krét taky velky ako uhol 3, tak a? = b(b+c).
Dokazte. Plati aj obratend implikacia?

Uloha ¢&.10:

Nech AB je priemer kruznice k a O je jej stred. Vnutri tisetky AB zvolme bod C'. Uvazujme iba jeden z oblikov AB,

kolmica na AB cez bod C pretina tento oblik v bode D. Kruznica vpisana do ttvaru CBD (t.]j. dotykajica sa
kratSieho oblika BD a tseciek CB a CD) sa dotyka tsecky AB v bode J.

a) Dokézte, ze |AD| = |AJ].
b) Dokéazte, ze D.J je osou uhla CDB.

Uloha ¢.11:

KruZnica ki sa v bode T zvonka dotyka kruZznice ky. Na ks uvazujme Iubovolny bod P neleziaci na spojnici stredov
oboch kruznic. Bodom P vedieme doty¢nice ku &y, ktoré sa jej dotknii v bodoch A a B. Priamky AT, BT pretnu ko
znovu postupne v bodoch C, D. Priamka C'D pretne doty¢nicu ku ke vedenti bodom P v bode M. Urc¢te mnozinu
vsetkych moznych poloh bodu M, ked menime polohu bodu P.



Kategoria GAMA
Ulohy ¢slo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:
Najdite vsetky prosté funkcie f : N — N také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
n+ f(n
Frmy < "I

Pozndmka: Prosta funkcia je takd, ze pre vietky z, y plati f(z) = f(y) = x =y.

Uloha ¢&.13:

Nech n > 1 je prirodzené ¢islo a X je mnoZina s n prvkami. Nech Aj, As, ..., Ajp1 s podmnoZiny mnoziny X také,
Ze zjednotenie fubovolngch 50 z nich ma viac ako 50n/51 prvkov. Dokézte, Ze z tychto podmnozin sa daja vybrat
tri také, ze kazdé dve z nich maja aspon jeden spolo¢ny prvok.

Uloha ¢. 14:
Nech m a n st prirodzené ¢isla. Dokazte, ze ak m je neparne, tak ¢islo

m
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je celé.
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