Zadania 3. série letnej casti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Daju sa v ¢&isle 54 806 372 navzijom vymenit dve &islice tak, aby vzniknuté éislo bolo delitelné ésmimi? Ak 4no,
najdite vsetky moznosti.

Uloha ¢&. 2:
Kde bolo, tam bolo, na like je pit trpaslikov, Erika, Feri, Kika, Lucia a Mazo. Kazdy z nich ma na hlave bud
dervent, alebo modru éiapku. Aj ked ziadny trpaslik nevidi svoju ¢iapku, ten, ktory mé éervent ¢iapku, vzdy hovori
pravdu. Trpaslik, ktory ma modru ¢iapku, vzdy klame. Jednotlivy trpaslici povedali nasledujtice vyroky:

Erika: ,Vidim tri modré a jednu cCervena ciapku.

Feri: ,,Vidim $tyri cervené ¢iapky.“

Kika: ,,Vidim jednu modru a tri ¢ervené Ciapky.

Lucia: ,,Vidim $tyri modré ¢iapky.“
Zistite, aké ¢iapky mozu mat jednotlivy trpaslici. Najdite vSetky moznosti.

Uloha ¢&. 3:
Zistite, kolkymi spésobmi moZzeme z mnoziny {1, 2, 3, ..., 19, 20} vybrat trojprvkovii podmnozinu, ktorej sacin
prvkov je delitelny Styrmi.

Uloha ¢&. 4:

Ruza a Dada striedavo umiestiiuju kvetinky na policka Sachovnice rozmerov 7 x 3. Kazdé z dievéat v kazdom
tahu polozi prave jeden kvietok na niektoré z prazdnych poli¢ok. RUzine kvetinky st slne¢nice a Dadine st ruze.
Vifazkou je ta, ktord prva polozi svoju kvetinku na vietky Styri rohové policka nejakého obdlznika, tvoreného
polickami Sachovnice. Dokdzte, Ze tato ich hra je velmi zdbavna, to znamena, Zze nikdy nemdze skoncit remizou.

Uloha &. 5:
Najdite vietky dvojice realnych ¢isel (p, q), pre ktoré plati p + ¢ = 2005 a zaroveil mé rovnica x? + px + g dve
celociselné riesenia.

Uloha ¢&. 6:
Uvazujme nasledujice vyroky o rovnici z|z| + px + ¢ = 0, kde p, ¢ si redlne parametre.
a) M4 najviac tri redlne rieSenia.
b) M4 najmenej jedno redlne riesenie.
c) M4 realne riesenie, iba ak p? — 4q > 0.
d) M4 tri redlne rieSenia, ak p < 0 a g > 0.
Kolko z nich je pravdivych? Svoje tvrdenie zdévodnite.

Uloha &.7:

Osem spevéakov sa zu¢astnilo hudobného festivalu, kde vysttpili s m piestiami (m > 0). Kazda piesen spievali Styria
z nich a kazda dvojica spievala v rovnakom pocte piesni ako lubovolnd ind dvojica. Aké je najmensie m, pre ktoré
je to mozné? Svoje tvrdenie zddvodnite.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Najviac kolko vezi je mozné umiestnif na policka Sachovnice rozmerov m x n tak, aby kazd4 veza ohrozovala prave
dve dalsie? Svoje tvrdenie dokazte.

Pozndmka: Dve veze sa ohrozuji, ak st umiestnené v rovnakom riadku alebo stlpci a medzi nimi sa nenachadza
ind veza.

Uloha ¢&.9:

K danym ¢islam 7 a 2 vytvorime postupnost 7,2,1,4,2,4,8,8,3,2, ... tak, Ze postupne nésobime dvojice susednych
élenov a vysledok pripojime ako dalsi jeden alebo dva ¢leny v zévislosti od toho, ¢i je sucin jednomiestne alebo
dvojmiestne ¢islo. Dokazte, Ze ¢islica 6 sa v postupnosti objavi nekoneéne velakrat.

Uloha ¢&.10:
Najdite vsetky funkcie f : R — R, ktoré spliiaji rovnost

fly+zf(x) = fly) +2f(2)

pre kazdu trojicu redlnych ¢isel z, y, z.



Uloha &.11:
Najdite vSetky dvojice celo¢iselnych parametrov (p, q), pre ktoré mé rovnica

2* —y® =pry+q

s neznamymi x, y nekonecne vela rieSeni v obore celych éisel.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Nech O je vnatorny bod trojuholnika ABC'. Priamky OA, OB, OC pretinaju strany trojuholnika po rade v bodoch
A1, By, C; (po rade roznych od bodov A, B, C). Nech Ry, Rs, R3, R st polomery kruznic opisanych postupne
trojuholnikom OBC', OCA, OAB, ABC'. Dokazte, ze

[OA,]
|AA,|

|OB;|
|BB; |

|OC |
|CCh|

Ry + Ry + R; > R.

Uloha ¢&.13:
Nech a,b, c st také realne &isla, ze polyném P(z) = 2° + ax? + bxr + ¢ mé tri realne korene (nie nutne rozne).
Dokazte, ze plati

12ab + 27¢ < 6a® + 10(a® — 2b)%/2.

Kedy nastava rovnost?

Uloha ¢&. 14:

V rovine trojuholnika ABC' je dany bod O a kruznica k prechidzajtica bodom O tak, ze priamky OA, OB a OC
pretinaja kruznicu k po rade v bodoch P, @, R, rdznych od bodu O. Body K, L, M (v tomto poradi) st prieseéniky
kruznice k s kruznicami opisanymi trojuholnikom BOC, AOC, AOB, rdzne od bodu O. Dokazte, ze priamky PK,
QL, RM prechadzaji jednym bodom.

Odporucana literatura
Herman, J. - Kucera, R. - Simsa, J.: Metody feseni matematickych tiloh I. SPN, Praha, 1990.
Kaucky, J.: Kombinatorické identity. Veda, Bratislava, 1975.
Engel, A.: Problem-solving strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998.
www.kms . sk/kniznica

Néaboij, Akadémia a Klub Trojstenu.

S radosfou Vam oznamujeme, Ze 15. aprila bude Naboj a 13. maja Akadémia Trojstenu. Obe tieto oblubené
akcie budu spreviddzané sobotnajsim Klubom Trojstenu. Na tieto akcie Vas zaroven srdecne pozyvame. Blizsie
informacie najdete na nasich strankach www.kms.sk.

Termin odoslania rieseni: 25. april 2005 (pre zahranicie 22. april 2005 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk



