Zadania 3. série letnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Na medzinarodnej olympiade z matematiky, ktord sa konala na Galapagoch, sa objavila takato naro¢na tuloha:
Na stvorcekovom papieri je nakresleny obdlznik s rozmermi 2 x 4, wvrcholy md v mreZovyjch bodoch a strany md
rovnobezné zo stranami papiera. Vyfarbite Stvrtinu z jeho obsahu, méZete pri tom vyfarbovat len celé Stvorceky
$tvorcekovej siete. Ndjdite prdve jedno riesenie. Ulohu zdarne vyriesili vietci Gi¢astnici stfaze. Pri kontrole vysledkov
organizatori s udivom zistili, Ze Ziadne dve rieSenia nie st rovnaké a nikto nevyfarbil dva Stvorcéeky, ktoré spolu
susedili stranou. Inak sa vyskytli vSetky mozné rieSenia. Zistite pocet icastnikov tejto olympiady.

Uloha ¢&. 2:
Zdodvodnite, preco pre ziadne prirodzené éisla x, y neplati 2% — 5y = 27.

Uloha ¢&. 3:

Méme pit minci, z ktorych kazd4 ma hodnotu jedno euro. Vieme, Ze tri z nich st pravé a dve falosné. Falo$né mince
maju rovnak(l hmotnost, ale nevieme, ¢ vicSiu ako pravé, alebo menSiu. Pravé jednoeurovky maji samozrejme
tiez navzajom rovnaka hmotnost. Na kolko najmenej vazeni na rovnoramennych védhach vieme néjst asponi jednu
pravd mincu 7

Uloha ¢. 4:

Zabudlivy duch Dusan zije v strasidelnom dome. Tento dom mé dva vchody a DuSan m4 za tlohu strasit pri prave
jednom z nich, zabudol vsak pri ktorom. Pamé&ta si len, ze pri jeho vchode je vidy parny pocet dobrych duchov.
Naopak, pri vchode, kde DuSan nemé strasit, je vzdy neparny pocet dobrych duchov. Okrem DuSana st v dome
len dobri a zli duchovia, DuSan nie je ani dobry, ani zly. Kazdy dobry duch hovori vzdy pravdu, kazdy zly vzdy
klame. Dusan sa vybral k jednému z vchodov a tam stretol troch duchov A, B a C, ktori mu povedali:

A: Pri tomto vchode je parny pocet zlych duchov.
B: Préve teraz je tu neparny pocet duchov. (Vratane Dusana.)
C: Som dobry duch prave vtedy, ked A a B maju rovnaki povahu. (Obaja st dobri, alebo s obaja zli.)

Je DusSan pri svojom vchode? Pozor. A, B a C nemusia byt jedini duchovia, ktori st pri tomto vchode.

Uloha ¢&. 5:

Maéame Sachovnicu s rozmermi 3 X 3, v jej strede j stoji kral. Na ostatné policka okolo neho sa rozostavuji poddant,
pricom na kazdom policku moze byt Tubovolny pocet poddanych. Rozostavuju sa tak, aby ich podet bol rovnaky
v oboch krajnjch riadkoch aj stipcoch. Zistite, aké rozne pocty poddanych sa mozu rozostavit na Sachovnicu, ak
ma byt ich pocet v kazdom z krajnjch riadkov aj stipcov 19. Nezabudnite k tymto po¢tom napisat aj prislusné
rozostavenie.

Uloha ¢&. 6:

Méme sachovnicu s rozmermi 3 x 3. V dolnych rohoch st dva ¢ervené kone, v hornjch rohoch st dva modré kone.
Na kolko najmenej tahov vieme dosiahnut, Ze dva ¢ervené kone budii v hornych rohoch a dva modré kone budu
v dolnych rohoch? Na kolko najmenej tahov vieme dosiahnut, Ze po diagonalach (uhloprieckach) budt oproti sebe
kone rovnakej farby?

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 7:
V Uhorkovom meste maji neuveritelne vela §tvorcovych namesti so stranou celo¢iselnej dlzky. Chet ich vydlazdit

dlazdicami tvaru oD (zloZenymi zo Styroch zhodnych jednotkovych Stvorcov). Pomozte Vsevedkovi zistif vSetky
mozné rozmery (Stvorcovych) namesti, ktoré je mozné vydlazdit.
Pozndmka: Jednotkovy Stvorec je Stvorec so stranou dlzky 1.

Uloha ¢&. 8:

Sofiine $fastné ¢isla su tieto: vSetky mocniny éisla 5, vSetky stéty asponn dvoch réznych mocnin ¢isla 5 a &islo
69. Raz chcel Mito zavolat Sofii, no nepamétal si jej ¢islo. Vedel len, Ze je to jej 2006-te najmensie fastné éislo.
Pomozte Mitovi zistit Sofiine telefénne éislo.

Uloha ¢&.9:
Dané st kladné realne ¢isla z, y, z také, ze rozdiel kazdych dvoch z nich méa absolitnu hodnotu mensiu ako 2.
Dokazte, ze

\/xy+1+\/yz+1+\/zm—|—1>x+y+z.



Uloha ¢&.10:

Nech k je prirodzené ¢islo a P(x) polyném s celodiselnymi koeficientami. Dokazte, Ze existuje prirodzené ¢islo n
také, ze stfet P(1) + P(2) +---+ P(n) je delitelny éislom k.

Uloha ¢.11:

Bacda mé v stade 101 oviec. Ak z nich vyberie TubovoInych 100, vzdy ich vie rozdelit na 2 skupiny po 50 oviec tak,
aby st¢ty hmotnosti oviec v jednotlivych skupinach boli rovnaké. Dokazte, ze kazdé dve bacove ovce vazia rovnako.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha &.12:

Nech ABC' je trojubolnik (|AB| < |BC|) a S stred kruznice doitho vpisanej. Ozna¢me M stred tsecky AC a N
stred toho obluka AC' kruznice opisanej trojuholniku ABC, ktory obsahuje bod B. Dokazte, ze uhly SM A a SNB
maji rovnaka velkost.

Uloha ¢&.13:
Najdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel x, y, pre ktoré plati

3=y 2" +1.
Uloha ¢&.14:
Nech a, b, ¢ st kladné redlne ¢isla splnajtce vztah a? + b? + ¢ = 1. Dokéazte, 7e
a n b n c > 3v3 + 3.
l—-a 1-0 1-c 2

Termin odoslania rieSeni: 2. maj 2006 (Pozor, je to utorok.) (pre zahranicie 28. april 2006)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



