Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Ked bol Mito este maly, rdtaval na prstoch svojim vlastnym sposobom. Zacinal 1 na palci, 2 a 3 na ukazovaku,
4, 5 a 6 na prostredniku, 7 na prsteniku, 8 a 9 na malicku. Potom pokracoval naspiat — 10, 11 a 12 na prsteniku,

13 na prostredniku, 14 a 15 na ukazovdku, 16, 17 a 18 na palci, 19 na ukazovéku atd. Na ktorom prste prisiel
k ¢islu 20067

Uloha ¢&. 2:
Raz mal Ondrej skvely sen. Snivalo sa mu, Ze vyhral v tipovacej stfazi. Ako vyhru mu dali vybrat jeden z dvoch
kufrikov s peniazmi, ktory si odnesie domov. Na tychto dvoch kufrikoch bola napisand ¢iastka, ktora sa v nich

nachadzala:
99992006 4 1 99992007 4 1

99992005 1 1 & 99992006 1"

Ondrej si samozrejme vybral kufrik, v ktorom bolo viac penazi. Ktory to bol?

Uloha ¢&. 3:
Najdite vsetky dvojice redlnych cisel x, y, ktoré vyhovuju ststave

-y = -—12,
v —xy = 28.

Uloha ¢&. 4:
Kolko prirodzenych ¢isel  spliia rovnost

x x
— | == 17
{ IOJ { 11 J +
Poznamka: Symbolom |z | ozna¢ujeme dolnt celt ¢ast ¢isla x. Je to najvicsie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo rovné
¢islu . Napriklad [4] =4, |6,9] =6, |—6,9] = —7, pretoze —7 je najviic¢sie celé ¢islo mensie ako —6,9.

Uloha ¢&. 5:
a) Najdite vSetky celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo (n — 13)(n + 11) druhou mocninou prvoéisla.
b) Najdite vSetky celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo (n — 4)2 — 9 trefou mocninou prvoéisla.

Uloha ¢&. 6:

Maéame Stvorec 3 x 3 rozdeleny na devif rovnakych stvoréekov. Checeme do nich vpisat deviit kladngch celych ¢isel
tak, aby stéin ¢isel v kazdom riadku a stlpci bol 270.

a) Vieme Stvorec takymto sposobom vyplnit?

b) Kolko je réznych spoésobov, ako to spravit? (Dve vyplnenia, ktoré s jedno otoéenim alebo zrkadlovym obrazom
druhého, povazujeme za rozne.)

Uloha &.7:
Kvadraticka rovnica 22 + ax + b+ 1 = 0 m4 dva kladné celoéiselné korene. Dokazte, Ze ¢islo a? + b? je zloZené.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Pefo a Mato napiekli dva plechy plné kola¢ikov a rozhodli sa, Ze si zahraji nasledujiicu hru. Na prvom plechu je
m kolacikov, na druhom ich je n < m. Peto a Mafo sa striedaju v jedeni. Ten z nich, ktory je na fahu, musi zjest
nenulovy pocet kolacikov z plechu, na ktorom ich je viac (alebo z ktoréhokolvek, ak je na oboch plechoch rovnako
vela kolacikov). Pocet kolacikov, ktoré zje, v8ak musi byt ndsobkom poétu kolacikov na plechu s mensim poétom
kolac¢ikov. Napriklad, ak je na zadiatku na jednom plechu 15 a na druhom plechu st 4 kolac¢iky, prvy hra¢ moze
zjest 4, 8 alebo 12 kolacikov z prvého plechu. Hraé, ktory ako prvy vyprazdni niektory z plechov, vyhra. Dokazte,
7e ak zacina Peto a m > 2n, tak potom vie vzdy vyhrat, aj keby Mato hral najlepsie, ako sa da.



Uloha ¢&.9:

Rasta uz omrzelo sudoku a tak sa rozhodol, Ze vymysli nejakt novii a naroénejsiu hru. Vyryl preto do hliny na
zéhrade tabulku 2006 x 2006 a povedal si, Ze ju vyplni ¢islami od 1 po 20062 tak, Ze kazdé &islo pouzije prave raz.
Aby to nemal také jednoduché, vymyslel aj nasledujice pravidlo. Pre kazdé policko tabulky sa musia dat najst tri
rozne &isla a, b, ¢ z riadku alebo stipca, v ktorom je toto policko, pre ktoré plati a = be. (Tieto tri ¢isla nemusia
byt vSetky z toho istého riadku alebo z toho istého stipca — jedno z nich moze byt napriklad z toho istého riadku,
ako je vybrané policko a zvysné dve zas z toho istého stipca.) Je mozné, aby sa Rastovi podarilo vyplnit tabulku
podla pravidiel?

Uloha ¢&.10:
Najdite vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré existuje trojica kladnych celych ¢isel x, y, z spliiajtcich rovnost

23 4P 4 2% = na?y?e2,

Uloha ¢&.11:

Po tspechu v prvej sérii sme pre véas pripravili pokracovanie tlohy s gulo¢kami. Tentokrat ich stoji 2005 v jednom
rade. Kazd4 z nich m4 ¢iernu alebo bielu farbu. Pre kazda gulocku zistime stidet poctu bielych gulociek nachadza-
jucich sa napravo od nej a poc¢tu ¢iernych gulociek nachédzajtcich sa nalavo od nej. Dostaneme tak 2005 suctov.
Medzi tymito sti¢tami sa prave jedno ¢islo vyskytuje neparny pocet raz. Zistite, aké hodnoty moze nadobudat toto
¢éislo. Nezabudnite zddvodnit, prec¢o nemdze nadobudat iné hodnoty.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Nech T je stred kruznice opisanej trojuholniku
AOC. Bod M je stredom strany AC. Body D a FE lezia po rade na priamkach AB a CB tak, ze uhly M DB a
M EB st rovnako velké ako uhol ABC. Dokézte, ze priamky BT a DFE st na seba kolmé.

Uloha ¢&.13:
Najdite vietky funkcie f : RT — R*, ktoré pre vsetky kladné realne &isla x,y spliiaju vztah

fxf(y)) = f(zy) + =

Uloha ¢&. 14:

Prirodzené ¢sla z, y vicsie ako 1 splhajt vzfah 222 — 1 = 5.

a) Dokazte, ze x je delitelné piatimi.

b) Existuji celé &isla x, y vicsie ako 1 spliiajiice spominany vztah? Viete najst vietky také ¢isla?
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