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Zadania 1. série letnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Vo svietniku st dve sviecky, ktoré maju rovnakt vysku. Prvé zhori za pit hodin a druh4 za tri hodiny. Obe sviecky
zapéalime naraz. Po kolkych mintatach bude prvé sviecka trikrat vyssia ako druha?

Uloha ¢&. 2:
Dve kruznice s polomermi 1 m a 3 m chceme umiestnif v rovine tak, aby spliali tieto dve podmienky:

e Existuju dve priamky, ktoré st na seba kolmé a obe sa dotykaji obidvoch kruznic.
e Vzdialenost stredov danych dvoch kruznic je ¢o najmensia.

Ako méme tieto kruznice umiestnit? Ak4 bude vzdialenost ich stredov a preco bude najmensia?

Uloha ¢&. 3:

V trojuholniku ABC ozna¢me D a E stredy stran AB a AC.

a) Dokézte, ze ak prieseénik osi uhlov BDE a CED lezi na tisecke BC, tak dlzka strany BC' je rovna aritmetickému
priemeru dlzok stran AB a AC.

b) Dokézte aj opacné tvrdenie, teda ze ak je dlzka strany BC' rovna aritmetickému priemeru dlzok stran AB a AC,
tak priesec¢nik osi uhlov BDE a CED lezi na strane BC'.

Pozndmka: Aritmeticky priemer dizok stran AB, AC je &islo (JAB| + |AC|)/2.

Uloha ¢&. 4:

a) Kazdy bod roviny je ofarbeny niektorou z dvoch farieb. Dokazte, Ze v tejto rovine existuji dva body rovnakej
farby vzdialené od seba presne jeden meter.

b) Kedze mame radSej pestrejsi svet, ofarbime nasu rovinu troma farbami. Dokazte, Ze aj teraz existuju v tejto
rovine dva body rovnakej farby vzdialené presne jeden meter.

Uloha ¢&. 5:

Na oslave sa ziglo desat priatelov. Posadali si okolo okrithleho stola, kazdy na miesto oznacené $titkom so svojim
menom. Okolo jedendstej hodiny vysli vetci na chvilu na terasu a sledovali ohtiostroj. Po navrate si kazdy sadol
bud na svoje povodné miesto, alebo o jedno miesto vedla (napravo alebo nalavo). Kolkymi réznymi sposobmi si
mohli posadat okolo stola?

Uloha ¢&. 6:
N4jdite vSetky Stvorice redlnych ¢isel a, b, ¢, d, pre ktoré plati

a+b = 8§,
ab+c+d = 23,
ad+bc = 28,
cd = 12.

Uloha &.7:
Rozhodnite, ¢i sa d4 $tvorec rozdelif na konecne vela rovnoramennych nepravouhlych lichobeznikov. Lichobezniky
nemusia byt navzdjom zhodné. Svoju odpoved zdovodnite.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

V lese byva 2007 trpaslikov oc¢islovanych ¢islami 1 az 2007. Na prikaz Snehulienky sa nejakych 41 z nich postavi do
radu tak, aby ich ¢isla tvorili aritmetickt postupnost. Snehulienka si vSimla, Ze nech sa trpaslici postavia do radu
hocijako, vZdy bude medzi nimi aspoii jeden z jej 90 obltibenych trpaslikov. Aké ¢isla maji Snehulienkini obltbeni
trpaslici? Najdite asponi jednu moznost a zdovodnite, prec¢o této skupina trpaslikov méa pozadovani vlastnost.
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Uloha ¢&.9:

Riesime rovnicu 2" — y™ = 2% s neznamymi x, y, z v obore prirodzenych ¢isel.

a) Najdite vSetky rieSenia tejto rovnice pre n = 2.

b) Zistite, ¢i ma tato rovnica rieSenie pre nejaké prirodzené ¢islo n > 2. Svoje tvrdenie dokézte.

Uloha &.10:

Nech M je vnttorny bod trojuholnika ABC' taky, ze |[<AMC| = 90°, |[SAMB| = 150° a | BMC| = 120°.
Ozna¢me P, @), R stredy kruZnic opisanych trojuholnikom AMC, AMB a BMC. Dokazte, ze obsah trojuholnika
ABC je mensi nez obsah trojuholnikoa PQR.

Uloha ¢&.11:

Na nekone¢nom bielom Stvoréekovom papieri je konecny pocet stvorcekov zafarbenych ¢iernou farbou. Kazdy ¢ierny
Stvorcek méa parny pocet bielych stvoréekov, ktoré s nim susedia stranou. Dokazte, ze vieme kazdy biely Stvorcek
vyfarbif zelenou alebo ¢ervenou farbou tak, ze kazdy ¢ierny Stvoréek bude mat rovnaky pocet zelenych a ¢ervenych
susedov, opét susediacich celou stranou.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:
Nech p, ¢ st navzajom rozne prvocisla. Zistite, ¢i existuje funkcia f : R — R taka, ze f(x)P aj f(z)? st polyndémy
a pritom f nie je polyndm.

Uloha &.13:
Vo vrcholoch obdlznika st tyri mestd. Chceme postavif cestnti sief tak, aby sa z kazdého mesta dalo dostat do
kazdého a pri tom aby této sief mala minimalnu dizku (t.j. stéet dizok jednotlivych tisekov). Ako to mame spravit?

Uloha ¢&.14:

Mame pred sebou rad vriec tiahntci sa na obe strany do nekonec¢na. V tychto vreciach je nejako rozmiestneny
koneény pocet zemiakov. V tejto nelahkej situdcii mozme robit dve operacie:

1) Nech A, B, C st v tomto poradi (zlava doprava) tri susedné vrecia. Zoberieme po jednom zemiaku z vriec A
a B a pridame jeden zemiak do vreca C.

2) Nech A, B, C, D st v tomto poradi (zlava doprava) $tyri susedné vrecia. Zoberieme dva zemiaky z vreca C
a priddme po jednom zemiaku do vriec A a D.

Dokézte, Ze po istom poéte krokov sa nutne dostaneme do situédcie, v ktorej uz nemdzeme pouzit ani jednu operéciu.
Zitite, ¢i vyslednd situdcia zavisi od operacii, ktoré sme pouzili v jednotlivych krokoch.

Odporucand literattara

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vSetkych prikladov, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieseni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 26. februara 2007 (pre zahranicie 22. februara 2007).

Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 1. marca 2007.
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