Zadania 3. série letnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Atol Tortus je jednym z najkrajsich koralovych ostrovov v Tichom ocedne. Aj to je jeden z ddévodov, preco sa
vedtaci KMS rozhodli zorganizovat najblizsie ststredenie prave na tiom. Miki s Pefom dostali zodpovednd tlohu
pripravit celodenny vylet a teraz hladaji na mape atolu najvhodnejsiu trasu. VSimli si uz, ze Tortus mé tvar kruhu
s polomerom dvanéast kilometrov a presne v jeho strede lezi kruhové jazero s polomerom dva kilometre. Miki aj Pefo
chct, aby bol vylet ¢o najdlhsi, no zaroven sa na zaklade svojich predchadzajtcich skiisenosti s orientaciou v teréne
rozhodli, Ze jeho trasa musi byt rovnd ¢iara (¢iZe tsecka) neprechddzajiica morom ani jazerom. Ak4 najdlhsia trasa
sa d4 za takychto podmienok napldnovat?

Uloha ¢&. 2:

Ked uz si veduci pri vymyslani tloh do tohtoro¢nej prvej série KMS nevedeli daf rady, rozhodli sa nakreslit na
koberec magicky pentagram a poziadat o pomoc temné matematické sily. Magicky pentagram je vlastne lubovolny
konvexny pituholnik, ktorého obvod sa kresli bielou kriedou a jeho uhlopriecky (spojnice vrcholov, ktoré nie st
spojené stranou) st namalované... ehm, ¢ervenym potravinarskym farbivom, hej, presne tak. Veduci by radi pri
kresleni pentagramu minuli ¢o najmenej svojho éerveného farbiva a tak ich zaujima, aké bude celkové dlzka uhlop-
rie¢ok v porovnani s obvodom pentagramu. Vasa tloha je viak jednoduchsia: dokézte, ze stucet dlZok uhlopriecok

.....

Uloha ¢&. 3:
Bus sa pri opravovani poslednej série rozhodol, Ze zo sto riesitelov, ktori poslali jeho tlohu, udeli plny pocet bodov
prave trom. Aby tjchto troch stastlivcov nevyberal Giplne ndhodne, ocisloval rieSenia ¢islami 1,2, ..., 100 a rozhodol

sa, ze tieto tri rieSenia vyberie tak, aby ¢islo jedného z nich bolo aritmetickym priemerom cisel zvysnych dvoch.
Kolkymi sposobmi moze Bus vybrat rieSenia, ktoré dostanti plny pocet bodov?

Uloha ¢&. 4:

Koniec skolského roka sa pomaly blizi a Rasto by potreboval ¢o najrychlejsie dokonéit svoju bakalarsku pracu na
tému tedria hier. Vybral sa preto opit do zahrady! vyskusat svoju najnov$iu hru. Vyryl tam do hliny $tvorcovii
tabulku velkosti 9 x 9 Stvoréekov a teraz sa ju pokisa vyplnit navzajom réznymi ¢islami od 1 po 81 tak, aby bol
stcin ¢isel v k-tom riadku vzdy rovnaky ako stéin ¢isel v k-tom stlpci pre k = 1,2,...,9. Dokézte, ze Rastova
tabulka sa podla tychto pravidiel ned4 vyplnit.

Uloha ¢&. 5:

Minule si Kubo listoval jednou ruskou zakladoskolskou ucebnicou matematiky a
nasiel v nej zaujimavi tlohu. Ked sa ju jemu ani ostatnym vedtcim nepodarilo
vyriesit, povedal si, Ze do alfy bude tak akurdt. Tu je teda jej zadanie: Majme
kruznicu s polomerom R a stredom S. Zvnttra do nej vpiseme dalSich p#t kruznic
k1, k2, ks, k4, ks, priom kazd4 z nich prechadza bodom S, mé polomer R/2 a dotyka
sa povodnej velkej kruznice. Navyse k1 a kg4 st stredovo simerné podla bodu S — cela
situaciu mozno lepsie vidief na obrazku. Ulohou je dokazaf, Ze obvod vyznaceného
ttvaru je rovnaky, ako dizka velkej kruznice (¢ize obvod velkého kruhu).

Uloha ¢&. 6:

KedZze stustredenie KMS bude na dalekom tichomorskom ostrove, Lucy potrebuje zajst do trezoru KMS a vybrat
z neho dost petiazi na zaplatenie zdlohy za ostrov. (To pre pripad, ze by ho castnici pocas ststredenia rozbili.)
Nanestastie si vak kombinaciu od zdmku dnes rdano zmyla zo svojej lavej ruky, na ktorej ju mé obvykle napisant
perom. Pamiitd si iba tolko, 7e je fiou trojciferné ¢islo w také, Ze obe z ¢isel w? a (3w — 2)? maji rovnaké posledné
trojcislie. Ktoré vSetky trojciferné ¢isla bude musiet Lucy vyskusat?

Uloha ¢&. 7:

Ak véas zaujima, odkial vzalo KMS trezor plny penazi, prezradime vam tajomstvo. Mazo s Erikou si cez leto nasli
pracu, v ktorej sa tocia skutocne velké peniaze — brigddovali v kremnickej mincovni. Okrem toho, Ze obaja zarobili
slusny balik petiazi, zazili aj niekolko zaujimavych prihod. Jedného diia napriklad Mazo len tak zo zvedavosti
vyrobil N > 5 minci, z ktorych dve boli falosné. Obe falo$né mince mali rovnakt hmotnost mensiu ako je hmotnost
pravej mince. Mazo sa s mincami pochvalil Erike, no tej len jeho slovo nestac¢i. Uverila mu uz, ze falosné su prave
dve mince a Ze obe maji rovnaki hmotnost, nevie v8ak, ¢ su lahsie alebo fazsie nez pravé mince a ani to, ktoré
dve z tych N to st. Mazo by jej rad ukazal falosné mince pomocou rovnoramennych vah, ktoré v mincovni maju,
¢ochvila vSak bude konéif pracovna doba a tak to Mazo musi stihnif len pomocou dvoch vazeni. Podari sa mu
Eriku presved¢it o tom, ktoré mince st falo§né? Svoju odpoved zdovodnite.

1Pozri tretiu sériu zimnej Gasti, uloha &. 9.



Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&.8:
Hanka méa doma vo vitrinke mnozinu S obsahujtacu racionalne ¢isla, medzi nimi aj 1/2. NavySe vieme, Ze ak islo
2 patri do mnoziny S, tak aj cisla 1 x

a
z+1 z+1

patria do mnoziny S. Zistite, ¢i S obsahuje vSetky racionélne ¢isla z intervalu (0, 1). Svoje tvrdenie zdovodnite.

Uloha ¢&.9:

V kruZnici k je dany priemer AB so stredom S. Tetiva C'D je kolma na AB a prechadza jej vnitornym bodom H.

Dlzky usediek AB a CD st dvojciferné prirodzené é&isla lisiace sa len poradim cifier. Navyse vieme, Ze dlzka tsecky
SH je raciondlne ¢islo. Aka dlhd moze byt tsecka AB?

Uloha ¢&.10:
Dana je kruznica k so stredom S a dva jej vonkajsie body A, B. (Body A, B, S neleZia na jednej priamke.) Zostrojte
kruZnicu k', ktor4 prechadza bodmi A, B a rozdeli kruZnicu k na dva rovnako dlhé obliky.

Uloha &.11:
Nech z, , z st kladné realne &isla splhajtce vztah

1 . 1 . 1
14z 14y 14z

Dokazte, ze 8xyz < 1.

Kategoria GAMA
Ulohy &islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:

Nech p, ¢ st dve rézne nestudelitelné prirodzené ¢isla. Mnozinu vSetkych kladnych celych ¢isel rozdelime na tri
podmnoziny také, ze pre kazdé celé ¢islo z kazda z tychto podmnozin obsahuje prave jedno z Cisel z, z + p, z + q.
Dokézte, ze takéto rozdelenie existuje prave vtedy, ked ¢islo p + ¢ je delitelné tromi.

Uloha ¢&.13:

Dany je trojuholnik ABC taky, ze |AB| # |AC|. Ozna¢me v fiom stred vpisanej kruznice I, stred opisanej kruznice
O a dotykovy bod vpisanej kruznice so stranou BC' nech je D. Predpokladajme, ze priamky IO a AD st na seba

kolmé. Dokézte, ze priamka AD je obrazom taZnice na stranu BC' v osovej simernosti podla osi vntatorného uhla
BAC.

Uloha ¢&.14:
Majme postupnost zadant rekurentne predpisom

o = 55

Tp+1 = xn—l—x— pren=20,1,2,...
n

Néajdite x1000 s presnostou na jedno desatinné miesto.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 30. aprila 2007 (pre zahranicie 26. aprila 2007).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 3. maja 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk



