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Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Ondrej dostal na narodeniny tortu v tvare kruhu. Mamicka mu ju rozrezala pétnastimi priamymi rezmi, z ktorych
kazdy prechadzal cez jej stred. Dokazte, ze uhol medzi niektorymi dvoma susednymi rezmi musel byt nanajvys 12
stupniov.

Uloha ¢&. 2:

Katka si z dovolenky pri mori priniesla Sest krasnych kamienkov. KedZe sa rada hré, polozila ich na stol a rozdelila
do niekolkych kdpok. Potom odobrala po jednom kamienku z kazdej kopky a z nich vytvorila nova kopku. Ak by
takyto krok stale opakovala, kolko kdopok a s kolkymi kamienkami by mohla mat na stole po 30 krokoch? Néjdite
vsetky moznosti a zdovodnite, preco uz ziadne iné neexistuju.

Uloha ¢&. 3:

Hanka dostala tazkt domécu tlohu — dokazat, Ze stucet 269 + 730 je delitelny ¢islom 13. Kedze Hanka je poctivé
dievcéa, tlohu si spravi sama. Skuste to vSak aj vy — viete, len tak pre istotu, aby si to Hanka mohla, hm...
skontrolovat, hej, presne tak.

Uloha ¢&. 4:
Néjdite vietky dvojice realnych éisel 1, 2, ktoré spliiajti obe nasledujiice rovnice a jednu nerovnicu.
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Uloha ¢&. 5:
Kika si narysovala konvexny Stvoruholnik ABCD. Potom spojila stredy jeho protilahlych stran a dostala tak Styri
mensSie Stvoruholniky, z ktorych sa jej podarilo poskladat rovnobeznik. Je to ndhoda? D4 sa to vzdy? Preco?

Uloha ¢&. 6:

Dvaja hrac¢i hraja takato hru: na tabulu pisu ¢isla od 1 do 1000 vratane, pricom ak je nejaké ¢islo ¢ uz napisané
na tabuli, dalsi hra¢ na fahu moze pripisat bud é&islo ¢ 4 1, alebo éslo 2¢. Cisla sa z tabule nezotieraji a kazdé
moze byt napisané najviac raz. Prvy hra¢ zaéina, pricom na tabuli je napisané iba ¢éislo 1. Vyhré ten, kto prvy
napiSe ¢islo 1000. Pre ktorého z hrécov existuje vitazna stratégia? Popiste ju. (Vitazna stratégia je nédvod ako hrat
a vyhrat, nech sa stper snazi ako chce.)

Uloha &.7:
Majme nekoneént aritmeticki postupnost!, ktora obsahuje iba prirodzené éisla. Dokazte, Ze ak obsahuje nejakt
druhtt mocninu prirodzeného ¢isla, potom obsahuje nekoneéne vela druhych mocnin prirodzenych éisel.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech ABCD je rovnobeznik a E je bod na jeho strane AD. Na usecke C'E lezi bod F' tak, ze tsecka BF je kolmé
na tse¢ku CE. Bod G je osovo sumerny s bodom F podla priamky AB. Zistite velkost pomeru |AE|/|DE]|, ak
viete, ze A je stred kruznice opisanej trojuholniku BFG.

Uloha ¢.9:

Dokazte, ze ¢isla 1,2, ..., 16 vieme rozmiestnit na Sachovnicu 4 x 4 tak, ze kazdé pouzijeme prave raz a rozdiel éisel
na [ubovolnych dvoch polickach susediacich stranou bude najviac 4. DokéZte, Ze ich nevieme rozmiestnit tak, aby
sme opit kazdé pouzili prave raz ale rozdiel ¢isel na Tubovolnych dvoch susednych polickach bol vzdy najviac 3.

LAk si prvy ¢len aritmetickej postupnosti ozna¢ime ag, tak pre vietky prirodzené &isla n vieme dalsie ¢leny vyjadrit ako an, = an—1+d.
To znamena, ze kazdy clen je o d vicsi nez predchadzajuci. Skuste si eSte premysliet, ze plati aj an, = ag + nd.
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Uloha ¢&.10:

Dané je priamka p a body A, B nepatriace priamke, ktoré lezia v jednej polrovine vzhladom na priamku p. N4jdite
na tejto priamke vSetky body M s nasledujtcou vlastnostou: uhol, ktory zviera priamka p s tiseckou AM, je dvakrét
vacsi ako uhol, ktory zviera priamka p s tseckou BM.

Uloha ¢&.11:
Najdite vSetky funkcie f : R — R také, Ze pre fubovolné reédlne éisla x, y plati

F@®) + f(?) =2 f(2) + yf (5°).

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:

V Stvorci 1 x 1 sa zrazu objavilo kone¢ne vela tiseciek, ktoré maju sucet dlzok 18. Kazda z nich je rovnobezna
s jednou zo stran Stvorca a rozdeluji ho na niekolko Casti. Bus si mysli, Ze obsah kazdej tejto Gasti je mensi
ako 0,01. Mo6ze mat pravdu?

Uloha &.13:
Nech p(n,m) (m # 1) je pocet prirodzenych ¢isel mensich alebo rovnych n, ktoré st nesidelitelné s m. Nédjdite
vietky prirodzené m, ktoré splhaju
oln,m) _ p(m.m)
n o m

pre vSetky prirodzené n.

Uloha ¢&.14:

a) Najdite najvicsie mozné (alebo dokazte, Ze neexistuje) redlne ¢islo p také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n a
realne éisla 1,2 ..., x, plati nerovnost

o 4+ ad 4 ad > plerrs + waxs + -+ Ty 12y).

b) Majme pevne zvolené prirodzené ¢islo n. Najdite najviicsie mozné (alebo dokazte, Ze neexistuje) redlne ¢islo p
také, Ze pre vSetky redlne ¢isla x1, 2o, ..., z, plati nerovnost

:v% —l—x% —|—---—|—xi > p(x122 + Taws + -+ Tp_12y).

Uloha &.15:

Nanestastie sa nikomu nepodarilo pochopit zadanie tilohy 14 z prvej série tak, ako sme ho my mysleli, preto sme
sa rozhodli tuto ulohu zadat znova, teraz azda jasnejSie:

Tri rovnaké odmerky st do troch $tvrtin naplnené réznymi kvapalinami. Zistite, ¢i je mozné koneénym poctom
prelievani dosiahnut, aby aspor v jednej odmerke vznikla zmes, ktora obsahuje rovnaké mnozstvo kazdej kvapaliny.
Kvapaliny mozno prelievat, nie vSak vylievat. Pri prelievani z odmerky A do odmerky B moézeme preliat lubovolnj

.....

A a Bsal a2 litre ¢ucoriedkového dztsu. Potom mozeme z B pokojne preliat /2 litra dzasu do A.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 26. novembra 2007 (pre zahranicie 23. novembra 2007).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 29. novembra 2007.
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