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Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha &.1:
Vezmime si vSetky prirodzné ¢isla mensie ako 211112. Ktorych ¢isel je medzi nimi viac — tych, ktoré obsahuju cifru
1, alebo tych, ktoré ju neobsahuju?

Uloha ¢&. 2:

Uvazujme prirodzené ¢isla, ktoré davaja zvySok 1 po deleni kazdym z ¢isel 2,3,4,...,11.
a) Najdite dve rozne takéto ¢isla.

b) Najmenej o kolko sa musia takéto dve rozne éisla lisit?

Uloha ¢&. 3:

Zapiste ¢islo 2008 ako stucet niekolkych prirodzenych ¢isel, ktorych sti¢in je maximalny a ukézte, Ze neexistuje lepsie
rieSenie.

Uloha ¢&. 4:

Bod P lezi vnutri Stvorca ABCD. Ozna¢me p a g rovnobezky so stranami tohto Stvorca prechddzajice bodom
P. Dalej ozna¢me r a s rovnobezky s uhloprie¢kami $tvorca opit prechadzajice bodom P. Priamky p, ¢, r a s
celkovo rozdelia Stvorec ABC'D na 8 Casti. Ofarbime teraz tieto Casti striedavo modrou a c¢ervenou farbou tak, aby
kazdé dve Casti susediace stranou mali roznu farbu. Dokézte, Ze sucet obsahov Casti, ktoré st ofarbené na modro,
je polovica z obsahu Stvorca ABCD.

Uloha ¢&. 5:

Na stranich rovnobeznika ABCD zvolme postupne body K, L, M, N (na kazdej strane jeden) tak, ze KLMN je
stvoruholnik s dvakrat mensim obsahom ako ABC D. Ukazte, Ze aspon jedna z uhlopriecok Stvoruholnika K LM N
je rovnobezna s niektorou zo stran rovnobeznika.

Uloha &. 6:

.....

a§+a§+...+aiz(a1—|—a2—|—~-'+an,1)an

kde a1, as, ..., a, st lubovolné nezédporné redlne ¢isla.
a) Dokézte, ze dand nerovnost plati pre n = 2.
b) Najdite vSetky dalsie n, pre ktoré je nerovnost splnena.

Uloha ¢&.7:

Klokan méa karty, na ktorych s ¢isla od 1 po n. Pozrie sa na prva kartu. Ak je na nej ¢islo k, zmeni zrkadlovo
poradie prvych k kariet. Takto pokracuje az kym nedostane na prvej karte ¢islo 1. Musi sa mu to vzdy po koneénom
pocte krokov podarit?

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Nech aq,as, ..., ags su kladné realne ¢isla. Dokazte, Ze

a1 +az+--- 4+ ags < 824 biby---bgs,

kde b; je vicsie z Cisel {1,a;} prei =1,2,...,83.

Uloha ¢&.9:

Nech k a £ st dve kruznice také, Ze stred S kruznice k lezi na kruznici £. NavySe sa kruznice k a ¢ pretinaja v dvoch
roznych bodoch M a N. Nech AB je lubovolny priemer kruznice k taky, ze |AM| > 0 a |BN| > 0. Ozna¢me
(v tomto poradi) A; a B; druhé priesecniky priamok AM a BN s kruznicou £. Dokazte, ze dlzka tsecky Ay B je
rovna polomeru kruznice k.

Uloha ¢&.10:
Najdite vietky prvoéisla p, pre ktoré existuju kladné celé ¢isla n, x, y splhajice rovnost

pn:x3+y3'
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Uloha ¢&.11:
Nech d(n) oznac¢uje pocet kladnych delitelov &isla n? + n + 1, kde n je prirodzené &islo. Dokazte, Ze nerovnost

d(n) >d(n+1)

plati pre nekonecéne vela roznych prirodzenych éisel n.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢.12:
Kizelnici Mito a Mazo si pripravili malé vystupenie. Na zacdiatku je v miestnosti s divakmi len Mazo. Divéaci ulozia
n minci do lubovolnej postupnosti znakov a hlav a vybert si jedno €éislo z mnoziny {1,2,...,n}. Mazo potom oto¢i

prave jednu mincu naopak a zavola Mita zo zdkulisia, ktory sa z rozloZenia minci snazi uhadnut, aké ¢éislo si divéci
vybrali.

a) Dokéazte, Ze ak sa toto ktizlo d4 spravit pre n; a ng, potom sa d4 spravit aj pre nins.

b) Néjdite vSetky n, pre ktoré sa toto ktzlo da spravit.

Uloha &.13:
Stred opisanej kruznice trojuholnika ABC oznac¢me O. Priamka prechadzajica bodom O pretina vnitra stran AB
a AC v bodoch M a N. Oznacme S a R stredy useCiek BN a C'M. Dokazte, ze uhly ROS a BAC st rovnaké.

Uloha ¢&. 14:

Galéria moderného umenia méa tvar n-uholnika (nie nutne konvexného). Vedenie galérie sa v nej rozhodlo rozostavit
niekolko statickych kamier so zornym uhlom 360 stupriov. Kolko najmenej (v zavislosti od n) kamier potrebujeme,
aby sme uréite vedeli ustrazit cela galériu?

Férum o prikladoch

Pre nedo¢kavcov nedockavych zacalo na stranke KMS fungovat diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na
adrese kms . sk/foruma mozte na nom hned po termine nasledujicej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejSom
alebo najmenej oblibenom priklade.

Odportcand literatira

Vsetkym zaujemcom o samostatné studium davame do pozornosti archiv KMS s adresou kms . sk/archiv. Mdzete
tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a éitani
vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky sa tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 3. novembra 2008 (pre zahranicie 31. oktébra 2008).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 7. novembra 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk



