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Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha é. 1:

Ked bol Ondro maly chlapec, rdd chodieval ku svojej starej mame. Jeho stard mama totiz mala rovnoramenné
vahy, s ktorymi sa dalo hraf. Raz si Ondro doniesol niekolko rovnakych hrusiek, niekolko rovnakych broskyii,
takisto niekolko jablk a sliviek. Hral sa hral, a prisiel na to, ze hruska, slivka, broskytia a jablko vazia spolu presne
tolko, kolko vazia tri jablka. Hral sa dalej a zistil, Ze slivka, hruska a jablko st spolu len o 45 gramov lahsie ako
5 broskyii. Este si vSimol, ze 11 jablk vazi presne tolko, ¢o 17 broskji. Potom ho to prestalo bavit a kym odisiel
od babky, stihol zjest jednu hrusku a jednu slivku. Kolko gramov ovocia zjedol?

Uloha ¢&. 2:

Ajka nasla na zemi nakresleny kruh a po jeho obvode napisanych 26 ¢isel. VSimla si, Ze aritmeticky priemer kazdych
troch ¢isel, ktoré lezia vedla seba, je vzdy rovny ¢éislu 19. Velmi sa potesSila a hned, ako prisla do §koly, to povedala
Bebemu. Ten jej povedal, ze vSetky ¢isla na obvode kruhu boli rovnaké. To si uz ale Ajka nepamiétala. Mal Bebe
pravdu?

Uloha ¢&. 3:

V zahrade rastie pravidelny Sestuholnik, ktory m4 strany ofarbené po rade svetlomodrou, tmavomodrou, indigovou,
belasou, tyrkysovou a tepldkovomodrou. Jeho vrcholy st biele. Na obvode Sestuholnika vyberiem tri body tak, aby
z nich mohol vzniknat trojuholnik, pri¢om Ziaden z tychto troch bodov nie je biely. Trojuholnik charakterizujem
tym, akymi farbami st ofarbené jeho vrcholy. (Teda napr. indigovobelasoindigovy trojuholnik ma dva zo svojich
vrcholov na indigovej strane a jeden vrchol na belasej strane.) Trojuholnik je charakterizovany len farbami, nie ich
poradim. (Teda napr. tyrkysovo-belaso-teplékovy trojuholnik je taky isty ako tepldkovo-tyrkysovo-belasy.) Kolko
existuje trojuholnikov s réznou charakteristikou?

Uloha ¢&. 4:
Ozna¢me FE stred strany C'D v obdlzniku ABCD a F prieseénik uhlopriecky BD a tsecky AE. Vieme, Ze obsah
trojuholnika DFE je 1cm?. Zistite aky je obsah §tvoruholnika BCEF.

Uloha ¢&. 5:

Kral mal tri kopky dukatov. Na prvej bolo 9, na druhej 10 a na tretej 14 dukatov. So svojimi dvoma sluhami hral
taktto hru: v kazdom kole vezme prvy sluha 1 dukét z Iubovolnej kopky. Druhy sluha vezme dukat z jednej zo
zvy$nych dvoch kopok. A kral uzatvéra kolo pridanim dukétu na kopku, s ktorou sa v danom kole ni¢ nerobilo.
(Samozrejme z kopky, kde je nula dukétov, sa dukét zobrat ned4.) Po niekolkych koldch im zostal len jeden dukat.
Na ktorej kopke to mohlo byt?

Uloha ¢&. 6:

Majme kruznicu k a jej priemer AB. Vnutri tsecky AB lezi bod C. Zostrojme kruZznice m a n nad priemermi
AC a BC' a kolmicu na AB cez bod C oznaéme [. Priamka [ pretne kruznicu k£ v dvoch bodoch, Tubovolny z nich
ozna¢me D. Usetky DA a DB pretni kruznice m a n v bodoch F a F.

a) Dokézte, ze CFDE je pravouholnik

b) Dokézte, ze EF je spolo¢nd dotyé¢nica kruznic m a n.

Uloha ¢&. 7

Myrec sa hral na parkovisku s kriedou. Napadlo mu, Ze by si mohol pisat na zem ¢isla. Keby ich pisal zaradom, bolo
by to nudné. Preto napisal na betén vedla seba nejako poprehadzované ¢isla 1, 2, ..., 100. Dostal takto postupnost
éisel a1, as, ..., aigp. Tato postupnost sa mu nepdcila, tak si znova zmyslel iné poradie tjch istych ¢isel a opit
ich napisal vedla seba. Dostal takto postupnost ¢isel by, ba, ..., bigg. Stale sa mu to nepéacilo, ale vymyslat novii
postupnost ¢isel sa mu tiez nechcelo. Zistil vSak nieco zaujimavé. Ked urobil saéiny aiby, asba, ..., aipobioo, tak
medzi nimi nasiel také dva, ze davaji rovnaky zvysok po deleni ¢islom 100. Bola toto ndhoda, alebo stalo by sa
mu to, nech by postupnosti ¢isel zvolil akokolvek?

Kategéria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Na zabudnutej tabuli v Rastovej eSte zabudnutejsej tmavej komnate je nakreslenych piaf uz skoro zabudnutych
usecdiek. Z kazdej trojice z tychto tsediek vieme zlozit trojuholnik. DokaZte, ze vieme vybrat tri tsecky tak, Ze
trojuholnik, ktory z nich vznikne, je ostrouhly (na také sa nezabtda).
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Uloha ¢&.9:

Majme kruznice k, [, ktoré maju vonkajsi dotyk v bode C. Zaroven nech sa obidve dotykaju zvnutra kruznice m.
Nech k sa dotyka m zvnitra v bode A a nech [ sa dotyka m zvnitra v bode D. Prieseénik AC' s kruznicou m (rdzny
od A) nech je B. Dokézte, ze CD a DB st navzajom kolmé.

Uloha ¢.10:

Tomasa uz vela noci trapi nasledujici problém. Skiste mu pomoct tym, Ze tento problém vyriesite. Ukazte, ze
existuje redlne é&islo ¢ > 1 také, 7e ak prirodzené &isla m, n splitaju m/n < v/7 , potom 7n? —m? > c. Zistite tiez,
aké najvicsie moze byt také c.

Uloha ¢.11:

V Zaboviciach sa uskuto¢nil turnaj, ktorého sa zuc¢astnilo n hracov. Kazdy hral s kazd§m prive jeden zépas v
zdbosachu, pri¢om zdpas vzdy skoncil vyhrou jedného z hracov. Dokdzte, Ze nech turnaj dopadol akokolvek, vzdy
musi nastat jeden z dvoch nasledujtcich pripadov. Bud mézme hracov rozdelit do dvoch neprdzdnych skupin A,

B tak, ze kazdy hrac¢ z A vyhral nad kazdym hricom z B alebo vieme hracov oznadit Py, Ps,..., P, tak, ze P;
vyhral nad P», P, vyhral nad Ps, ..., P,_; vyhral nad P,, P, vyhral na P;.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢&.12:

Nech ay,as,...,a, je postupnost celych ¢isel takd, Ze kazda jej neprazdna podpostupnost mé nenulovy sudet.
Rozdelte mnoZinu prirodzenych ¢isel na konecne vela mnoZin tak, aby pre Iubovolné zi,zs,...,z, z tej istej
mnoziny bol vyraz a1z, + asxs + ... + a,x, nenulovy.

Uloha ¢&.13:

Dokazte, ze pre nezaporné reélne &isla x, v, z, ktoré spliaja rovnost « + vy + z = 1, plati

2<(1-2"P+(1-9")?+(1-2")2 <A +2)(1+y)(1+2).

Uloha ¢.14:

Ondro a Fera¢ majt nekonec¢na Sachovnicu a hravaji na nej nasledovnt hru. Kazdy hra¢ ovlada jedného koma,
Ondrejov za¢ina na policku (0,0), Feracov na (X,Y). Hradi sa striedaja v fahoch, prvy tahd Fera¢. V jednom
tahu je dovolené spravit Tubovolny (nenulovy) podet normdlnych Sachovych krokov pre kona, vSetky vSak musia
byt presne v tom istom smere a vzajomnd euklidovské vzdialenost medzi oboma kofimi sa musi kazdym krokom
zmensit. Hra¢ prehra vtedy, ked nemoze spravit Zziadny krok. Predpokladajte, Ze obaja hraci hraja optimalne. Kto
vyhra?

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov nedockavych zacalo na stranke KMS fungovat diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho
na adrese kms.sk/forum a moZete na fiom hned po termine nasledujicej série zacat diskutovat o vaSom najoblu-
benejsom alebo najmenej oblibenom priklade.

Odportcand literatira

Vsetkym zaujemcom o samostatné Studium dévame do pozornosti archiv KMS s adresou kms . sk/archiv. Mézete
tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a éitani
vzorovych rieseni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. Dalsie zaujimavé stranky st tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 1. decembra 2008 (pre zahrani¢ie 28. novembra 2008).
Kategoria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 4. decembra 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk



