KMS 2008/09 2. séria letnej Casti 1

Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha é. 1:
Dané je kruZnica k s priemerom AB. V rovine kruznice k lezi bod C taky, Ze trojuholnik ABC je ostrouhly.
Zostrojte kolmicu z bodu C na tsecku AB len pomocou ceruzky a pravitka. Pravitko nemé mierku a nedaju sa

nim robif kolmice, len rysovat rovné ¢iary. Nezabudnite dokézaf, Ze skonstruované priamka je naozaj kolmica z C
na AB.

Uloha ¢&. 2:

Katka bude mat onedlho narodeniny a tak jej Ondrej kupil daréek. Z obchodu ho doniesol v gkatuli tvaru kocky
s hranou dizky 1 m. Netusil vsak, Ze doma mé uz len jediny kus baliaceho papiera obdlznikového tvaru s rozmermi
1,5m a 4m. Ondrej chce rozstrihnit tento kus baliaceho papiera na dva kusy tak, aby domn mohol darcek zabalit.
Ako mé papier rozstrihnat?

Uloha ¢&. 3:

Dany je obdlznik ABCD s obsahom 1cm?. Na strane CD je zvoleny bod E. Pismenami P, Q a R ozna¢ime body,
ktoré s po rade taziska trojuholnikov ABE, BCE a AED. Vypoditajte obsah trojuholnika PQR. Nezabudnite
pritom zdovodnit spravnost svojho vypodctu.

Uloha ¢. 4:

V trojubolniku XY Z plati [ XY Z| = 45° a |[JY X Z| = 60°. Vnutri neho sa nachadza bod P taky, Ze kruznica k
so stredom v bode P pretina stranu XY v bodoch A a B, stranu YZ v bodoch C' a D a stranu XZ v bodoch F
a F. Navyse vieme, ze tusecky AB, CD a EF maju rovnaka dizku. Aka je velkost uhla X PY ?

Uloha ¢&. 5:

Dané st kruznice ki a ko, ktoré maju vonkajsi dotyk v bode T. Bodom T prechadzaju dve priamky p a q tak, ze s
seCnicami oboch kruZnic. Ozna¢me A a B priese¢niky priamky p s kruznicami k; a ko a C', D prieseCniky priamky
q s kruznicami k; a ko, pricom body A, B,C, D su rézne od T. Dokazte, ze tsecka AC' je rovnobezna s tuseckou
BD.

Uloha ¢&. 6:

V zosite je nakreslend stiradnicova ststava. V bode [7,11] stoji chrobak Duro a chce sa dostat domov do bodu
[—17,—3]. Po papieri chodi rychlostou jeden dielik za sekundu, pri¢om nemusi chodit len po vyznacenej stvoréekovej
sieti. Napriklad z bodu [3,4] do bodu [4, 5] vie preliezf najskor za /2 sekind. M4 to viak jeden hagik, $tvrtina
papiera, kde je z-ova stradnica zaporna a y-ova kladna je premocend. Duro sa po nej hybe dvakrat pomalsie, teda
rychlostou jeden dielik za dve sekundy. Po osiach x a y sa hybe rychlostou jeden dielik za sekundu. Po akej ceste
mé Duro liezt, aby domov prisiel ¢o najskor?

Uloha ¢&. 7:
Dané st tri rozne body v rovine, ktoré nelezia na priamke. Zostrojte stvoruholnik, pre ktory st tieto body stredmi
troch jeho rovnako dlhych stran.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Drak méa v jaskyni zaujimavt dvojicu trojuholnikov. Plati pre ne, Ze dve strany jedného trojuholnika st rovnako
dlhé ako niektoré dve strany druhého trojuholnika a Ze trojuholniky st podobné (ale nie nutne zhodné). Drak hrdo
vyslovil nasledujtce tvrdenie: Keby som mal hocijaki dvojicu trojuholnikov s takymito vlastnostami, tak koeficient
podobnosti tjchto trojuholnikov by bolo ¢islo medzi (v/5 —1)/2 a (V5 + 1)/2 a nebolo by rovné tymto krajnym
hodnotam. Dokézte, ze drak méa pravdu.

Uloha ¢&.9:
Uvazujme tetivovy stvoruholnik ABC' D. Na jeho diagonale AC' zvolime bod E tak, ze DFE je kolmé na stranu AB,
na diagonale BD zvolime bod F' tak, ze AF je kolma na C'D. Dokazte, ze E'F je rovnobezna s BC.
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Uloha ¢.10:

Nech ABC je rovnoramenny pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A. Body M a N st nech st vnutri
usecky BC také, ze | M AN| = 45°. KruZznica opisané trojuholniku AM N pretina postupne AB a AC v bodoch
P a Q. Dokazte, ze |BP| + |CQ| = |PQ).

Uloha ¢.11:

Nech ABC' je trojuholnik a nech D je priese¢nik doty¢nice ku kruznici opisanej trojuholniku ABC v bode A
a priamky BC. Nech F je prieseénik kolmice na BC v bode B a osi strany BA. Nech F' je priese¢nik kolmice na
BC v bode C' a osi strany C'A. Dokézte, ze body D, E a F' leZia na jednej priamke.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA..

Uloha ¢&.12:
Definujme funkciu f : N — N pomocou nasledovnej rekurencie. Nech f(1) =1 a f(n + 1) je najvicsie také m, Ze
existuje aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel

a1 <ag << Qnp="n

taka, Ze
f(al) = f((lg) == f(am)'

Dokéazte, ze potom existuju prirodzené ¢isla a, b také, Ze plati f(an 4+ b) = n + 2 pre kazdé prirodzené n.

Uloha ¢.13:

ABCD je konvexny $tvoruholnik. Body P, @ lezia postupne na tseckich BC, DC tak, Ze |[SBAP| = |4 DAQ)|.
Dokéazte, ze trojuholniky ABP a AD(Q@ maju rovnaky obsah prave vtedy, ked priamka prechddzajica cez ich
ortocentra je kolmé na AC.

Uloha ¢. 14:

Sachové figiirka princ sa méze pohybovat vodorovne alebo zvislo, vidy prave o jedno policko. Princom preskiceme
vsetky policka Sachovnice 8 x 8 (na kazdé skoc¢ime prave raz) a skonc¢ime na policku, z ktorého sme zacéinali. Mo6ze
sa staf, Ze podet horizontalnych a vertikalnych skokov bude rovnaky?

Odportcand literatiira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stidium déavame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mobzete tam néjst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh
a Citani vzorovych rieseni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. Dalsie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 6. aprila 2009 (pre zahranicie 3. aprila 2009).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 9. aprila 2009.
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