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Zadania 3. série letnej casti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Po obvode kruhu sedi 2008 vediucich Trojstenu a kazdy z nich m4 niekolko lentiliek. Pocet lentiliek kazdych dvoch
susednych vedicich sa lisi o 2 alebo o 3. Najviac o kolko sa moze lisit pocet lentiliek dvoch vedtcich, ak ziadni
dvaja vedici nemaji rovnako vela lentiliek?

Uloha ¢&. 2:

Klokan a vtakopysk vyhrali v tombole cokolddu s rozmermi 5 x 16 dielikov. Povedali si, Ze ju nezjedia len tak,
ale Ze si s niou zahraju hru. Striedaja sa pravidelne v tahoch. Zvieratko, ktoré je na tahu, zlomi ¢okolddu na dva
kusy, vyberie si jeden z nich a cely ho zje. Cokoladu pritom moze ldamat len po pévodne naznacenych ¢iarach medzi
dielikmi. Zvysok poda druhému zvieratku, ktoré tak isto zlomi ¢okolddu, jeden kus zje a druhy poda staperovi.
Takto sa to opakuje. Akonéhle niektoré zvieratko vytvori kus s rozmermi 1 x 1, prehra. Ako prvy je na tahu klokan.
Ktoré zvieratko vyhra, ak obidve hraju najlepsie ako je mozné?

Uloha ¢&. 3:
Nech a a b st realne &isla. O éislach ab a a + b vieme, Ze st bud obe kladné, alebo obe zédporné, alebo aspon jedno
z nich je nulové. Dokazte nerovnost:

(a+b)(a* +b*) > (a® +b%)(a® +b%).

Zistite, kedy nastdva rovnost.

Uloha ¢&. 4:
Skreéok vypestoval hrugku vaziacu 11111 kilogramov. Polozil ju na jednu stranu rovnoramennych vah, druhi stranu
nechal prazdnu. Na vahu potom zaradom prikladal zavazia hmotnosti 1 kg, 2kg, 4kg, 8kg, ..., 2" kg, ...na jednu

alebo druht stranu. Po ¢ase nastala na vahach rovnovaha. Na ktorej strane vdh (na tej, kde bola hrugka, alebo na
tej druhej) mohlo byt zévazie s hmotnostou 2048 kg?

Uloha ¢&. 5:
Existuju prirodzené ¢isla a, b, ¢ tak, aby obidva korene rovnice

tar’ +br+c=0

boli pre lubovolny vyber znamienok celé ¢isla?

Uloha ¢&. 6:

V meste byva n ludi (aspon Styria). Niektori z nich sa poznaji. Zndmosti st vzédjomné, to znamend, %e ak Jozo
poznd Fera, tak aj Fero pozna Joza. Ked si vyberieme Tubovolnych troch réznych Tudi, tak sa medzi nimi ndjde
aspon jeden, ktory pozné zvysnych dvoch. Nikto v meste vSak nepoznd vSetkych ostatnych.

a) N&jdite vSetky hodnoty n, pre ktoré moze takéto mesto existovat.
b) Kolko znamosti (dvojic Tudi, ¢o sa poznaji) moze existovat v takom meste s n Tudmi?

c) Dokéazte, ze sa vSetci ludia z mesta vedia postavit do kruhu tak, Ze kazdy pozna oboch svojich susedov.

Uloha ¢&.7:
Nech n je kladné celé ¢islo. Nech a € {—1,1} pre vSetky k = 1,2,...,n a nech plati

aias + asaz + -+ + anay = 0.

Dokézte, ze n je delitelné Styrmi.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Dokazte, ze existuje nekonecne vela trojic celych ¢&isel a, b, ¢, ktoré su rieSenim rovnice

a’ + b =c*+ 3.
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Uloha ¢&.9:
Nech n je nezaporné celé ¢islo. Dokézte, ze ¢islo 22" + 22" 41 ma aspoil n roznych prvodiselnych delitelov.

Uloha ¢. 10:

Eduaud je odbornik na funkcie a iné podivné zalezitosti. KedZe je vo svojom odbore jediny, tak hlad4 potencidlnych
spolo¢nikov. Ako vstupny test musite vyriesit nasledovny priklad. N4jdite vSetky funkcie f : R — R také, Ze pre
vSetky redlne c¢isla x a y plati

flaf@)+f(y) = (f(@)* +y.

Uloha ¢&.11:

V rovine si Styri nerozliSitelné ktisky plasteliny, ktoré mozeme presuvat len nasledujiicim spésobom. Ktsok mozeme
presuntut do novej pozicie, ak sa presne v strede medzi péovodnou a novou poziciou nachddza nejaky iny kisok
plasteliny. Na zac¢iatku st jednotlivé kisky na bodoch so stradnicami (0, 0), (0, 1), (1,0), (1,1). Vieme po koneénom
pocte presunuti kiskov plasteliny dostat ktsky na body so sturadnicami (0, 0), (1,1), (3,0), (2,-1)?

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢&.12:

Sachovnica rozmerov 100 x 100 je zafarbené 4 farbami tak, Zze v kazdom riadku a v kazdom stlpci je presne 25
poli¢ok kazdej farby. Dokéazte, 7e v nej existuju $tyri policka navzajom roznych farieb, ktoré tvoria obdlznik so
stranami rovnobeznymi s okrajom Sachovnice.

Uloha ¢&.13:
Pre n > 1 oznaéme p(n) najvicsie prvocislo, ktoré deli n. DokaZte, Ze existuje nekonecne vela prirodzenych éisel
n spliiajicich

p(n) <p(n+1) < pln+2).

Uloha ¢&.14:
Dokézte, ze pre x,y, z > 0, ktoré spliiaji = + y 4+ z = 1, plati

1 n 1 n 1 >13
24+y Y +z 2+ax 2

Odportcand literatiira

Vsetkym zaujemcom o samostatné studium déavame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh
a Citani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 4. maja 2009 (pre zahranicie 1. méja 2009).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 7. maja 2009.
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