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Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2009/2010
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Tri listky na koncert Desmodu a jeden listok na Gladiator stoja dohromady tolko ako dva listky na Elan. Jeden
listok na Desmod, dva na Gladiator a tri na Elan stoja spolu 25 eur. Ich ceny st pritom kladné celé éisla. Kolko
stoja listky na jednotlivé koncerty?

Uloha ¢. 2:

V Hollywoode je rozprestrety dlhy cerveny koberec. Z jednej jeho strany ida v pravidelnych rozostupoch vsSetci
piati ¢lenovia skupiny Jackson Five. Z opa¢ného konca idu v pravidelnych rozostupoch piati ¢lenovia skupiny Led
Zeppelin. Vsetci hudobnici kracaja rovnakou rychlostou. Vzdy, ked sa Iubovolni dvaja z nich stretni, obaja sa
obratia a kricaju opacnym smerom nezmenenou rychlostou. Kolkokrat sa hudobnici stretnd, kym kazdy z nich
dojde na niektory z koncov koberca?

Uloha ¢&. 3:

Pred vstupom na hudobny koncert ¢akd v rade 2008 Iudi. Kazdy z nich mé listok, na ktorom je napisané nejaké
déislo. Prvy ¢élovek v rade ma4 listok s éislom 1. Pre vSetkych ostatnych Tudi v rade okrem posledného plati, Ze maji
listok s ¢islom, ktoré je suctom ¢isel na listkoch jeho dvoch susedov. Urcte c¢islo, ktoré ma na listku posledny,
2008-my clovek v tomto rade.

Uloha ¢&. 4:
Majme prirodzené ¢isla m a n také, Ze poslednd cifra &isla m? +mn + n? je nula. Ukazte, Ze aj predposledna cifra
tohto ¢isla musi byt nula.

Uloha ¢&. 5:

Marika a Meky hraji hru. Marika ide prvéa a napiSe na tabulu jedno z ¢&isel 00, 01, 10 alebo 11. V dalsich svojich
tahoch bude pridavat 0 alebo 1 na koniec doteraz napisaného ¢isla. Meky vo svojom fahu vymeni medzi sebou
lubovolné dve uZ napisané cifry. Hrac¢i sa v fahoch striedaja. Hra koné¢i, ked je na tabuli napisanych 23 cifier
a Meky urobil poslednti vymenu. Meky vyhra vtedy, ak je vysledné ¢islo symetrické (napriklad 0011100 alebo
1010101). V opaénom pripade vyhra Marika. Ktory hra¢ vie vyhrat, aj ked druhy hré najlepsie ako moZe (teda kto
ma vitazna stratégiu)?

Uloha ¢&. 6:

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje n-ciferné ¢islo delitelné 5™, ktoré mé vsetky cifry nepéarne.

Uloha ¢&. 7:

Shakira mé& doma Stvoréekovi sief rozmerov 2n x 2n, kde n je prirodzené ¢islo. Na niektorych jej polickach st
rozmiestnené biele a na niektorych ¢ierne kamene. St rozmiestnené tak, Ze na kazdom policku je bud jeden kamen
alebo Ziadny kamerti. Shakira velmi oblubuje nasledujtcu hru. Najskor odstrédni vSetky cierne kamene, ktoré s
v rovnakom stlpci ako nejaky biely kamef. Nasledne odstrani vetky biele kamene, ktoré st v rovnakom riadku
ako nejaky zo zvySnych ¢iernych kameiiov (a tym hra konéi). Dokéazte, Ze po takejto hre ostane na sieti z niektore;
farby (bielej, ¢iernej alebo oboch) nanajvys n? kametov.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Hovori sa, Ze kto hlada, ndjde. V tejto illohe mate najst vSetky trojice nezapornych celych ¢&isel a, b, ¢, pre ktoré
plati
2% + 3% = 4°,
Nezabudnite zdovodnit, prec¢o dalsie trojice okrem najdenych uz neexistuju.

Uloha ¢&.9:

Na vecierku je 2n Iudi, kde n je prirodzené ¢islo. Kazdy ¢lovek na vedierku mé parny pocet priatelov. Priatelstvo
povazujeme za vzajomné, teda ak je Britney priatelkou Enriqueho, tak aj Enrique je priatelom Britney. Dokazte,
Ze na vecierku existuji dvaja ludia, ktori maji parny pocet spolo¢nych priatelov. (Nulu povazujeme za pérne ¢islo,
lebo je bezo zvysku delitelnd dvomi.)

Uloha &.10:

Nech R je mnozina redlnych é&isel. Uréte vsetky funkcie! f: R — R také, Ze pre vietky redlne &isla z a y plati

@+ ) = (@ =y flz+y).

1Ak sa s tlohou tohto typu stretdvate prvykrat, odporidame vam preéitat si text o funkciondlnych rovniciach na adrese
atrey.karlin.mff.cuni.cz/"franta/files/bakalarka.pdf
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Uloha ¢&.11:
Nech a, b, ¢, d st kladné realne ¢&isla spliiajice vztah

A+ +2+d%=4.

Dokazte, ze
at+b+c+d>ab+be+ cd+da.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budt odmenen{ hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:
Najdite vietky spojité funkcie? f : R — R také, ze pre vietky x,y € R, pre ktoré je  —y racionélne, je aj f(z)— f(y)
racionalne.

Uloha ¢&.13:

Hrany konvexného mnohostena st orientované jednosmernymi Sipkami tak, Ze z kazdého vrcholu vychadza a do
kazdého vrcholu vstupuje aspon jedna Sipka. Dokéazte, Ze aspon jedna stena mnohostena je taka, Ze Sipky leziace
na jej obvode tvoria orientovany cyklus.

Uloha ¢. 14:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC (|AB| # |AC|) s ortocentrom H. Body D a E lezia po rade na tseckidch AB
a AC tak, ze plati |[AD| = |AE| a body D, E, H lezia na priamke. Stred strany BC ozna¢me M. Dokazte, Ze
priamka M H je rovnobezné so spojnicou stredov kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ADE.

Odportcand literatiira

Vsetkym zaujemcom o samostatné Studium davame do pozornosti archiv KMS s adresou kms . sk/archiv. Mozete
tam ndjst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto dloh a ¢éitani vzo-
rovych rieseni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Specialne riesitelom kategérii Beta a Gama odporucame preéitat si k tejto sérii text o funkcionalnych rovniciach
na stranke atrey.karlin.mff.cuni.cz/"franta/files/bakalarka.pdf.

Dalsie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Forum o prikladoch

Pre nedockavcov nedockavych funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Najdete ho na adrese
kms.sk/forum a moZete na niom hned po termine nasledujiicej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejSom
alebo najmenej oblibenom priklade.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 30. novembra 2009 (pre zahraniéie 27. novembra 2009).
Kategoria GAMA: Termin odoslania rieseni je 4. decembra 2009.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.

2Ak ste sa s pojmom spojitej funkcie (anglicky continuous function) este nestretli, odporicame pozriet si definiciu a zakladné
vlastnosti spojitych funkcii (napr. na internete: http://www.math.sk/skripta/node134.html). V pripade nejasnosti alebo otdzok nas
smelo kontaktujte na kms@kms. sk.



