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Zadania 1. série zimnej casti KMS 2010/2011
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Igor mé 16 kariet ocislovanych od 1 do 16 a uklad4 ich na stél. Jeho brat Palo mu dovoli dat vedla seba len také
dve karty, ktorych sucet je druhd mocnina prirodzeného ¢isla. Je mozné, aby Igor takto ulozil na stol vSetky karty

a) do jedného radu?
b) na obvod jedného kruhu?

Uloha ¢&. 2:

Magkrtni manzelia Katka a Misko maji v kuchyni tri misky. Rdno do nich Katka nasypala cukriky. Do prvej
ich dala 2010, do druhej tiez 2010 a do tretej, ¢o zvysilo. V priebehu diia ich Misko vyjedal. Vzdy si zobral bud
3 cukriky z niektorej misky, alebo po jednom z kazdej. Veder boli vSetky tri misky prazdne. Kolko cukrikov mohlo
byt v tretej miske? Najdite vSetky moznosti.

Uloha ¢&. 3:

Kazdy listok lotérie Stastnd sedmicka méa na sebe T-ciferné &islo. Kubo sleduje Zrebovanie v priamom prenose
a v ruke drzi svoj listok. Moderator vyzrebuje vitaza a hovori: ,,Cislo na tomto listku ma vsetky cifry rozne.“ Kubo
od napitia vstdva z gauca, pretoze jeho ¢islo toto splha. ,Navyse je delitelné kazdou svojou cifrou,“ pokracuje
moderator. Kubo jasé, pretoze jeho ¢islo spliia aj toto. Z akych cifier sa sklada &islo na jeho listku? Moze existovat
viac vitaznych ¢isel?

Uloha ¢. 4:
Néjdite vSetky prirodzené &isla n, pre ktoré je 1 4+ 22 + 3% + 4™ druhou mocninou prirodzeného éisla.

Uloha ¢&. 5:

Na matematickt sufaz sa prihlésilo d dievéat a ch chlapcov. Organizatori nakoniec vyvesili poradie, v ktorom bol
na kazdom mieste prave jeden ¢lovek. Kika si poradie prezrela, vyznacila vSetky dievcata a s¢itala ich umiestnenia.
Tento sucet si oznacila ako A. Potom preskiimala vSetky mozné dvojice chlapec — dievca. Ak v dvojici dopadol
lepsie chlapec, urobila si ¢larku. Pocet ¢iarok oznadila B. Ukézte, 7e A — B =d(d +1)/2.

Uloha ¢&. 6:

Tri bachraté mravce Ika, Ajka a Mafo spolu sedia v jednom vrchole pravidelného n-uholnika. Kazdi minatu sa
niektory z nich (nemusi to byt vzdy ten isty) pohne do susedného vrcholu v smere hodinovych rudiciek, dalsi do
susedného vrcholu proti ich smeru a posledny ostane sedief na mieste. Pre aké n sa moze stat, Ze sa po nejakom
Case vsetky tri mravce stretntt v jednom vrchole, ale inom ako na zaciatku?

Uloha ¢&. 7:

V state Obdlznisisipi je mn miest rozmiestnenych rovnomerne v pravouhlej mriezke rozmerov m X n, pricom m aj
n su prirodzené ¢isla. Do kazdého mesta vedie presne k ciest, ktoré spajaju toto mesto s niekolkymi jeho susednymi
mestami. Susedné mestd k nejakému mestu su tie, ktoré st hore, dole, nalavo alebo napravo od daného mesta (nie
diagonélne). Dve mestd mozu byt spojené aj viac ako jednou cestou. Vyhovujice rozmiestnenie ciest je také, ze
z lubovolného mesta sa postupne po cestach vieme dostat do Tubovolného iného. Uréite vSetky mozné trojice ¢isel
(m,n, k), pre ktoré existuje nejaké vyhovujice rozmiestnenie ciest. Zdovodnite tieZ, preco pre iné trojice vyhovujice
rozmiestnenia neexistuju.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Najdite vetky dvojice (a, b) nezapornych celych &isel, pre ktoré st obidve ¢isla a? +4b aj b? + 4a druhou mocninou
celého cisla.

Uloha ¢&.9:

Kde bolo, tam bolo, v Krélovstve Muadrych Stvoreni, slavny rytier Eduard prezyvany Edo sa po vederoch veno-
val svojmu konicku — matematike. Jeden uprsany den mu sprijemnila istd zvlastna podmnoZina A mnoZiny Cisel
{2, 3, ,..., 2010}. O tejto podmnozine sa v kralovstve Sepkalo, Ze mala aspont 1003 prvkov. Této sprava sa dostala
aj dvornému Sasovi Misovi. Ten po chvili ustdil, Ze mnoZina A musi obsahovat aspon jednu mocninu dvojky, alebo
dve ¢isla, ktorych stcet je mocninou dvojky. Dokazte, ze sa nemylil.
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Uloha ¢.10:

Jefo si (ako obvykle) z dlhej chvile pisal cez prestdvku v Skole postupnost nezépornych celych ¢isel. Katka mu
nakukala ponad plece a zrazu zacala skdkat od nadsenia. Jefo sa zlakol, no potom mu Katka vysvetlila, ze jeho
postupnost mé zaujimavu vlastnost. Oznacme jej ¢leny xg, 21, x2,..., Ty, priCom n > 0. Pre vietky j (0 < j <n)
plati, Ze z; vyjadruje pocet vyskytov ¢isla j v tejto postupnosti. Akt postupnost mohol mat Jefo napisani na
papieri? Najdite vSetky mozZnosti.

Uloha ¢&.11:

Palacinkového cesta nikdy nie je dost. Vdaka tomuto heslu ho Kubo navyrdbal tolko, ze sa mu ledva zmestilo
do 40 hrncov (tie si musel pozi¢at aj od susedov). Hanke sa to vobec nepécilo. Nie to, Ze toho cesta bolo tak
vela, ale to, Ze Kubo cesto rozdelil tplne nerovnomerne. Hanka to chcela napravit. Rozhodla sa, Ze hladinu cesta
v hrncoch bude vyrovnévat nasledovnym sposobom. Zobrala si vzdy n hrncov a poprelievala medzi nimi cesto tak,
aby vo vSetkych n hrncoch bolo rovnako vela cesta. Toto opakovala dovtedy, kym dosiahla vo vSetkych 40 hrncoch
rovnaki hladinu cesta. Kubo sa zamyslel, aké najmensie moze byt takéto n, aby sa to Hanke podarilo bez ohladu
na pociatocné rozlozenie palacinkového cesta v hrncoch. Zistite to aj vy.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budt odmeneni hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:

V trojuholniku ABC sa vpisana kruznica dotyka stran AB, BC', C'A po rade v bodoch K, L, M. Dokazte, Ze prie-
sefnik vysok trojuholnika K LM, stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC a stred opisanej kruznice trojuholnika
ABC lezia na jednej priamke.

Uloha ¢&.13:
Prvocislo p dava zvySok jedna po deleni Styrmi. Zjednoduste vyraz

p—1

{7

kde {z} je desatinnd Cast x. Desatinna Cast x je dand predpisom {z} = x — |z], kde |z] je dolnd celd cast x

(najvicsie celé ¢islo, ktoré nie je vécsie nez x).

Uloha ¢. 14:
Kladné redlne &sla a, b, ¢, z, y, z spliiaja vatahy cy + bz = a, az + cx = b, bz + ay = c. Uréte minimalnu hodnotu
vyrazu

22 y? 22
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Odportcand literatiira

Nielen za¢inajtcim riesitelom odporucame prestudovat si nasledujtice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh. SPN, Bratislava, 1992.

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odportcanej literattry (aj pre pokrocilych riesitelov) ¢i informécie o jej zapoziani z nasej kniznice
najdete na stranke kms.sk/kniznica.

Do pozornosti davame tiez archiv KMS s adresou kms.sk/archiv. Mozete tam néjst zadania aj vzorové rieSenia
uloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete
mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 4. oktébra 2010 (pre zahranicie 1. oktébra 2010).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 8. oktébra 2010.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieseny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



