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Zadania 1. série letnej casti KMS 2010/2011
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
N4jdite vetky kladné celo¢iselné nasobky ¢isla 6, ktoré maji préve 6 kladnych delitelov (vratane ¢isla 1 a samotného
¢isla). Nezabudnite dokézat, Ze ste ich nasli naozaj vSetky.

Uloha ¢&. 2:

Plan mesta Koctrkovo je zndzorneny na obrazku a). Mesto mé 6 krizovatiek a 12 ciest. Starosta mesta nariadil
zjednodusit preméavku tym, Ze sa z kaZdej cesty stane jednosmernd. Zaroveii mé poziadavku, aby sa z fubovolnej
krizovatky dalo dostat do Iubovolnej inej pouZitim najviac dvoch ciest. Je takéto nariadenie mozné v Koctrkove
uskutocnit? Je takéto nariadenie mozné uskutoénit v dedine Mackovce, ktorej plan je na obrazku b)? Mackovce
maju 8 krizovatiek a 16 ciest medzi nimi.

a) b)

Uloha é&. 3:
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n sa v desiatkovom zapise aspon jedného z Cisel n a 3n vyskytuje cifra 1, 2
alebo 9.

Uloha ¢&. 4:

Prvych 6 ¢lenov postupnosti st ¢isla 0,1,2,3,4,5 v tomto poradi. Kazdy dalsi ¢len postupnosti je posledna cifra
suctu predchadzajucich $iestich ¢lenov (siedmy ¢len postupnosti je teda 5, dsmy ¢len je 0, a tak dalej). Moze sa
v tejto postupnosti vyskytovat pitf po sebe idtcich éisel 1,3,5,7,97

Uloha ¢&. 5:

Ciselnym trojuholnikom nazveme ttvar zloZeny z prirodzenych ¢isel, ktory mé tvar trojuholnika. V prvom riadku
¢iselného trojuholnika je n Eisel, kde n je prirodzené &islo. Toto ¢islo n je zaroven dlzkou strany &iselného trojuhol-
nika. Ciselny trojuhonik so stranou n méa n riadkov, pricom v i-tom riadku je n — i+ 1 ¢&sel. Cisla v dvoch po sebe
iddcich riadkoch 4 a i + 1 st umiestnené tak, ze pod kazdou dvojicou ¢isel v i-tom riadku je ¢islo v (i + 1)-vom
riadku. Ciselny trojuholnik voldme podivng, ak plati:

e (isla, ktoré ho tvoria, st navzajom rézne prirodzené ¢isla,

e pod kazdou dvojicou susednych ¢isel v riadku ¢ je ¢islo v riadku i 4 1, ktoré je podielom vicSieho a mensieho
¢isla z danej dvojice. Toto plati pre vietky 1 < i < n, kde n je dlzka strany ¢iselného trojuholnika.

Napriklad ¢iselny trojuholnik na nasledujicom obrazku je podivny.
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Najvicsie ¢islo v podivnom é&iselnom trojuholniku nazveme tzasné. Najdite ¢iselny trojuholnik s dizkou strany
4, ktorého tizasné ¢islo je ¢o najmensie. Dokazte, Ze neexistuje ¢iselny trojuholnik s dizkou strany 4 a s mensim
uzasnym cislom, ako ste nasli.

Uloha ¢. 6:

Pre realne ¢isla a, b, ¢ plati (a + b+ ¢)c < 0. Dokazte, Ze potom mé rovnica ax? + bz + ¢ = 0 dve rozne redlne
rieSenia.

Pomécka: staci dokazat, ze b® > 4ac.

Uloha &.7:

Misa¢ mé dva nové balicky kariet. V prvom balicku je 2011 bielych kariet a v druhom 2011 &ervenych kariet (okrem
uvedenych uz ziadne dalsie karty MiSa¢ nemd). MiSa¢ si vymyslel hru a pozval k sebe 2011 Tudi, aby si ju zahrali.
Najprv hracov posadil do kruhu za svoj stol. Potom rozdal kazdému hracovi prave dve karty a zacal vysvetlovat
pravidla. Hra sa deli na kol4. V kaZdom kole vSetci hra¢i naraz posunt dolava jednu kartu podla pravidla: ak hrac¢
m4 na ruke asporni jednu ¢ervent kartu, tak posunie dolava jednu Gervent kartu, inak posunie dolava bielu kartu.
Hra konc¢i, ak ma kazdy na ruke jednu bielu a jednu ¢ervent kartu.

Misaca zaujima, ako mé rozdaf karty, aby mala hra ¢o najviac kol. Uvedte sposob, ako takto rozdat karty a tiez
pocet kol najdlhsej moznej hry. (Treba tiez samozrejme dokazat, Ze dlhsie hra trvat nemoze.)
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Kategoria BETA
Ulohy ¢éislo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Edo rad piSe prirodzené &isla n (v desiatkovej ststave) odzadu a oznacuje ich ako &isla E(n). Jefo na rozdiel od
Eda rad pocita ich ciferny stcet J(n). Spolu prisli na to, ze ak J(n?) = J(n)?, potom E(n?) = E(n)2. Rozhodnite,
¢i maju pravdu.

Napriklad: E(123) = 321, E(1200) = 21 a J(124) = J(214) = 7.

Uloha ¢&.9:

Petrzlen dostal na Vianoce novt Sachovnicu n x n a jedného Sachového jazdca. Na kazdé policko Sachovnice napisal
¢éislo 0. Potom si vybral dve policka, medzi ktorymi vie skocit jazdec, a na obe polic¢ka napisal ¢islo o jedna vicsie
(pri¢om povodné ¢isla vymazal). Toto niekolkokrat zopakoval. Ked skonéil, na Sachovnici bolo napisané kazdé z ¢isel
1,2,...,n? prave raz. Pre aké n sa to mohlo Petrzlenovi podarit?

Uloha ¢.10:
Stanka si cestou do &koly rada umochuje rézne prvoéisla. Vsimla si, Ze &slo p' malo niekde v desiatkovom zépise
aspon k nul za sebou. Existuje pre kazdé prvocislo p a prirodzené ¢islo k takéto prirodzené ¢islo ¢7

Uloha ¢&.11:
Dané je postupnost nezapornych celych &isel ay, as, ..., az11. Pre kazdé prirodzené i, j také, ze i + j < 2011, plati

ai—&—ajgaiﬂgai—l—aj—kl.

Dokézte, ze existuje nekonecne vela redlnych ¢&isel z, pre ktoré plati a,, = |nx]| pre vetky n =1,2,...,2011.
Pozndmka: |y] oznacuje dolnt cela ¢ast z y, teda najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovné ako y.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA..
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budi odmeneni hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:
Oznac¢me K, L, M, N styri body v trojrozmernom priestore. Dokéazte, ze plati

|KL|? + |MN|* < |[KM|? + |LN|? + |[KN|*> + |LM*.

Uloha ¢&.13:

Néajdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré sa trojuholnik dé rozrezat na n mensich trojuholnikov tak, Ze ziadne
tri zo vzniknutych vrcholov nelezia na jednej priamke a zaroven kazdy vrchol patri rovnakému poc¢tu malych
trojuholnikov.

Uloha ¢&. 14:

KruZnice k; a ko so stredmi S; a Sy sa navzajom dotykaju zvonka v bode D. Kruznice ki, ks sa navySe zvnutra
dotykaju kruznice k postupne v bodoch F;, Fs. Priamka t je spolo¢na doty¢nica kruznic k1, ko v bode D. Nech AB
je priemer k kolmy na t taky, Ze body A, S1, E; leZia v tej istej polrovine vytatej priamkou ¢. DokaZte, Ze priamky
AS1,BSy, E1Ey at sa pretinaji v jednom bode.

Odportcand literatiira

Nielen za¢inajtcim riesitelom odporicame prestudovat si nasledujtce knihy o rieseni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metédy rieSenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odportcanej literatiry (aj pre pokroéilych riesitelov), ¢i informécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 28. februar 2011 (pre zahraniéie 25. februar 2011).

Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 4. marec 2011.
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Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieseny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



