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Zadania 3. série letnej casti KMS 2010/2011
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Ked Ika naposledy cestovala vlakom, zazila nevSednt vec. Vlak mal niekolko voziov, priGom v kazdom z nich
cestoval rovnaky pocet Iudi. Pocas jazdy uz nik nepristipil. V polovici cesty sa 10 voziiov odpojilo a cestujuci
si z nich museli presadnit. V kazdom zo zostdvajucich voziov tak pribudol jeden ¢lovek. Tesne pred koncom sa
odpojilo dalsich 15 voziiov, a preto v kazdom z ostatnych voziiov pribudli este traja cestujtaci. Kolko voziiov mal
vlak na zaciatku cesty?

Uloha ¢&. 2:

Mojo ide do obchodu kupit zubnu kefku. Vie, Ze kefka bude stat aspori jeden cent a najviac 4 eurd a 99 centov.
Doma mé 10 minci z kazdého druhu: 1, 2, 5, 10, 20, 50-centové a 1 a 2 eurové. Do penazenky sa mu spolu zmesti
len 6 minci. Aké mince si ma zobraf, aby mohol presne zaplatit ¢o najviac réznych cien? (Presne znamené bez
vydéavania.)

Uloha ¢&. 3:

Palo s Marekom piSu na tabulu 2012-ciferné ¢islo. Pouzivaju vSak iba éislice 1,2, 3,4 a 5. Marek zaéina — napise
prva cifru 2012-ciferného ¢isla zlava, Palo napiSe druht cifru zlava, Marek tretiu atd. V pisani cifier sa striedaj.
Palo vyhréa, ak bude vysledné ¢islo delitelné deviatimi, inak vyhra Marek. Podari sa Palovi vZdy vyhrat bez ohladu
na to, ako bude postupovat Marek? Ak 4no, popiste, ako mé Palo hrat, aby sa mu to vzdy podarilo. Ak nie, popiste,
ako mé postupovat Marek, aby Palo nevyhral.

Uloha ¢&. 4:
Ondro tvrdi, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo k > 2 existuje k réznych prirodzenych ¢isel nq, no, . .., ng, pre ktoré plati
rovnost

1 n 1 R 1 3

ni o N2 n, 17

Ukazte, ze Ondro ma pravdu.

Uloha ¢&. 5:
Kika mé zézracny mlynéek. Ked don hodi prirodzené ¢islo n, vypadne z neho &islo

E(n)=n(n+1)2n+1)(3n+1)---(10n + 1).
Kika chce zistit najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel E(1), E(2),..., E(2011). PomozZte jej s tym a spocitajte ho.

Uloha ¢. 6:

Vedtace KMS kazdy tyzden zostavuju rebricek desiatich najmudrejsich veducich, pricom nikdy nedaju viacerych
veducich na rovnaké miesto. Katka si v§imla, ze uz T tyzdniov st v rebricku ti isti veduci. Tiez si vSimla, ze veduci
v rebricku pocas tychto T tyzdnov nikdy neboli presne v rovnakom poradi. Navyse, ak nejaky vedtci v rebricku
(podas tychto T tyzdiiov) klesol, v ziadnom dalom tyzdni uz nestipol na vyssiu priecku. (Kym v8ak neklesol,
mohol sttpat.) Akd najvicsiu hodnotu moze mat ¢islo 77

Uloha ¢&. 7:

Vedtci KMS radi klebetia a kazdy z nich pozné niekolko klebiet. Kazdi dvaja vedici poznaji aspoii jednu rovnaki
klebetu. NavySe ziadni dvaja nepoznaju presne tie isté klebety (aj v pripade, ze Kubko pozn4 len klebetu A a Matko
klebety A a B, hovorime, Ze poznaju iné klebety). Kolko najviac vedicich moze mat KMS, ak vSetci dokopy poznajt
prave n roznych klebiet?

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Dané st dve nestdelitelné prirodzené ¢isla x, y viésie ako 1. Pre kazdu taka dvojicu z,y najdite vSetky prirodzené
éisla n také, ze ¢islo x + y nie je delitelom &isla ™ + y™.

Uloha ¢&.9:
Nech n je prirodzené &islo. Cisla 1,2, ..., 2n rozdelime na dve kopy A a B tak, Zze v oboch bude rovnako vela &isel.
Cisla v kope A ozna¢ime ai,as,...,a, tak, aby platilo a; < ay < --- < a,. Podobne &isla v kope B oznadime

b1, b2, ..., b, tak, aby platilo by > by > --- > b,. Dokézte, ze pri lubovolnom rozdeleni na kopy plati
‘a17b1|+|a27b2|+"'+|an*bn| :n2~
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Uloha ¢.10:

Na kazdej strane rovnostranného trojuholnika 7" si oznacime 5 bodov tak, ze tychto 5 bodov rozdeli stranu na
6 rovnakych casti. Takto urenych 15 bodov pospajame tseckami rovnobeznymi so stranami trojuholnika 7. Tymito
tseckami sme trojuholnik 7" rozdelili na 36 malych rovnostrannych trojuholnikov. Na kazdy z 28 vrcholov malych
trojuholnikov polozime prave jednu zabu. V kazdej sekunde kazda zaba sko¢i na susedny vrchol. NavySe vieme, ze
ak zoberieme tri pozicie Tubovolnej zaby za sebou (v Casoch t, t + 1 a t + 2), tak tieto pozicie nelezia na jednej
priamke (takZe Zaba sa nemozZe vracat, ani pokracovat vo svojom smere). DokaZte, Ze v nejakom ¢ase buda nejaké
dve zaby na rovnakom vrchole.

Uloha ¢&.11:
Nech a, b, ¢ st kladné redlne ¢isla. Dokazte, Ze platit
a b c 9
T 2.2 o2 z T 52 32 S
202402+ 202+ +a 2c2+a?+b 4(a+b+c)

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA..
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budit odmeneni hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:
Neprazdna mnozina M méa n prvkov. Oznaéme P(M) mnozinu vietkych podmnozin mnoziny M. Dalej nech
f: P(M) — R je funkcia, ktord mé nasledujice vlastnosti:

(i) (M —A) = f(A),
(ii) f(AUB) <max{f(A), f(B)} pre vietky A, B € P(M).
Dokézte, ze funkcia f moZe nadobtudat maximélne n réznych hodnot.

Uloha ¢&.13:
Nech EFGH, ABCD, E;F,G1H; st tri konvexné Stvoruholniky zarovei spliiajiice obe nasledujiice podmienky:

(i) Body E, F,G, H lezia postupne na stranach AB, BC,CD, DA tak, 7e plati

AE BF CG DH

EB FC GD HA -

(ii) Body A, B, C, D lezia postupne na stranach Hy Ey, Fy Fy, F1G1,G1H,. Navyse EF | E\Fy, FG || F1Gy,
GH | GiHy, HE | HyE;.
Ozna¢me f = F1A/AH;. Vyjadrite pomer F;C/CG; ako funkciu jedinej premennej f.

Uloha ¢&.14:
Pre dané kladné reélne ¢isla r a s najdite v8etky funkcie f : (0,00) — (0,00), pre ktoré plati

s(r+s)x =rf(x) + f(f(z))
pre vietky = € (0, c0).

Odportcand literatiira

Nielen za¢inajticim riesitelom odporucame prestudovat si nasledujtce knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odporicanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢ informdcie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 2. maj 2011 (pre zahrani¢ie 29. april 2011).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 6. maj 2011.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.

1Velmi kvalitny text o nerovnostiach mézete najst na mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf.



