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Zadania 2. série zimnej casti KMS 2013/2014

Kovboj Monty Walsh sedel na svojom tatosovi a uhanal po sirych planach. Boli to uz tri dni odkedy opustil Oakville
a vydal sa po stope bankového lupic¢a Krivozubého Tonyho a jeho bandy Drzohubych. Aj ked bolo meno Montyho
Walsha medzi krimindlnikmi dobre zname, jeho tvar bola skoro vSetkym neznama. Preto sa rozhodol, Ze sa zahra
na zaporaka a infiltruje sa medzi Drzohubych. Vymyslel si krycie meno Walty Mash a pustil sa do roboty.

Kategéria ALFA

Uloha &.1: (k < 1)

Drzohubych je na divokom zépade kopa a nie vsSetci sa poznaju. Preto na identifikaciu pouzivaju tajny symbol.
Montymu sa z roznych zdrojov podarilo ziskat utrzkové udaje o tomto symbole. Dozvedel sa, ze symbolom je
trojuholnik ABC, ktory ma vrcholy oznacené v tomto poradi proti smeru hodinovych ruédiciek. Dalej zistil, ze
velkost uhla pri vrchole B je 20°, a ze strana BC meria 5 centimetrov. Ako posledné zistil, Ze kruznica opisand
tomuto trojuholniku mé polomer 3 centimetre. Pomoézte Montymu a skonstruujte tento trojuholnik. Zaroven tuto
konstrukciu aj popiste. Nezabudnite najst vsetky riesenia a zdovodnit, Ze iné neexistuju.

Uloha &.2: (k < 2)

S tajnym symbolom vo vrecku sa Monty vybral priamo k tdborisku Krivozubého Tonyho a niekolkych dalsich
Drzohubych. Ukézal im papier so symbolom a ihned ho vzali medzi seba. Sedeli okolo $vajciarskej cokolady, ktora
nedavno ultpili a rozmyslali, ako si ju rozdelit. Cokoldda mala tvar $tvorca a tvorilo ju 6 x 6 mensich tabli¢iek.
Cheeli ju rozdelit na devit kuskov tak, aby delili len pozdiz tabli¢iek a aby im ni¢ neostalo. NavySe mé mat kazdy
z tychto kiskov tvar obdiznika (aj Stvorec je obdiinik). Banditi sa snazili rozdelit ¢okoladu podla tychto pravidiel
tak, aby bol kazdy kisok iného tvaru.! Monty sa na chvilku zamyslel, a potom prehlésil, Ze to nie je mozné. Vedeli
by ste aj vy dokazaft, ze sa vzdy najdu aspon dva rovnaké kusky?

Uloha ¢&.3: (k < 3)

Monty si svojou Sikovnostou rychlo ziskal priazen Drzohubych aj samotného Tonyho. O niekolko dni sa banditi
rozhodli prepadnit jeden z troch dostavnikov, ktoré putovali z Longcreeku do Smallvillu. Cast bandy sa vydala na
vyzvedy a vratili sa s tymito informaciami. V prvom dostavniku bolo p vriec doldrov, v druhom bolo p? + 2 vriec
dolérov a v tretom bolo p3 + 2 vriec dolarov. Navyse zvedi zistili, ze v prvom aj druhom dostavniku je prvociselny
pocet vriec. Banditi nechcti okradnttf dostavnik s prvociselnym poctom vriec, problémy s néslednym delenim lupu
by im za to urcite nestali. Pomo6zte Montymu dokazat, Zze pocet vriec v tretom dostavniku je tiez urcite prvocislo
a zabrante tak prepadu.

Uloha &.4: (k < 4)

Po nevydarenej lipezi sa Krivozuby Tony nejakd dobu rozcéuloval, no ¢asom z neho hnev vyprchal. Rozhodol sa, ze
si zlepsi naladu tym, ze potrapi Waltyho hlavu. Dal mu nasledovni tlohu. Na svojom tele mé n jaziev. Toto ¢islo
n je dvojciferné a navyse &islo n® — n je delitelné ¢islom 100. Montyho tloha je zistit, kolko jaziev moéze mat Tony.
Zistite aj vy, ktoré ¢isla n vyhovuji zadaniu. Nezabudnite prist na vSetky riesenia.

Uloha &.5: (k < 7)

Jedného vecera Drzohubi vybrali vrece plné najvzacnejsich lupov. Chvilu sa v nom prehrabovali, a potom vytiahli
vzacnost, ktori uz davno ulupili Divokozdpadskej matematickej spoloc¢nosti. Bol to vSeobecny rovnobeznik. Navyse
bol nad kazdou zo Styroch stran rovnobeznika vztydeny Stvorec (smerom von z rovnobeznika). Banditi si uz ddvno
vsimli, ze stredy tychto Stvorcov tvorili opat stvorec, nech bol rovnobeznik vseobecny ako len chcel. Zaujimalo by
ich vSak, preco to tak je. Pomozte Montymu zaposobit na Drzohubych a dokézte, ze stredy sStyroch stvorcov vzdy
tvoria Stvorec.

Uloha ¢. 6:

Netrvalo dlho a Montymu zacali vSetci v bande doverovat. A tak mu povedali ich velky plan. Chystali sa vylapit
obrovsku galériu v New Orleans. Tato galéria ma tvar konvexného n-uholnika. V galérii st velmi vzacne obrazy,
pricom kazdy mé velkost jediného bodu. Obrazy do galérie umiestiiovali nasledovne. Zobrali si jeden z vrcholov
n-uholnika a postupne vztycili kolmice na vSetky priamky urcené stranami n-uholnika nesusednymi s vybranym
vrcholom. Ak niektord z piat tychto kolmic padla priamo na stranu n-uhonika, tak na to miesto dali obraz (mohol
to byt aj krajny bod strany). Tito procediru postupne aplikovali na vSetky vrcholy galérie. Mdze sa teoreticky
stat, Ze v tejto galérii nie su Zziadne obrazy (t.j., Ze vSetky péty kolmic budi mimo stran n-uholnika)?

lkiasky, ktoré sa lisia iba otodenim, povazujeme za rovnaké
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Uloha ¢.7:

Dalsie réno sa Monty potichu vyplizil zo spiaceho taboriska a vybral sa na dlhi cestu do New Orleans. Mal v plane
tam nastrazif pascu na Drzohubych a dostat ich za mreze. Rozhodol sa, ze sa cestou zastavi v indidnskej osade kmena
Geometrov a poprosi tam o pomoc svojho kamarédta Sinetua. Spolo¢ne uréite vymyslia ako banditov dolapif. Len ¢o
dorazil do osady, stretol miestneho geometra Rysueta, ktory sa opét pasoval s geometrickym problémom. Na zemi
mal nakreslend kruznicu k so stredom O. Dnu v kruhu vymedzenom kruZnicou k lezal bod A a mimo tohto kruhu
lezal bod B. Navyse platilo, ze body A, B a O nelezia na jednej priamke. Rysueto chcel najst vSetky priesecniky
priamky urcenej bodmi A a B a kruZnice k. Stile mal vsak zapatroSené svoje pravitko, a tak mal k dispozicii
iba kruzidlo. Do neho vie nabrat vzdialenost medzi lubovolnymi dvoma narysovanymi bodmi a nakreslif kruznicu
s nabranym polomerom a fubovolnym stredom. Pomézte Rysuetovi najst vSetky priesec¢niky priamky AB a kruznice
k len za pomoci kruzidla a vasho umu. Nezabudnite, zZe bez pravitka neviete rysovat rovné ¢iary.

Kategéria BETA
Ulohy c¢islo 4, 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Rysueto podakoval Montymu za jeho pomoc a pokracoval vo svojom rysovani. Monty sa vybral pohladat Sinetua.
Nasiel ho ako s dalsimi indidnmi sedi pri okrihlom stole. Sedelo ich tam dokopy 1894. Sinetu mal v hrsti n minci.
Zvysni indidni mali hrste prazdne. Potom sa zacali hrat nasledovnii hru. V kazdom tahu si vybrali jedného indidna,
ktory mal v hrsti aspon dve mince. On potom jednu zo svojich minci posunul indidnovi po svojej Tavici a jednu
indianovi po svojej pravici a zvysné mince si nechal. Tym jeden tah skon¢il. Takto pokracovali az kym sa medzi nimi
nenachadzal ziaden, ktory by mal aspon dve mince. Vtedy hra skoncila a sli si zabafkat na fajke mieru. Dokézte, ze
ak n je rovné 1894, tak ich hra nikdy neskonci. Taktiez dokazte, ze ak n je mensie ako 1894, tak hra urcite niekedy
skonci.

Uloha ¢&.9:

Monty presveddil indianov, aby sa hru hrali iba s 1893 mincami, a tak sa uz po chvili mohol porozpravat so
Sinetuom. Podelil sa s nim o svoje zazitky a vylozil mu, ¢o ma v plane. Sinetu ihned suhlasil, Ze mu pomoéze
a odbehol sa zbalif. Monty isiel zatial pozrief miestneho Samana. Ten si Montyho a jeho bystri hlavu uz davno
oblibil, a tak mu rovno zadal jeho najnovsiu tlohu. Monty ma dokazat, ze pre kazdé prirodzené cislo n, vacsie ako
jedna, existuje n roznych prirodzenych ésel spliiajicich nasledovnd podmienku: pre lubovolné dve &sla a, b z tejto
n-tice plati, ze a — b deli a + b. Nebudte mrchozriti a dokézte to aj vy.

Uloha ¢&. 10:
Monty sa rozlicél so Samanom a spolu so Sinetuom sa vydal na dlhi pit do New Orleans. Na cestu si so sebou
chceli vziat vsetky funkcie f, ktoré si z redlnych ¢isel do redlnych a pre vsetky x,y € R plati nasledovny vztah:

ff(@+y)+ f(2) =4z + 2y f(z +y).

Pomoézte im a najdite vSetky takéto funkcie.

Odportucand literatira

Nielen zacinajicim riesitelom odportacame prestudovat si nasledujice knihy o rieseni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metédy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odporicanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢i informaécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na adrese kms. sk/forum
a moézete na nom coskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobliibenejsom alebo najmenej obli-
benom priklade, pripadne zverejnit svoje riesenie pre ostatnych riesitelov.

Termin odoslania rieSeni: 4. november 2013 (pre zahranicie 1. november 2013)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk



