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Zadania 3. série zimnej casti KMS 2016/2017

Kategoria ALFA

Kde bolo, tam bolo, za Ziadnymi horami, za Ziadnymi dolami, bolo kralovstvo, ktoré nemalo Ziadneho krala. V tom
kralovstve sa nachddzala tabulka 3 x 3, ktord mala na kazdom policku napisant nulu.

Uloha &. 1: (k<1)

V kazdom policku tabulky 3 x 3 je napisané &islo 0. Jeden tah spoéiva v pripoéitani alebo odpoéitani jednotky
od Tubovolnych dvoch (hranou) susednych poli¢ok tabulky. Je mozné po niekolkych fahoch dostat tabulku plnt
jednotiek?

V kralovstve sa nachddzala jedna udatnd dievéina Gertrida, ktord sa rozhodla zachranit kralovstvo pred chaosom
a ujat sa jeho vlady. Korunu si viak mus{ zasluzit. Jej prvym zdsluznym ¢inom bolo zmerat obvod kralovstva.

Uloha &.2: (k < 2)
Kralovstvo sa nachddza na ostrove v tvare trojuholnika ABC, v ktorom |AB| = 7Tcm, |BC| = 8cm a |CA| = 9 cm.

Body X a Y st postupne vntitorné body useciek AB a AC tak, ze usecka XY sa dotyka vpisanej kruznice
trojuholnika ABC. Uréte obvod kralovstva — trojuholnika AXY .

Kralovsks klenotnica kedysi obsahovala plno pokladov. Boli medzi nimi é&isla vietkych druhov. V éase anarchie ich
viak zbojnici pokradli a ostalo ich nula. Gertrida nasla stopu a rozhodla sa klenoty ziskat spit.

Uloha &.3: (k < 3)
N4jdite vsetky trojice celych ¢isel (a, b, ¢), pre ktoré plati

a + be = 3c,
b+ ca = 3a,
¢+ ab = 3b.

Dalsf z klenotov strazi jeden z obévanych zbojnikov prezyvany Pekelnik. Gertriida za nim prisla, ale ak chce klenot
ziskat spit, musi Pekelnika porazif v jeho hre.

Uloha &.4: (k < 4)

Gertruda a Pekelnik hraji hru na Sachovnici rozmerov n x n. Gertrida zacina, potom sa s Pekelnikom striedaji
v fahoch. V kazdom svojom fahu polozi hrdé na Iubovolné volné policko kameni. Volné policko je také, na ktorom
nie je kameri a ktorého (hranou) susedné policka obsahuji najviac jeden kamefi. Hra¢, ktory vo svojom fahu nemdze
polozit kameii, prehrdva. V zdvislosti od prirodzeného &isla n urcte, ktory z hrdéov m4 vitaznud stratégiu.

Cestou spit Gertrida stretla Jaroslava, najlepsicho matematika v kralovstve, ktory sa zaobera stidiom tetivovych
stvoruholnikov. Ako spravna budtica kralovnd, ktora sa zaujima o svoj ud, sa s nfm pozrela na nasledujticu tilohu.

Uloha &.5: (k < 7)

Body K, L su zvolené na strane AB konvexného Stvoruholnika ABCD tak, ze bod K lezi medzi bodmi A a L.
Analogicky, body M, N st na strane C'D tak, ze bod M lezi medzi bodmi C' a N. Dalej plati |AK| = |[KN| =
= |DN| a tiez |BL| = |BC| = |CM]|. Predpokladajme, ze BCNK je tetivovy stvoruholnik. Dokazte, ze potom aj
Stvoruholnik ADM L je tetivovy.

Jaroslav prezradil Gertride rovnicu, z ktorej moze zistit vyskyt d'alsich klenotov. Ked ich néjde, uz kralovstvu
nebudt chybat Ziadne klenoty.

Uloha &. 6:
Pre kazdé nezdporné celé ¢islo k najdite vsetky nezaporné celé ¢cisla z, y, z také, ze

22 +y? 4 22 = 8"

Pripravit paldc na korunovéciu nie je ziadna prechddzka ruzovou zahradou. V kralovskom paldci sa nachddza plno
velkych krabic. Aby zaberali menej miesta, bolo by dobré niektoré do seba poukladat.
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Uloha &.7:

Stvorec je rozdeleny na n? obdlznikov pomocou n — 1 zvislych a n — 1 vodorovnych tseciek, kde n > 2 je celé &islo.
Dokézte, Ze spomedzi nich vieme vybrat 2n obdlznikov tak, aby pre ITubovolné dva z nich platilo, Ze jeden sa zmesti
do druhého[l]

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 4, 5, 6, 7 su rovnaké ako v kategoérii ALFA.

Koneéne nastala korunovécia, na ktorej nechybal Ziaden obyvatel kralovstva. Korunovécia sa musi riadit prisnymi
predpismi. Napriklad Kralovnd stoji v strede kruznice a po jej obvode stoja piati mudrci. Dalsie detaily sa dozviete
v nasledujticej tlohe.

Uloha &. 8:
Na kruznici so stredom O st dané body A, B, C, D, E tak, ze tiseCka AB je priemer kruznice, isecka C'D je kolma
na tsecku AB a tsecka AF prechidza stredom tsecky OC'. Dokéazte, ze tisecka D FE prechadza stredom tsecky BC.

Sotva sa Gertrida ujala vlady a uz ju znepokojovalo pit rozhddanych miest v kralovstve. Ak nechce maf vo svojom
kralovstve ziadne spory, musi mest4 vhodne odseparovat.

Uloha &.9:

Kruznicu k nazyvame separdtor mnoziny piatich bodov v rovine, ak prechadza tromi z danych bodov, stvrty bod
lezi vo vnutri kruznice k a piaty bod mimo kruznice k. Dokazte, ze kazdd mnozina piatich bodov, z ktorych ziadne
tri body nelezia na priamke a ziadne Styri body nelezia na kruznici, ma prave styri separatory.

Kde bolo, tam bolo, za jednou horou a za jednou dolinou, bolo jedno kralovstvo s jednou udatnou kralovnou
Gertriadou. V tom kralovstve sa nachidzala jedna ¢udesnd nekoneénd postupnost.

Uloha ¢&.10:
Pre postupnost {a,}>°; plati a; = c,

(pt1 = can + /(2 = 1)(a2 — 1)

pre vSetky prirodzené ¢isla n. Dokazte, ze ak ¢ je prirodzené ¢islo, potom kazdy ¢len postupnosti je celé ¢islo.

Névody a videonavody k uloham

Po termine série zverejnujeme na naSej stranke www.kms.sk medzi novinkami navody k tdlohdm. Pomozu vam
doriesit ulohy, s ktorymi ste si nevedeli rady. TaktieZ vdm mozu pomoct videonavody, ktoré najdete na nasom
YouTube kanali www.youtube.com/user/KorMatSem.

Akadémia Trojstenu

V Bratislve sa 2. decembra uskotoéni tradicnd Akadémia Trostenu. Mozes sa tesit na zaujimavé prednasky z
matematiky, fyziky a informatiky podané ¢ uz univerzitnymi pedagégmi, alebo ludmi z praxe. BliZ§ie informécie
najdes na http://akademia.trojsten.sk/|

Partneri

PosAm T
’ TECHNOLOGIES

eT

Termin odoslania rieseni: 5. december 2016 (pre zahranicie 2. december 2016)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk

1Obdl’iniky mozno aj otd¢at. Dva zhodné obdfiniky sa zmestia do seba. Stvorec povazujeme za $pecidlny pripad obdlznika.
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