\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLII. ro¢nik, 2020/2021 @ @
Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili $tudenti, ucitelia a ostatni matematicki nadSenci!

Dostavate do rik tvodny letak letnej casti 42. ro¢nika Korespondencného Matematického Seminara (KMS). Tato
stutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich ma-
tematickych schopnosti a logického myslenia. Zruc¢nosti a skiisenosti ziskané pri rieSeni tohto semindra, pripadne
pri ucasti na zaverecnom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO).

Mladsim a za¢inajucim $tudentom je urcéena kategdria ALFA, pre star$ich a skisenejsich je kategéria BETA. Kazdy
moze, samozrejme, v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategdrie. Podrobnejsie informacie o jednotlivych ka-
tegdriach najdete v pravidlach. Pre tych, ktori maju vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO kate-
gorie A, je urceny seminar iKS (Medzinarodny koresponden¢ny seminar), ktory organizuju vedici KMS v spolu-
praci s ¢eskymi kolegami z Matematického korespondencniho seminafe. Tento seminar ma velmi $pecificky ciel,
ktorym je priprava studentov na CK MO-A a aj na Medzinarodni matematickd olympiadu. Blizsie informacie o
nom najdete na stranke www. iksko.org.

Ak mate akékolvek otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kns. sk, pripadne ich
poslite pisomne na adresu uvedend pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla

VSeobecné informacie o koresponden¢nom matematickom seminari

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci $kolského polroka. Na
konci kazdej casti budu najispesnejsi riesitelia pozvani na zaverecné sustredenie. Kazda cast pozostava z troch
kol uloh. Zadania jednotlivych kol ndjdes na stranke https://kns.sk/ulohy/ vzdy aspon mesiac pred terminom
odovzdania daného kola. Ulohy 1 az 8 budu obodované po¢tom bodov od 0 po 9, tilohy 9 a 10 po¢tom bodov od
0 po 10. Okrem toho v niektorych $pecialnych pripadoch (popisané nizsie) mo6zu byt ulohy obodované aj od 0 po
5.

Body sa udeluju aj za ¢iastkové ¢i neuplné rieSenia. Za kazdé kolo sa riesitelovi do poradia zapocita 5 uloh s
najvacsim bodovym ziskom.

Kategorie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel, ktoré ulohy mozes riesit, potrebujes poznat svoj koeficient k. Tento koeficient si mo6ze§ vypocitat
ako x = r+ u + c. Cislo r je tvoj ro¢nik, &islo u je pocet tvojich uspesnych semestrov a &islo ¢ je pocet tvojich
uspesnych ucasti na celostatnom kole Matematickej olympiddy. Semester povazuj za uspesny, ak sa ti pocas neho
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podarilo ziskat pozvanku na ststredenie KMS alebo si sa ho ztcastnil ako ndhradnik. Tvoj ro¢nik je prepocitavany
podla poctu rokov do maturity tak, aby maturant mal ro¢nik 4, teda napr. prvaci 5-ro¢ného $tidia maji ro¢nik 0.

Kategdriu ALFA mozu riesit len Studenti, ktori sa neztcastnili celostatneho kola matematickej olympiady a ktorych
koeficient x je najviac 3.

Kategoriu BETA mozu riesit véetci Studenti. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej listine BETY objavia az po kole, v
ktorom poslu aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategoria ALFA

Pre riesitelov kategorie ALFA st uréené tlohy 1 az 7. Ulohu ¢&islo 1 mézu sttazne riesit len studenti s « < 1 a tlohu
¢islo 2 len $tudenti s x < 2. Ostatné ulohy (3 az 7) mozu riesit vsetci rieSitelia kategorie ALFA.

Kategoria BETA

Pre riesitelov kateg6rie BETA st uréené ulohy 3 az 10. Ulohu &islo 3 mozu stitazne riesit len Studenti s x < 5, ale
dostanti za fiu najviac 5 bodov (popisané nizsie). Ulohu &islo 4 mozu sutazne riesit len Studenti s x < 5 a tulohu
¢islo 5 len $tudenti s x < 8. Ostatné ulohy (6 az 10) mo6zu riesit vietci rieSitelia kategorie BETA.

RieSenia za 5 bodov
Koeficient « urcuje, ktoré tlohy moze riesitel sitazne riesit (ostatné ulohy moze riesit tiez, no nebudu zaratané do
vysledného poradia). Okrem toho moze riesitel za najviac 5 bodov riesit nasledujtice tlohy, aj ked mu to koeficient
nedovoluje:

« uloha s najvy$sim poradovym ¢islom, ktoru koeficient riesitelovi nedovoluje riesit

« uloha ¢islo 4
Napriklad:

o riesitel s koeficientom 5 nemoze sutazne riesit tlohy 1 a 2, v tlohe 3 vie ziskat 5 bodov, v tlohach 4 az 8 vie

ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

« riesitel s koeficientom 9 nemoze sttazne riesit ulohy 1 az 3, v ulohach 4 a 5 vie ziskat po 5 bodov, v tlohach
6 az 8 vie ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

Bodovanie tychto tloh funguje tak, Ze opravovatel ohodnoti ulohu od 0 po 9 bodov ako zvycajne, ale riesitelovi sa
do suctu bodov z nej zapocita len polovica bodov zaokruhlena nahor.

Pozyvanie na sustredenia

Po kazdej casti, zimnej aj letnej, sa uskuto¢nia dve sustredenia pre najuspesnejsich riesitelov oboch kategérii ALFA
a BETA. Na kazdé z nich bude pozvanych aspon 36 najlepsich riesitelov prislusnej kategorie. Ostatni riesitelia
mozu byt pozvani ako nahradnici. V rdmci jednej ¢asti je mozné zucastnit sa najviac jedného ststredenia.
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Pokyny pre riesitelov

Ulohy rie§ samostatne.

Riesenie kazdej ulohy riadne zd6vodni. V pripade, Ze v Casti ¢i celom rieSeni pouzivas odbornu litera-
turu, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu, pripadne odkaz na internetovu stranku,
ak si ¢erpal z internetu. Samozrejme, aj v tomto pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajuce
vypoctovu techniku spravidla nedostanes vela bodov.

RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej republiky,
treba to stihnat do uvedeného zahrani¢ného terminu. Rie$enia odoslané po termine odoslania (rozhodu-
juca je peciatka na obalke) sposobuju zna¢né organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelit
nula bodov za vietky rieSenia odoslané po termine.

Za rie$enie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek riesenie odovzdané organizatorom osobne.

Riesenie kazdej tlohy pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdej ulohe uved svoje meno, triedu, skolu
a adresu! Vitané su aj rieSenia v anglictine, ceStine a rieSenia pisané v TeXu. Z organizacnych dovodov
nebudu opravované rieSenia pisané v inych jazykoch.

Na nasej stranke si moze$ stiahnut a vytlacit predlohy pre riesenia.

Riesenia pi$ ¢itatelne. Ak nebudeme schopni precitat ¢ast tvojho riesenia, vyhradzujeme si pravo neudelit
ti za ta cast body. Moze§ zvazit pisanie rieSenia na pocitaci.

Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

Po termine kola mdze$ na nasej stranke ndjst navody, prip. aj videonavody, ktoré ti pomo6zu (nesttazne)
doriesit ulohy, s ktorymi si mal/-a problém. Nasledne tam zverejnime aj vzorové riesenia.

Opravené, obodované a okomentované rie$enia s pripadnou dal$ou koreSpondenciou ti mozu byt zasielané
domov, na internat alebo na int adresu (napr. do $koly). Nezabudni v§ak v ndvratke uviest presnu adresu,
kam chce$ dostavat postu.

Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor staznost na e-mailovu ad-
resu spolu s oskenovanym riesenim v prilohe. Ziadost mozes poslat aj pisomne na nasu adresu, ktort néjdes
v hlavicke letaku. Nezabudni k nej prilozit aj original sporného riesenia.

Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idealny spdsob je zaslanie e-mailu na kms@kms.sk .

Elektronické posielanie rieseni

Svoje rieSenia moze$ odovzdat aj v elektronickej podobe na nasej stranke. Presny navod na ich odovzdavanie
ndjdes na stranke . Pre elektronické posielanie rieSeni platia nasledovné pravidla:

Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania kola o 23:59. Po tomto case uz elektronické posie-
lanie nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.

Akceptované su iba rieSenia vo formate pdf pisané na pocitadi, pripadne naskenované, pre kazdu alohu
jeden subor. Pri ich tvorbe odporu¢ame pouzit TeX alebo export do formatu pdf z inych aplikacii. Moze$
pritom vyuzit predlohy, ktoré najdes na nasej stranke https://kns.sk/template. Ak posielas oskenované
rieSenie, daj si pozor, ¢i nie je prili§ tmavé a ¢i je Citatelné.
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» Nezabudni v hlavicke rieSenia uviest svoje meno, triedu, $kolu a adresu!

« Pokial na nasej stranke vyplnis vietky potrebné tidaje (pozrisindvod na https: //kms.sk/eriesenia), nemusis
posielat postou papierovd navratku.

Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2020/2021 - poslat spolu s 1. kolom!

Meno a priezvisko: .......... .. ..ol Datum narodenia: ........... .. .. .. il
SKOLA: . ettt e
Rokmaturity: ....... ... i Trieda:. ...

Pocet ucasti na celo$tatnom Kole MO ... it e .

Adresa dOmMOV: . ittt
Adresa pre postu (domov — 8kola —Ind): ... . e
Tel. dOmMOV: ..ot mobil (vlastny): ...... .. ..
E-INIAIL L.

Svojim podpisom davam podla § 11 a nasl. zdkona ¢. 122/2013 Z.z. o ochrane osobnych tudajov svoj vyslovny
suhlas so spravou, spracovanim a uchovanim svojich osobnych udajov, ktoré poskytujem obcianskemu zdruzeniu
Trojsten. Poskytujem dobrovolné udaje s tym, Ze tieto udaje mozu byt spracované pre (i) ich interné vyuzitie v
ramci obc¢ianskeho zdruzenia Trojsten za ti¢elom vyhodnotenia uchadzacov o program (ii) za ucelom vytvarania
databazy uchadzacov pre tcely dalsej spoluprace so studentom. Beriem na vedomie a stihlasim s tym, ze Trojsten
moze moje udaje dlhodobo uchovavat a spractvat za ucelom poskytovania studentskych prilezitosti alebo inych
odbornych alebo spoloc¢enskych aktivit ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten. Sthlas je dany na dobu nevyhnutnu na
dosiahnutie ucelu spracovania a je ho mozné kedykolvek pisomne odvolat.

Podpis: ...
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@@ Zadania 1. kola zimnej casti - 5. 10. 2020

Zadania 1. kola zimnej Casti
Termin odoslania 5. 10. 2020 (pre zahranicie 2. 10. 2020)

1.1 Kotulanie Malebnych Sutrikov (x < 1) kategria alfa

Na mramorovom namesti uprostred Atén sa chlapci, odbremeneni od beznych kazdodennych starosti a hrozby
bliziacej sa vojny, hrali tradi¢nua hru nepidépato. Hra spocivala v $ikovnom vrhu farebnych gulécok po zemi na
ciel.

V kozenom vrectisku bolo pred zaciatkom hry 100 guld¢ok troch farieb — niektoré boli ¢ervené, iné zelené a zvysné
modré. Ako prvy bol na rade Markos, ktory si na svoj vrh vybral 30 ¢ervenych, 10 zelenych a 20 modrych gulocok.
Zial, po¢as vrhu sa mu podarilo omylom hodit 5 gulé¢ok do kanalu. Zahanbeny rychlo pozbieral zvy$né guldcky a
vratil ich spit do vrecuska. Dalsi v poradi bol Mikael. Vytiahol z vrectiska 8 ervenych, 18 zelenych a 48 modrych
gulocok. Mikael si v§imol, Ze Markos stratil 5 gul6¢ok, nevedel vsak narychlo povedat, akej farby boli. Viete nieco
povedat o farbe niektorych zo stratenych gulocok?

1.2 Kreslime Malé Stvorce (x < 2) kategoria alfa

O par blokov dalej si $tudenti aténskej skoly, ¢akajtc na svojho ucitela, kratia ¢as zapisovanim prirodzenych ¢isel
v tvare sti¢tu dvoch druhych mocnin celych ¢isel. Pre 5-ku sa im to podarilo ako 2% + 12 = 4+ 1 = 5. Potom prisiel
ich mudry ucitel a polozil im otazku: ”Je mozné najst takéto dve celé ¢isla pre fubovolntt mocninu 10-tky?” Skaste
aj vy zodpovedat tuto otazku.

Pozndmka: mocniny 10-tky st ¢isla tvaru 10% kde k je Tubovolné prirodzené &islo.

1.3 Kalokagatia Mestskej Spoloc¢nosti (x < 3) kategérie alfa a beta

Na rozdiel od Sparty Aténski predstavitelia dbali na to, aby ich bojovnici — hopliti, mali nielen krasne vy$portované
teld, ale aj bystra a rozhladenu mysel. Tento ideal suladu fyzickej a dusevnej krasy, nazyvany tiez Kalokagatia, bol
pre Aténsku spolo¢nost nesmierne dolezity. Aj preto davali svojim vojakom pred jedlom vzdy nejakd mentalnu
rozcvicku, ktort museli vyriesit, aby sa mohli dosyta najest. Jedlo si museli zasluzit. Z dobovych rytin a malieb
na urnach sa nam dochoval tento pribeh:

Mudry general Perikles raz prisiel za svojimi vojakmi, ktori prave obedovali fazulu s tradi¢nym gréckym nekys-
nutym chlebom - pitou, ktory bol v tvare trojuholnika so stranami dlzok 15, 20 a 25 cm ako na obrazku. Skér,
ako sa vojak stihol do pity pustit, prisiel za nim Perikles a ostrym nozom mu odrezal z kazdého rohu kasok v tvare
rovnoramenného trojuholnika s dizkou ramien 5 cm a povedal vojakovi: ,, Ak by si chcel tieto kiisky zjest, drahy
spolubojovnik, bude$ mi musiet najprv povedat, kolko z pity ti ostalo. Odpovie$ mi vsak nespravne, hodim celu
pitu mackam, ktoré uz nervézne zobra pod tvojimi nohami.“

Skuste sa teraz aj vy zamysliet nad danou ulohou a zistite obsah plochy, ktora vojakovi ostala. Podari sa vam to
alebo vasu porciu hodia mackam?
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5cm 15cm 5cm

1.4 Komplikované Mocenské Spory (x < 5) kategérie alfa a beta

V case vojny sa Casto aj nemyslitelné stava skuto¢nostou. Bolo tomu tak aj v ¢ase grécko-perzskych vojen, kedy
Aténc¢anom pod velenim Temistokla prisli na pomoc v tazeni proti Perzanom aj ich thlavni nepriatelia - Spartania,
pod velenim generala Pausania. Samozrejme, Ze proti sile ich spojenych armad nemali Perzania $ancu a utrpeli
pri Platajach zdrvujticu porazku. Po vojne je v§ak potrebné vitazstvo nielen dobre oslavit, ale si aj rozdelit vojnova
korist. KedZe Perzania po sebe ni¢ nezanechali, ostavalo si uz len rozdelit znovudobyté tzemie.

Temistokles aj Pausanius boli obaja prakticki muzi ¢inu. Preto sa rozhodli rozdelit si dobyté uzemie v tvare troju-
holnika ABC ¢o najkonvencnejsie. Chceli by ho rozdelit na dve polovice, s rovhakym obsahom tak, Ze ho na mape
prerezu jednym rezom, ktory bude rovnobezny so stranou AB trojuholnika ABC.

K dispozicii vSak v tabore maju iba pravitko a kruzidlo.
o Pravitko dokaze zobrat dva body a narysovat priamku veducu cez tieto dva body.
o Kruzidlo dokaze spravit kruznicu v nejakom bode s polomerom rovnym vzdialenosti nejakych dvoch bodov.

Generdli teraz stoja pred tazkym rozhodnutim rozrezat izemie na dve rovnako velké casti. Pomozte im najst
pomocou pravitka a kruzidla taka priamku, ktora je rovnobezna so stranou AB trojuholnika ABC a deli ho na dve
Casti s rovnakym obsahom. !

1.5 Kadekde Myslitel Skriabal (x < 8) kategorie alfa a beta

1

Aristoteles raz isiel popod most v Aténach, ked tu zrazu skrikol "Heuréka!”, zobral najbliz$i kamen a vytesal > do

kamenného piliera ststavu rovnic
+pry=at+ Byt =a+ i+

Najdite vietky kladné realne trojice a, f3, y, ktoré spliajti Aristotelovu rovnost.

Ak stesas podobnym typom tloh este nestretli moze vam pomdoct kratky text na stranke: https://kms.sk/ako_riesit/konstrukcne_-
ulohy/

YJeho akt sa napadne podobd tomu, C¢o od neho nehanebne skopiroval Hamilton o 2000 rokov neskér
https://en.wikipedia.org/wiki/Broom_Bridge
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1.6 Kadekto Musel Stat kategorie alfa a beta

Sucastou vecerného zivota Grékov boli aj divadelné predstavenia v amfiteatroch. Vzdy pred predstavenim sa pred
amfiteatrom tvorili dlhé rady, no ani dlzka radov neodradila gréckych dzentlmenov od bonténu.

Do radu prislo naraz 30 Grékov — damy aj pani. Na zaciatku kazdej minuty kazdy pan, ktory mal hned za sebou
damu, tuto damu pustil pred seba (vymenil sa s iou). Dokazte, ze po 30 minutach boli vietky damy pred vietkymi
panmi a to bez ohladu na to, ako vyzeral rad na zaciatku. Panov a dam mdze byt rozny pocet.

1.7 Kompletne Marny Sizyfos kategorie alfa a beta

Po vystati radu sa zacalo divadelné predstavenie o Syzifovi. Bohovia udelili Syzifovi za trest tlacenie kamena do
kopca. V nulty den vytlacil Syzifos kamen do nejakej vysky, no na konci dna sa mu skotulal o kus nadol. V prvy
den znovu vytlacil kamen do nejakej vysky a vecer sa mu opit skotulal. Takto Syzifos pokrac¢oval do nekonecna...
Mame danu nekone¢nd postupnost ay, a;, a, ... realnych cisel takd, ze pre kazdé kladné celé ¢islo n plati
(ap-1 + ays1)/2 > a,. Dokdzte, ze pre vietky kladné celé ¢isla n plati

ag + dyi N a+a,+..+a,

2 n

1.8 Kompetitivha Majestatna Sutaz kategéria beta

Este vyznamnej$im podujatim ako divadelné predstavenia boli olympijské hry. V starovekom Grécku mali vsak
nezvycajny systém bodovania.

Olympijskych hier sa zti¢astnilo 21 timov. Kazd4 (neusporiadand) dvojica timov hrala proti sebe prave raz. Ziaden
zapas neskoncil remizou. Po kazdom zapase dostal porazeny tim 0 bodov a vitazny tim tolko bodov, kolkokrat
pred tym celkovo prehral. Najdite vSetky celé ¢isla n > 2, pre ktoré mohli olympijské hry prebehnut tak, aby kazdy
tim skoncil s rovnakym nenulovym poc¢tom bodov.

1.9 Kruhy Myslitela Syrakaz kategoria beta

Jeden z rimskych vojakov vtrhol prave do domu Archimeda a nasiel ho pri tom, ako do piesku kresli matematické
diagramy. Archimedes, ktory si v pohrtzeni neviimol ani pritomnost vojaka, na to nakoniec doplatil. Riman
mu zakazal kreslit a vtedy fyzik vyslovil slavnu vetu: ,,Noli tangere circulos meos!*, ¢o v preklade znamena: ,Ne-
dotykaj sa mojich kruhov!.“ Vraj to boli posledné slova, ktoré vyriekol pred svojou smrtou (vojak ho prebodol
mecom).” Pri tomto znamom Archimedovom vyroku ,,Neruste moje kruhy* islo o kruhy nasledovné:

V trojuholniku ABC, kde plati |AC| < |AB| < |BC|, lezia na stranach AB a BC postupne body K a N tak, ze plati
|[KA| = |AC| = |CN]. Priamky AN a CK sa pretinaji v bode O. Bod M lezi na strane AC tak, ze OM je kolmé na AC.
Dokazte, ze kruznice vpisané trojuholnikom ABM a CBM sa dotykaju.

3Zdroj: https://sk.wikipedia.org/wiki/Archimedes_zo_Syrakuz
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1.10 Kontradikcio Monotheism Superlatif kategéria beta

Nad starovekymi Grékmi bdelo nespocetné mnozstvo bohov. Zapamitat si vSetky tie ich mena je priam nemozné.
Ani my si ich nepamétame. Preto miesto mien ich budeme volat ¢islami. Taky Zeus, vladca Olympu, mal ¢islo
5, ktoré ma nasledovnu zaujimavu vlastnost. Vieme ho vyjadrit ako stucet aj sucin piatich celych ¢isel, ktoré su v
oboch pripadoch rovnaké 5=5-1-1-(-1)-(-1) =5+ 1+ 1 -1 - 1. Z toho dévodu Zeus byval na Olympe len s
bohmi, ktori mali tuto vlastnost tiez.

Nédjdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré existuje n (nie nutne roznych) celych cisel, ktorych sucet aj sucin je
rovny n.

https://www.kms.sk/ 8 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

	Pravidlá
	Všeobecné informácie o korešpondenčnom matematickom seminári
	Kategórie ALFA a BETA
	Kategória ALFA
	Kategória BETA
	Riešenia za 5 bodov
	Pozývanie na sústredenia
	Pokyny pre riešiteľov
	Elektronické posielanie riešení

	Zadania
	1.1 Kotúľanie Malebných Šutríkov ("κ1)
	1.2 Kreslíme Malé Štvorce ("κ2)
	1.3 Kalokagatia Mestskej Spoločnosti ("κ3)
	1.4 Komplikované Mocenské Spory ("κ5)
	1.5 Kadekde Mysliteľ Škriabal ("κ8)
	1.6 Kadekto Musel Stáť
	1.7 Kompletne Márny Sizyfos
	1.8 Kompetitívna Majestátna Súťaž
	1.9 Kruhy Mysliteľa Syrakúz
	1.10 Kontradikció Monotheism Superlatif


