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Zadania 3. kola zimnej Casti
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3.1 Koniec Matfyzného Stadia (x < 1) kategoria alfa

Po tom ako Kubko krvopotne dokon¢il stidium na MatFyze, rozhodol sa vybrat sa na dovolenku do Japonska.
A veru, ze sa aj vybral. Cestovnou kancelariou, ktora mala takéto pekné logo. Jeden by povedal, ze by sa z neho
dala spravit aj pekna tloha...

Je dany pravidelny' $estuholnik ABCDEF s obsahom 1cm?. Priamky CD a EF sa pretnt v bode G. Néjdite obsah
trojuholnikov ABG a BCG.

3.2 Kocky Mihom Skladame (x < 2) kategoria alfa

Pocas letu do Tokia si Kubko nasiel kamarata menom Rjoici. Cesta ale bola dlha, a preto, ked leteli nad Kazachsta-
nom, navrhol Rjoici, aby si zahrali hru kocky a vytiahol 2020 kociek (nie nutne réznych velkosti), z ktorych kazda
bola zlepend z nejakého poctu (mozno aj jednej) malych kocéciek s dlzkou hrany 1 cm. Kubko skor, ako sa s nimi
zacali hrat, zistil, ze ich dokaZze poukladat tak, Ze z nich posklad4 jednu velkt kocku, ktorej hrana mé dlzku n cm.
Négjdite najmensiu moznu hodnotu n, pre ktoru tato situdcia mohla nastat.

3.3 Kruhovy Magicky Symbol (x < 3) kategéria alfa a beta

Ked Kubko pristél v Tokiu, bol ohtreny. Vsade okolo videl pokémonov, a to dokonca aj takych, o ktorych ani
samotny Jozo nepocul. Nedavny rozmach pokémonov dospel az do §tadia, ked pre kazdé kladné celé ¢islo existoval
prave jeden pokémon. Dokonca, sa medzi pokémonmi rozmohol $pecialny druh evolucie, v ktorom sa z dvoch
pokémonov stane jeden novy. V starom chrame nasiel Kubko o tejto evolucii nasledovné zapisky:

l.aa=a+2,

2.a0b=b®a,
3 a® (a+b) a+b

a®b b

Rozlustil, Ze a ® b znaci ¢islo pokémona, ktorého dostaneme spojenim pokémonov s ¢islami a, b. V zapiskoch sa
teda pise:

1. Ked spojime dvoch pokémonov s rovnakym ¢islom, vysledkom je pokémon s ¢islom o 2 va¢sim.
2. Pri spdjani dvoch pokémonov nezalezi na poradi, v ktorom ich spajame.

3. Prelubovolné kladné celé ¢isla a, b plati: Ak zoberieme ¢islo pokémona vzniknutého spojenim pokémonov
s ¢islami a, a + b a vydelime ho ¢islom pokémona vzniknutého spokenim pokémonov a, b, dostaneme
rovnaké (racionalne) ¢islo ako (a + b)/b.

Pokémona s akym ¢islom dostaneme, ak spojime pokémonov Wartortle (¢islo 8) a Charmeleon (¢islo 5)?

!vSetky strany st rovnaké a vietky uhly st rovnaké
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3.4 Kvitne Mi Sakura (x < 5) kategdrie alfa a beta

V druhy den svojho pobytu sa Kubko vybral do Osaky navstivit ten povestny hrad, ktory zohraval délezitu rolu pri
zjednoteni Japonska v Sestndstom storo¢i. Hned na prvy pohlad ho uputali prekrasne sakurové zahrady ¢rtajtice
sa pod hradbami mohutného hradu, ako aj rovnostranné vlajky klanu Tojotomi. Prave tieto vlajky nas inSpirovali
k dalsej ulohe. Verime, Ze sa vam bude pacit.

Je dany rovnostranny trojuholnik ABC. Na strane AB lezi bod D, r6zny od bodov A, B. Na polpriamke opac¢nej k
polpriamke AC lezi bod E tak, ze |BD| = |AE|. Dokazte, ze |DE| = |DC|.

3.5 Kultovy Miestny Sach (x < 8) kategorie alfa a beta

Pocas prehliadky hradu zvnutra sa Kubko trochu nechal strhnut krasou fresiek na stenach a putavymi slovami
sprievodkyne. Najviac ho v$ak zaujalo, ked sprievodkyna zacala rozpravat o japonskom $achu, ktory hravali ja-
ponski Soguni a Daimjévia.

V japonskej verzii $achu existuje figtrka strieborného generala, ktora vie byt otocena jednym zo $tyroch zaklad-
nych smerov. Strieborny general ohrozuje policka, ktoré s nim susedia diagondlne a jedno policko pred sebou
(podla toho, ktorym smerom je otoceny). Kolko najviac figurok Striebornych generalov je mozné umiestnit na
$achovnicu 8 x 8 tak, aby ziadna figtrka strieborného generala neohrozovala int figirku?

3.6 Konsky Mitaca Stranka kategorie alfa a beta

Na hoteli Kubka ako nového ucitela ¢akala prva prednaska tohto $kolského roku. Distan¢né vzdelavanie je vak
svina. Ked sa Kubko snazil nakreslit zadanie geometrickej tlohy na jednej internetovej stranke, ktora poskytuje
zdielanu tabulu, zistil, Ze to nie je Ziadna sranda. Kruznice sa tam kreslia vazne blbo. A este k tomu vpisat troju-
holniku kruznicu? No nazdar!

Aplikacia dovoluje robit nasledovné kroky:

1. Vyznacit bod v rovine, na priamke, na kruznici, na priese¢niku dvoch utvarov alebo dotykovy bod.
2. Vyznacit dva body a narysovat nimi priamku.

3. Vyznaditdvabody K, L ajednu z dvoch polrovin urcenej priamkou KL a narysovat kruznicu, ktora je vpisana
do stvorca so stranou KL, ktory sa nachddza vo vyznacenej polrovine. (V tomto kroku sa narysuje len
kruznica, $tvorec sa nenarysuje.)

Vie pomocou uvedenych krokov vpisat Kubko do trojuholnika ABC kruznicu, a to bez ohladu na volby bodov A,
B, C?
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3.7 Kvalitny Mimoriadny Sejf kategorie alfa a beta

Kubka mrzelo, Ze pocas prvej online prednasky sa rozpraval len s ¢iernym monitorom, lebo $tudenti sa rozhodli
nezapnut kamery na svojich pocitac¢och. Rozhodol sa preto si precistit hlavu ve¢ernou prechadzkou po vychyrene;j
zelezni¢nej stanici Sindzuku. Sadol si na lavicku a sledoval odchddzajtice vlaky. Zrazu sa vedla neho ktosi vrhol na
lavicku a zacal naddvat. Kubko sa nezndmeho perfektnou angli¢tinou opytal, v éom je problém. , Tu na Sindzuku si
¢lovek moze uschovat cennosti do skriniek na zamok,“ vysvetlil neznamy. ,,Ale ja som svoj klucik stratil a musim
zodpovedat bezpecnostnu otazku, aby mi zamestnanci skrinku odomkli. A kedZze som ultra hliupy, dal som si ako
hadanku matematickt tlohu a zabudol som jej riesenie.“ Kubko ho s potesenim ubezpecil, Ze to nebude najmensi
problém.

Cudzincova hadanka znie nasledovne: D4 sa pre kazdu dvojicu nenulovych raciondlnych &isiel (g, b) najst dvojica
prirodzenych &isiel m, n takych, ze (am + b)? + (a + nb)? je prirodzené ¢&islo?

3.8 Konec¢nu Misku Schlamstnem! kategoria beta

,», Vdaka za pomoc, ja som Jotaré Hamata, vystrel ku Kubkovi ¢lovek ruku na znak vdaky. ,, Pozyvam vas na misku
alebo dve horticeho oyakodonu.” Ked zapadli do o$umelej kr¢micky pod stanicou, vysvitlo, Ze tych misiek nebude
len jedna ¢i dve.

Na stole je viac ako »n? misiek, kde # je kladné celé ¢islo. Kubko sa s Jotarom rozhodol zahrat si hru o to, kto
vychlipe poslednt misku so stavnatou rybou. Ako prvy bude chlipat Kubko a nasledne sa s Jotarom striedaju v
tahoch. Hra¢ na tahu musi vychlipat m misiek, pri¢om m splita jednu z nasledovnych podmienok:

e m=1.
e 1 <m < nazaroven m je prvocislo.
« m je nasobkom Ccisla n.

Vyhrava ten, kto vychlipe $pecidlnu poslednt misku’ so $tavnatou rybou. Dokézte, ze Kubko ma vitaznu stratégiu.

?Podla davnej tradicie vsak tito misku je mozné vychlipat az ako poslednt, zo vietkych na stole. Preto sa tiez vol4 posledna miska.
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3.9 Komplikaciu Ma Shinji kategoria beta

Ked dojedli, spokojne sa opreli vo svojich isu a uvolnili si opasky. ,,Docuj,” povedal Jétard. ,,Pomohol by si mi
este s jednym problémom? Ak mi da§ pomocnu ruku, za odmenu ti prezradim zmysel Zivota.” Kubko poomalal
jeho ponuku na jazyku a nakoniec prikyvol.

Sadli teda do Jétarovho auta a odviezli sa do akejsi podzemnej futuristickej zakladne. VSade monitory, herné
konzoly, pocitace, auta Nissan a hlavne rad obrovskych robotov. ,,Problém je v tom, Ze nevieme dostat Shinjiho
do robota,” vysvetlil Jotaré. ,,On je totiz trosku divny a ma takd podmienku, ktoru treba splnit, aby vstupil do
robota. Ja by som chcel vediet, ktoré z tychto robotov podmienke vyhovuji. Tiez mi rovno pomdz nieco Shinjimu
dokazat.*

Roboty su ¢islované zaradom 1, 2, 3.... Shinji si vymyslel $pecidlnu funkciu f{(x), ktord zoberie bindrny zépis® ¢isla
x, vymeni vSetky jednotky za nuly a naopak, a prevedie vysledok do desiatkového zapisu, o je jej funkénd hodnota
pre x. Napriklad f(23) = 8, lebo 23 = 10111,, teda f(23) = 01000, = 8;¢. Shinji potrebuje, aby ste dokazali, ze pre
kazdé kladné celé n plati nerovnost

J1) +f(2) - flm) <

Dokazte, ze Shinjiho nerovnost plati pre kazdé kladné celé ¢islo n, a nasledne zistite, pre ktoré » plati rovnost.

3.10 Kdéan Mysteriozneho Spoloc¢nika kategoria beta

Kubko, byvsi tou matematickou legendou, za ktort ho vsetci povazuju, tlohu vyriesil lavou prednou. Jotaré Ha-
mata uznanlivo pokyval hlavou a vydali sa spat do Tokia. Sadli do Jétarovho auta a vyrazili. Jotaré chvilu Soféroval
mlc¢ky a potom sa opytal: ,,Bude ti vadit, ked si pustim hudbu? Pri Soférovani ma upokojuje.“ Kubko pokyval
hlavou, Ze mu to v najmensom neprekaza. Jotard vybral z naprsného vrecka kazetu a vlozil ju do obstarozného
prehravaca. Autom sa rozlahli teplé tony niekoho menom Takasi Jodimacu (ako Jotaré Kubkovi vysvetlil). O pol
minuty na to auto zastalo a kazeta stichla. Stali pred Kubkovym hotelom. Nebo bolo plné hviezd, ktoré zial kvoli
svetelnému smogu nebolo vidiet, a noc vonala tajomstvom. Jdtard sa oprel a Gplne zbytocne zasepkal: ,Sme na
mieste.“ Kubko prikyvol a zahladel sa na obzor. Spolo¢ne mlcali. Jétaré napokon pootvoril tsta a potichu, ako
ked kladiete niekoho srdcu blizkeho do postele, posepkal: , To, ¢o ti teraz poviem, ti mozno pride kryptické. Ale
verim, Ze raz si uvedomis plnu dolezitost mojich slov a vtedy si na mna spomenies.“ Kubko nevedel, ¢o odpove-
dat, tak mlcal. Jotar6 trochu bubnoval prstami po volante a napokon Kubkovi prezradil zmysel Zivota, prezradil
mu ho v otazke, ktora Kubka matala az do rana, a potom aj pocas celého letu spat domov a ktovie ako dlho este:

~Existuje nekonecne vela kladnych celych ¢isel n, pre ktoré je ¢islo (2020n)! delitelné ¢islom n! + 12

*bindrny z4pis je postupnost 0 a 1 za¢inajtica 1 okrem pripadu, kedy f(x) = 0
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