\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLIII. ro¢nik, 2021/2022 @@
Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili $tudenti, ucitelia a ostatni matematicki nadSenci!

Dostavate do rik tvodny letak letnej casti 43. ro¢nika Korespondencného Matematického Seminara (KMS). Tato
stutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich ma-
tematickych schopnosti a logického myslenia. Zruc¢nosti a skiisenosti ziskané pri rieSeni tohto semindra, pripadne
pri ucasti na zaverecnom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO).

Mladsim a za¢inajucim $tudentom je urcéena kategdria ALFA, pre star$ich a skisenejsich je kategéria BETA. Kazdy
moze, samozrejme, v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategdrie. Podrobnejsie informacie o jednotlivych ka-
tegdriach najdete v pravidlach. Pre tych, ktori maju vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO kate-
gorie A, je urceny seminar iKS (Medzinarodny koresponden¢ny seminar), ktory organizuju vedici KMS v spolu-
praci s ¢eskymi kolegami z Matematického korespondencniho seminafe. Tento seminar ma velmi $pecificky ciel,
ktorym je priprava studentov na CK MO-A a aj na Medzinarodnu matematickt olympiadu. Blizsie informacie
o nom najdete na stranke www. iksko.org.

Ak mate akékolvek otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kns. sk, pripadne ich
poslite pisomne na adresu uvedend pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla

VSeobecné informacie o koresponden¢nom matematickom seminari

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci $kolského polroka. Na
konci kazdej casti budu najispesnejsi riesitelia pozvani na zaverecné sustredenie. Kazda cast pozostava z troch
kol uloh. Zadania jednotlivych kol ndjdes na stranke https://kns.sk/ulohy/ vzdy aspon mesiac pred terminom
odovzdania daného kola. Ulohy 1 az 8 budu obodované po¢tom bodov od 0 po 9, tilohy 9 a 10 po¢tom bodov od
0 po 10. Okrem toho v niektorych $pecialnych pripadoch (popisané nizsie) mo6zu byt ulohy obodované aj od 0 po
5.

Body sa udeluju aj za ¢iastkové ¢i netiplné rieSenia. Za kazdé kolo sa riesitelovi do poradia zapocita 5 uloh s naj-
vac¢sim bodovym ziskom.

Kategorie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel, ktoré ulohy mozes riesit, potrebujes poznat svoj koeficient k. Tento koeficient si mo6ze§ vypocitat
ako x = r+ u + c. Cislo r je tvoj ro¢nik, &islo u je pocet tvojich uspesnych semestrov a &islo ¢ je pocet tvojich
uspesnych ucasti na celostatnom kole Matematickej olympiddy. Semester povazuj za uspesny, ak sa ti pocas neho
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podarilo ziskat pozvanku na ststredenie KMS alebo si sa ho ztcastnil ako ndhradnik. Tvoj ro¢nik je prepocitavany
podla poctu rokov do maturity tak, aby maturant mal ro¢nik 4, teda napr. prvaci 5-ro¢ného $tidia maji ro¢nik 0.

Kategdriu ALFA mozu riesit len Studenti, ktori sa neztcastnili celostatneho kola matematickej olympiady a ktorych
koeficient x je najviac 3.

Kategoriu BETA mozu riesit vSetci Studenti. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej listine BETY objavia az po kole,
v ktorom posla aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategoria ALFA

Pre riesitelov kategorie ALFA st uréené tlohy 1 az 7. Ulohu ¢&islo 1 mézu sttazne riesit len studenti s « < 1 a tlohu
¢islo 2 len $tudenti s x < 2. Ostatné ulohy (3 az 7) mozu riesit vsetci rieSitelia kategorie ALFA.

Kategoria BETA

Pre riesitelov kateg6rie BETA st uréené ulohy 3 az 10. Ulohu &islo 3 mozu stitazne riesit len Studenti s x < 5, ale
dostanti za fiu najviac 5 bodov (popisané nizsie). Ulohu &islo 4 mozu sutazne riesit len Studenti s x < 5 a tulohu
¢islo 5 len $tudenti s x < 8. Ostatné ulohy (6 az 10) mo6zu riesit vietci rieSitelia kategorie BETA.

RieSenia za 5 bodov
Koeficient « urcuje, ktoré tlohy moze riesitel sitazne riesit (ostatné ulohy moze riesit tiez, no nebudu zaratané do
vysledného poradia). Okrem toho moze riesitel za najviac 5 bodov riesit nasledujtice tlohy, aj ked mu to koeficient
nedovoluje:

« uloha s najvy$sim poradovym ¢islom, ktoru koeficient riesitelovi nedovoluje riesit

« uloha ¢islo 4
Napriklad:

o riesitel s koeficientom 5 nemoze sutazne riesit tlohy 1 a 2, v tlohe 3 vie ziskat 5 bodov, v tlohach 4 az 8 vie

ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

« riesitel s koeficientom 9 nemoze sttazne riesit ulohy 1 az 3, v ulohach 4 a 5 vie ziskat po 5 bodov, v tlohach
6 az 8 vie ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

Bodovanie tychto tloh funguje tak, Ze opravovatel ohodnoti ulohu od 0 po 9 bodov ako zvycajne, ale riesitelovi sa
do suctu bodov z nej zapocita len polovica bodov zaokruhlena nahor.

Pozyvanie na sustredenia

Po kazdej casti, zimnej aj letnej, sa uskuto¢nia dve sustredenia pre najuspesnejsich riesitelov oboch kategérii ALFA
a BETA. Na kazdé z nich bude pozvanych aspon 36 najlepsich riesitelov prislusnej kategorie. Ostatni riesitelia
mozu byt pozvani ako nahradnici. V rdmci jednej ¢asti je mozné zucastnit sa najviac jedného ststredenia.
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Pokyny pre riesitelov

Ulohy rie§ samostatne. RieSenie kazdej tlohy riadne zdovodni. V pripade, Ze v Casti &i celom rieseni po-
uziva$ odbornu literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu, pripadne odkaz na
internetovu stranku, ak si ¢erpal z internetu. Samozrejme, aj v tomto pripade zasli kompletné rieSenie. Za
rieSenie vyuzivajuce vypoctovu techniku spravidla nedostanes$ vela bodov.

Odporuacame Ti pozriet stranku Ako riesit ulohy v KMS na adrese www.kms.sk/ako_riesit/, kde najdes nie-
kolko uzito¢nych rad.

Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posiela rieSenia postou z izemia mimo Slovenskej re-
publiky, treba to stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. Riesenia odoslané po termine odoslania
(rozhodujuca je peciatka na obalke) spdsobuji zna¢né organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo
udelit nula bodov za vsetky riesenia odoslané po termine.

Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek rieSenie odovzdané organizatorom osobne.

Riesenie kazdej tlohy pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdej alohe uved svoje meno, triedu, skolu
a adresu! Vitané su aj rieenia v anglictine, cestine a rieenia pisané v TgXu. Z organizacnych dovodov
nebudu opravované rieSenia pisané v inych jazykoch.

Na nasej stranke www.kns.sk/tenplate si moze$ stiahnut a vytlacit predlohy pre riesenia.

Riesenia pi$ ¢itatelne. Ak nebudeme schopni precitat ¢ast tvojho riesenia, vyhradzujeme si pravo neudelit
ti za ta cast body. Moze§ zvazit pisanie rieSenia na pocitaci.
Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

Opravené, obodované a okomentované rieSenia s pripadnou dal$ou korespondenciou ti mézu byt zasielané
domov, na internat alebo na int adresu (napr. do $koly). Nezabudni vSak v navratke uviest presnu adresu,
kam chces dostavat postu.

Po termine kola mo6ze$ na nasej stranke najst navody, prip. aj videonavody, ktoré ti pomo6zu (nesutazne)
doriesit ulohy, s ktorymi si mal/-a problém. Nasledne tam zverejnime aj vzorové rieSenia.

Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor staznost na e-mailovu ad-
resu kns@knms . sk spolu s oskenovanym rieSenim v prilohe. Ziadost mo6zes$ poslat aj pisomne na nasu adresu,
ktoru najdes v hlavicke letaku. Nezabudni k nej prilozit aj original sporného riesenia.

Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idealny spdsob je zaslanie e-mailu na kms@kns . sk.

Elektronické posielanie rieseni

Svoje rieSenia moze$ odovzdat aj v elektronickej podobe na nasej stranke. Presny navod na ich odovzdavanie
ndjdes$ na stranke www.kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie rieSeni platia nasledovné pravidla:

Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania kola o 23:59. Po tomto case uz elektronické posie-
lanie nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.

Akceptované su iba rieSenia vo formate pdf pisané na pocitadi, pripadne naskenované, pre kazdu alohu
jeden subor. Priich tvorbe odporicame pouzit TgX alebo export do formatu pdf z inych aplikacii. Moze$
pritom vyuzit predlohy, ktoré ndjdes na nasej stranke www. kms. sk/template. Ak posielas oskenované riesenie,
daj si pozor, ¢i nie je prili§ tmavé a ¢i je Citatelné.
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» Nezabudni v hlavicke rieSenia uviest svoje meno, triedu, $kolu a adresu!

« Pokial na nadej stranke vyplni$ vietky potrebné udaje (pozri si navod na www.kms.sk/eriesenia), nemusis
posielat postou papierovd navratku.

Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2021/2022 - poslat spolu s 1. kolom!

Meno a priezvisko: .......... .. ..ol Datum narodenia: ........... .. .. .. il
SKOLA: . ettt e
Rokmaturity: ....... ... i Trieda:. ...

Pocet ucasti na celo$tatnom Kole MO ... it e .

Adresa dOmMOV: . ittt
Adresa pre postu (domov — 8kola —Ind): ... . e
Tel. dOmMOV: ..ot mobil (vlastny): ...... .. ..
E-INIAIL L.

Svojim podpisom davam podla § 11 a nasl. zdkona ¢. 122/2013 Z.z. o ochrane osobnych tudajov svoj vyslovny
suhlas so spravou, spracovanim a uchovanim svojich osobnych udajov, ktoré poskytujem obcianskemu zdruzeniu
Trojsten. Poskytujem dobrovolné udaje s tym, Ze tieto udaje mozu byt spracované pre (i) ich interné vyuzitie v
ramci obc¢ianskeho zdruzenia Trojsten za ti¢elom vyhodnotenia uchadzacov o program (ii) za ucelom vytvarania
databazy uchadzacov pre tcely dalsej spoluprace so studentom. Beriem na vedomie a stihlasim s tym, ze Trojsten
moze moje udaje dlhodobo uchovavat a spractvat za ucelom poskytovania studentskych prilezitosti alebo inych
odbornych alebo spoloc¢enskych aktivit ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten. Sthlas je dany na dobu nevyhnutnu na
dosiahnutie ucelu spracovania a je ho mozné kedykolvek pisomne odvolat.

Podpis: ...
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Zadania 1. kola zimnej Casti
Termin odoslania 4. 10. 2021 (pre zahranicie 1. 10. 2021)
V pripade otazok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

1.1 Kde Mam Snubenicu (x < 1) kategoria alfa

Tarzan stoji na vrchole stromu vysokého 24 m. Chce sa dostat za svojou snuibenicou Jane na vrchol stromu, ktory
je vysoky 20 m. Pne tychto stromov su vzdialené od seba 24 m a niekde medzi tymito dvoma stromami stoji treti,
z ktorého vo vyske 28 m vychddza liana. Tuto lianu drzi Tarzan na svojom strome a chcel by sa zhupnut ku Jane
tak, aby sa po liane nemusel Splhat hore ani dolu. V akej vzdialenosti musi byt pen prostredného stromu od pna
Tarzanovho stromu, aby sa to Tarzanovi podarilo?

1.2 Krasnu Mame Svadbu (x < 2) kategoria alfa

Tarzan a snubenica sa vybrali za kanianskou vesticou, aby im poradila so svadbou. Ta im povedala, ze ich svadba
bude kréasna, len ak bude spliiat velmi $pecidlne podmienky. O pocte hosti (h), pocte chodov (c) a pocte svadob-
nych darov (d) musi platit:

h+c+d=47,
h-c=d,

pri¢om vsetky tri ¢isla su kladné a celé. Néjdite véetky mozné hodnoty (h, ¢, d) tak, aby Tarzan a snubenica mali
krasnu svadbu.

1.3 KaPor Medzipolia Spaja (x < 3) kategérie alfa a beta

Po krasnej svadbe nasleduje navsteva katastralneho portalu (KaPor), aby novomanzelia uspesne spojili svoje ma-
jetky. Tarzan ma v rovine pole v tvare rovnostranného trojuholnika s obsahom §; a Jane pole v tvare rovno-
stranného trojuholnika s obsahom S,. Skonstruujte pomocou pravitka a kruzidla' pole v tvare rovnostranného
trojuholnika, ktorého obsah bude S; + S,.

1.4 Ked Motyka Streli (x < 5) kategorie alfa a beta

Kazdy moze sttazit, no nie kazdy moze pracovat na poli. Tarzan so snibenicou potrebovali okopat novovzniknuté
pole, no prihlésilo sa im az privela algebraikov.

Pre pochybenie tiradov ma pole tvar stvorc¢ekovej mriezky n x n, kde n > 2. Na niektorych polickach su algebraici,
pricom ziadni dvaja nie si na tom istom policku. Kazdy algebraik kope motykou v jednom policku, otoceny
jednym zo Styroch smerov rovnobeznych so stranami pola. Problémom je, Ze ob¢as motyka vystreli. Potom leti v
smere, ktorym je algebraik otoceny, az vyleti z pola von alebo zasiahne iného algebraika. Kolko najviac algebraikov
mozZeme na pole umiestnit tak, aby s istotou nikto nebol zasiahnuty, ked motyka streli? Umiestnenim algebraika
urcujeme aj to, ktorym smerom bude otoceny.

! Ak ste sa s podobnym typom tloh eite nestretli, mdze vim pomdct kratky text na stranke: https://kns.sk/ako_riesit/konstrukcne
ulohy/.
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1.5 Krasni, Mudri, Skromni (x < 8) kategérie alfa a beta

Tarzan a Jane maju deti. Kazdé dieta ma tri vlastnosti, krasu, mudrost a skromnost, a kazda z vlastnosti mé nejakua
celociselnt hodnotu. Dieta, ktorého krasa, madrost a skromnost s postupne rovné k, m a s, nazyvame poslusnym,
ak jeho vlastnosti splnajui nasledovné podmienky:

o k, m, s tvoria rasticu aritmeticka postupnost, tedam —k =s—m > 0,
o K2+m?+s=m(m-k)(s—m).

Najdite vsetky trojice (k, m, s), ktoré mo6zu byt vlastnostami poslugného dietata.

1.6 Konecnost Matriky Spochybiujem kategorie alfa a beta

Kazdy uradnik v Kanianke je spolahlivy alebo nespolahlivy. Tarzan potrebuje zapisat svoje deti na matrike. Zial,
jemu priradeny uradnik je nespolahlivy. Navy$e kazdy uradnik v Kanianke posle svojho zdkaznika za svojim
najoblubenejsim kolegom. Jeden uradnik moze byt najoblubenejsi pre viacero svojich kolegov. Nazory uradnikov
sa v ¢ase nemenia, teda dany uradnik ma cely Zivot toho istého najoblubenejsieho kolegu. Pre kazdé prvocislo
p plati, Ze po tom, ako bol Tarzan poslany p-krat za dal$im tradnikom, sa nachadza u spolahlivého uradnika.
Podobne pre kazdé kladné celé ¢islo #, ktoré nie je prvocislom, plati, Ze po tom, ako bol Tarzan poslany n-krat za
dal$im uradnikom, sa nachadza u nespolahlivého tradnika. Dokazte, Ze iradnikov v Kanianke je nekonecne vela.

1.7 Kolace Mame Sustredné kategérie alfa a beta

Snubenica varila obed. Povedala si, Ze osie hniezda zneju fajn. Osie hniezdo vyzerd ako kruznica k;, ktora sa
nachdadza vnutri kruznice k,, pricom obe kruznice maja spolo¢ny stred. Na kruznici k, lezia dva body A, B tak, ze
AB nie je priemerom kruznice k;. Polpriamka AB pretina kruznicu k, v bode C. Doty¢nica ku kruznici k; v bode
A a doty¢nica ku kruznici k, v bode C sa pretinaju v bode P. Z bodu P spravime druhud doty¢nicu ku kruznici
k,, ktora sa jej dotkne v bode D (kde D # C). Do kuchyne vletela osa Amoska Pichlava, no deti jej neverili, Ze je
skuto¢ne osa. Dokazte, ze AP je osou uhla BAD.

1.8 Kanianske Metro Spojazdnené kategéria beta

V Kanianke sa rozhodli zaviest metro. Kazda linka ma mat aspon $tyri zastavky a lubovolné dve linky maji mat
spolo¢nu prave jednu zastavku. Dokazte, ze pre kazdy taky navrh liniek mozno rozdelit zastavky na podzemné
a nadzemné tak, ze kazda linka bude obsahovat zastavky oboch typov.

1.9 Kalkulackou Manipulujeme Suciny kategéria beta

Deti nasli kalkulacku. Na zaciatku natukaju do kalkulacky ¢islo 1. V kazdom kroku si ndhodne vybert jedno
z ¢isel 3, 5, 8, 9 (kazdé s rovnakou pravdepodobnostou) a vynasobia nim ¢islo v kalkulacke. Tento krok potom
opakuju, kym sa nedostant k ¢islu, ktoré po deleni 13 dava zvysok 10 alebo 12. Tarzanko sa stavil, Ze tento proces
skon¢i na zvysku 10, Janka si zas vybrala zvy$ok 12. S akou pravdepodobnostou vyhra Tarzanko stavku’?

Kalkulacka nem4 obmedzeny pocet cifier, teda dokaZe zobrazit lubovolne velké &islo.
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1.10 Kultarny Mirov Seminar kategoria beta

V kultirnom dome v Kanianke si Miro spravil seminar o funkcionalnych rovniciach. Na zaciatku seminara si
z batohu vitazoslavne vytiahol papier s pripravenou funkcionalnou rovnicou. Papier sa mu vsak v batohu pokré¢il
a nebol viac rovny.

Nédjdite vSetky funkcie f: R — R také, Ze pre vSetky redlne ¢isla a, b plati nasledujuca nerovnost:

Aa)f(b) + flab) <a+b.
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