\\ KoreSponden¢ny matematicky semindr

. XLIII ro¢nik, 2021/2022 @@@
Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava

Zadania 3. kola letnej Casti
Termin odoslania 25. 4. 2020 (pre zahranicie 22. 4. 2020)
V pripade otazok k zadaniam nds nevahajte kontaktovat na kns@kns. sk.

3.1 KruZnicové Mariine Saty (k<1) kategdria alfa

...hned, ako do¢ita zadanie prikladu z Merlinovej knihy, sa pred nim zjavi portal, ktory ho tentokrat zoberie do
dielne Frantigka I. Lotrinského. Ten ho hned zapriahne do prace. Potrebuje totizto vystrihnut perfektnu kruznicu
na Saty pre Mdriu Teréziu.

Majme §tvorec REKT s priese¢nikom uhlopriecok L. Urcte polomer kruznice vpisanej trojuholniku KEL vzhladom
na dlzku strany $tvorca.

3.2 Kruh Mame Skazeny (x < 2) kategoria alfa

Krtko mu cely nateSeny ukaze kruh, ktory vystrihol. Avs$ak Franti$ek ho pocastuje: ,,Ved z toho ja Saty spravit
neviem!“ A hned zac¢ne Krtkovi vysvetlovat, Ze kruznica musi vhodné parametre:

¥ =12n+5

Naco sa hned Krtko zarazi, ze ved taka kruznica neexistuje. Ukazte, Ze mal Krtko pravdu a pre x,n € N nema
rovnica ziadne rieSenie.

3.3 Kociar Miesto Supravy (x < 3) kategorie alfa a beta

Franti$ek sa mu chce podakovat, a tak ho pozve k nemu domov do kralovského paldca. Zavedie ho ku kodiaru,
kde sa Krtko zacudovane opyta: ,,A ved ked si hovoril, Ze tento hrad je az vo vedlajSom meste, tak nepdjdeme
radsej vlakom? Nebude to rychlejsie a pohodlnejsie?“ , Vlakom?“ za¢udovane sa opyta Frantisek, ,,Co to je? Ako
to funguje? , Tak tu mi vlak nehrozi...* Krtko si smutne povzdychol a podujal sa Frantiskovi vysvetlovat, ¢o to
ten vlak je.

Na Zeleznic¢nej stanici v Krtkovom meste maju dve slepé kolaje, ktoré sa na jednom konci spajaja do jednej, kadial
pokracuje trat von z mesta. Na prvej kolaji stoji siprava vlaku pozostavajtica z rusna a n navzajom rozlisitelnych
vagonov. V jednom kroku mozu zelezniciari spravit nasledovny proces:

« rozpoja supravu na 1. kolaji na fubovolnom mieste;

« ru$en odtiahne vagdny, ktoré ostali za nim zapojené, von z mesta (teda najblizsie k mestu je vagon, ktory
bol predtym na 1. kolaji odpojeny od zvysku);

o rusen zactva na 2. kolaj a tym odtlaci vagony, ktoré boli odtiahnuté von z mesta, pricom ak sa na 2. kolaji
uz nachadzaju vagoény, tak ich k nim pripoji (teda sa pripoji vagon, ktory bol najblizsie k mestu);

o pokial este na 1. kolaji ostali vagony, rusen odpoja od vsetkych vagoénov na 2. kolaji a vrati sa naspat na 1.
kolaj, kde ho pripoja na vagény.
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Tento proces zelezniciari fubovolne opakuju, dokym vsetky vagény neskoncia na 2. kolaji.

Kolko réznych stiprav mozno tymto spdsobom zlozit?

Napriklad ak na zaciatku boli na 1. kolaji za rusniom vozne 1, 2, 3, tak Zelezniciari mohli napriklad najskor rozpojit
supravu medzi vozilami 2 a 3, potom odtiahnut vozne 1 a 2 von z mesta a nasledne ich presunut na 2. kolaj. Rusen
sa potom vrati na prvu kolaj, pripoji sa k nemu vozen ¢islo 3, vyjdu von z mesta a potom prejdu na druhu kolaj.
Na konci tak budu na druhej kolaji za rusnom vozne v poradi 3, 1, 2.

3.4 Kriza Miestneho Straznika (x < 5) kategorie alfa a beta

Ako prechadzaju hradnou branou, v§imne si Krtko straznika, ktory lezie po rebriku na vrch hradieb. Avsak rebrik
sa mu pomalicky zostuchava po stene dolu.

Rebrik dlzky d sa opiera o stenu. Vzdialenost spodku rebrika od steny je x. Potom sa posunie spodok rebrika o
vzdialenost x dalej od steny a vrch rebrika sa posunie o y; niz§ie. Potom sa posunie spodok rebrika znova o x,
vrch rebrika sa posunie o y, niz$ie a tak dalej. Postupnost ¢isel y; je rastica, klesajica ¢i konstantna? Urdi Cisla y;
v zavislosti od x a d.

3.5 Krtkove Malé Starosti (x < 8) kategérie alfa a beta

Franti$ek zobral Krtka do audiencnej siene, kde mala Maria Terézia prave poradu. Avsak miesto radenia sa o
problémoch krajiny jej radcovia nahanali jej 7 deti po celej sale. Nestastna pestinka len zalamovala rukami a
snazila sa stiahnut posledné dieta z rokovacieho stola. Potom, ¢o FrantiSek s Krtkom vosli, cisarovna Maria Terézia
ukazala prstom na Krtka a spytala sa: , To je ta nova pestunka?“ KedZe necakala na odpoved, Krtkovi nezostalo
nic¢ iné nez zacat chytat deti. Naraz dostal vynikajuci ndpad. Z tasky vytiahol pravidelny osemsten a zapiskal. Deti
zaujaté neznamym predmetom sa okolo neho zhrkli a Krtko sa pustil do vysvetlovania svojej hry.

Cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 napiSeme na steny pravidelného osemstena, kazdé prave raz, na kazdu stenu prave jedno
¢islo. Aka je pravdepodobnost, Ze Ziadne dve za sebou iduce ¢isla nie st napisané na stenach, ktoré maju spolo¢nua
hranu? Cisla 1 a 8 povazujeme tiez za za sebou iduce.

3.6 Kalkulacia Mokrosti Sadenic kategorie alfa a beta

Kym sa deti v pokoji hraju, Krtko ma ¢as a zapocuva sa do porady Marie Terézie. S jej poradcami sa snazi vyriesit,
kolko vody budu potrebovat na zavlahu severného (s), juzného (j), vychodného (v) a zapadného (z) kralovského
travniku. Krtko zaujaty tymto problémom vytiahne zapisnik a zac¢ina riesit dany problém.

Vyrieste sustavu rovnic pre redlne ¢isla s, j, v, z.
2j +4sj” + 25jv* + 25j2° = 0
2v+ 451 + 2s°v + 25v2" = 0
2z +4s2° + 2sj°z + 25172 = 0

Fevte s PP+ -1=0
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3.7 Kresba Modifikacie Skolstva kategorie alfa a beta

Ked sa im vdaka Krtkovi podari vyriesit problém so zavlahou, Maria Terézia vytiahne obrovsky papier a podujme
sa kreslit plan novej $kolskej reformy. Krtko, povzbudeny svojimi tispechmi, nezavaha ani na chvilu a okamzite sa
k nim pripoji.

Nech O je stred kruznice opisanej trojuholniku ABC. Kruznica opisana AOB pretina priamky BC a AC postupne
vbodoch Pa Q (P # B, Q # A). Dokazte, ze O je ortocentrum trojuholnika CPQ.

3.8 Konstanty Musime Skalovat kategoria beta

Krtko je tym uplne cely nadchnuty. Vsimne si, Ze aby to celé fungovalo, tak pre pocet vyucovacich hodin (h),
pocet ucitelov (1) a pocet predmetov (p) musi platit nasledujtci vztah.

Najdite vSetky nezaporné celé cisla h, u, p, pre ktoré

h! + 5% =7P.

3.9 Karticky Matematikov S¢itavame kategoria beta

Krtko sa rozlu¢il s kralovskou rodinou s tym, ze by sa uz mal vratit domov. Hoci uz velmi tuzil po svojej makkej
posteli, este sa rozhodol, Ze sa prejde do nedalekého mesta na trhy, aby si pohladal nejaky suvenir. Ako sa tak
prechadzal od jedného stanku k druhému, zaujal ho stanok s hrami.

Ked sa pri nom pristavil, predajca mu hned zacal ukazovat vsakovaké karticky s historickymi osobnostami, kde
kazda karticka mala priradené prave jedno prirodzené ¢islo. Ale Krtko mal uz histérie dost, a tak sa ho spytal, ¢i
nema nahodou nejaké matematické karticky. Na to mu predajca odvetil, Ze vSetky karticky, ktoré maji na sebe
Fibonacciho ¢isla' F; az Fg,,, maju na sebe vyobrazeného matematika. Krtko sa potesil a rozhodol sa, Ze si ich
kapi 2022. Ale ked zacal pocitat, kolko by ho to stdlo, tak zistil, Ze nema dost penazi. Preto prisiel so zaloznym
planom, v ktorom si kupi karticky s nejakymi prirodzenymi ¢islami tak, aby vsetky svoje vytazené vedel z nich
nascitavat.

Kolko najmenej karticiek si potrebuje Krtko kupit, aby vedel kazdé z Fibonacciho ¢isel F; az F,,, dostat ako stucet
¢isel na niekolkych (mozno len jednej) z kiipenych karticiek? Krtko si moze kupit aj viacero karti¢iek s rovnakym
¢islom. Pri s¢itavani vSak nemoze jednu konkrétnu karticku pouzit viackrat.

'Fibonacciho &isla Fy, F,, Fs a tak dalej st definované tak, ze F; = 1, F, = 1 a vSetky zvy$né Fibonacciho ¢isla st uréené predpisom
F,=F,_+F,_» pren > 3.
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3.10 Kapitola Medzipriestorového Stvoruholnika kategoria beta

Ked sa mu konec¢ne podarilo zostavit vetky karticky, tak sa mu v rukach naraz rozsvietili a pred nim sa zjavil uz
znamy portal, ktory ho tentokrat zobral naspét do T2. Krtko si cely uveliceny sadol do kresla, ked tu si v§imol,
ako ho s otvorenymi ustami pozoruju David a Jozko. Krtko sa podujal im vyrozpravat svoje pozoruhodné dob-
rodruzstva. Jozko nelenil a hned vytiahol tablet, kde si zacal zakreslovat mapu Krtkovych ciest. Ako tak Krtko
dorozpraval, Jozko natesene zvolal: ,,A ved to je tetivovec v Casopriestore!” Zmiteny Krtko sa hned nahol k
tabletu, aby lepsie videl.

Maéme §tvoruholnik ABCD s vpisanou kruznicou k, ktoré sa dotyka strén BC, DA postupne v bodoch E, F. Usecka
DE pretina kruznicu k druhykrat v bode X. Dokazte, Ze ak sa kruznica opisana trojuholniku DFX dotyka priamok
AB a CD, tak $tvoruholnik AFXC je tetivovy.
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