\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLIV. roénik, 2022/2023 @@
Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Mili $tudenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do rik uvodny letdk zimnej ¢asti 44. rocnika Koresponden¢ného Matematického Semindara (KMS). Tato
sutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich ma-
tematickych schopnosti a logického myslenia. Zruc¢nosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto semindra, pripadne
pri ucasti na zaverecnom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO).

Mladsim a zac¢inajucim $tudentom je urcéena kategdria ALFA, pre star$ich a skisenejsich je kategéria BETA. Kazdy
moze, samozrejme, v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategdrie. Podrobnejsie informacie o jednotlivych ka-
tegdriach najdete v pravidlach. Pre tych, ktori maju vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO kate-
gorie A, je urceny seminar iKS (Medzinarodny koresponden¢ny seminar), ktory organizuju vedici KMS v spolu-
praci s ¢eskymi kolegami z Matematického koresponden¢niho seminafe. Tento seminar ma velmi $pecificky ciel,
ktorym je priprava $tudentov na CK MO-A a aj na Medzinarodnu matematickt olympiadu. Blizsie informacie
o nom najdete na stranke www. iksko.org.

Ak mate akékolvek otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kns. sk, pripadne ich
poslite pisomne na adresu uvedent v hlavicke.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla

VSeobecné informacie o koresponden¢nom matematickom seminari

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci $kolského polroka. Na
konci kazdej casti budu najispesnejsi riesitelia pozvani na zaverecné sustredenie. Kazda cast pozostava z troch
kol uloh. Zadania jednotlivych kol ndjdes na stranke https://kns.sk/ulohy/ vzdy aspon mesiac pred terminom
odovzdania daného kola. Ulohy 1 az 8 budu obodované poé¢tom bodov od 0 po 9, tilohy 9 a 10 po¢tom bodov od
0 po 10. Okrem toho v niektorych $pecialnych pripadoch (popisané nizsie) mo6zu byt tlohy obodované aj od 0 po
5.

Body sa udeluju aj za ¢iastkové ¢i netplné rieSenia. Za kazdé kolo sa riesitelovi do poradia zapocita 5 uloh s naj-
vac¢sim bodovym ziskom.

Kategorie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel/-a, ktoré ulohy mdzes riesit, potrebuje$ poznat svoj koeficient k. Tento koeficient si mozes
vypocitat ako k = r + u + ¢. Cislo r je tvoj ro¢nik, &islo u je pocet tvojich ispesnych semestrov a ¢islo ¢ je pocet
tvojich uspesnych tcasti na celostatnom kole Matematickej olympiady. Semester povazuj za Gspesny, ak sa ti pocas
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neho podarilo ziskat aspon 90 bodov alebo si sa zti¢astnil/-a sustredenia. Tvoj ro¢nik je prepocitavany podla poctu
rokov do maturity tak, aby maturant mal ro¢nik 4, teda napr. prvaci 5-ro¢ného stidia maju ro¢nik 0.

Kategdriu ALFA mozu riesit len Studenti, ktori sa neztcastnili celostatneho kola matematickej olympiady a ktorych
koeficient « je najviac 3.

Kategoriu BETA mozu riesit vSetci Studenti. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej listine BETY objavia az po kole,
v ktorom poslua aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategoria ALFA

Pre riesitelov kategorie ALFA st uréené ulohy 1 az 7. Ulohu ¢&islo 1 mozu stitazne riesit len $tudenti s x < 1 a tlohu
¢islo 2 len $tudenti s x < 2. Ostatné tlohy (3 az 7) mozu riesit vsetci riesitelia kategdérie ALFA.

Kategoria BETA

Pre riesitelov kateg6rie BETA st uréené ulohy 3 az 10. Ulohu ¢&islo 3 mozu sutazne riesit len $tudenti s « < 5, ale
dostanti za fu najviac 5 bodov (popisané nizsie). Ulohu ¢islo 4 mozu sutazne riesit len $tudenti s x < 5 a tulohu
¢islo 5 len Studenti s x < 8. Ostatné ulohy (6 az 10) mozu riesit vSetci rieSitelia kategorie BETA.

RieSenia za 5 bodov
Koeficient k urcuje, ktoré ulohy moze riesitel sutazne riesit (ostatné ulohy moze riesit tiez, no nebudu zaratané do
vysledného poradia). Okrem toho moze riesitel za najviac 5 bodov riesit nasledujtice tlohy, aj ked mu to koeficient
nedovoluje:

« uloha s najvy$sim poradovym ¢islom, ktoru koeficient riesitelovi nedovoluje riesit

« uloha ¢islo 4
Napriklad:

o riesitel s koeficientom 5 nemdze sutazne riesit tlohy 1 a 2, v tlohe 3 vie ziskat 5 bodov, v tllohach 4 az 8 vie

ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

« riesitel s koeficientom 9 nemoze sutazne riesit ulohy 1 az 3, v ulohach 4 a 5 vie ziskat po 5 bodov, v tlohach
6 az 8 vie ziskat po 9 bodov a v tlohach 9 a 10 vie ziskat po 10 bodov

Bodovanie tychto tloh funguje tak, ze opravovatel ohodnoti ulohu od 0 po 9 bodov ako zvycajne, ale riesitelovi
sa do suctu bodov z nej zapocita len polovica bodov zaokruhlend nahor.

Pozyvanie na sustredenia

Po kazdej casti, zimnej aj letnej, sa uskuto¢nia dve sustredenia pre najuspesnejsich riesitelov oboch kategérii ALFA
a BETA. Na kazdé z nich bude pozvanych aspon 36 najlepsich riesitelov prislusnej kategorie. Ostatni rieSitelia
mozu byt pozvani ako ndhradnici. V rdmci jednej ¢asti je mozné zucastnit sa najviac jedného ststredenia.
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Pokyny pre riesitelov

Ulohy rie§ samostatne. Rie$enie kazdej tulohy riadne zdovodni. V pripade, Ze v Casti ¢i celom rieSeni pouzi-
vas odbornd literatdru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu, pripadne odkaz na inter-
netovu stranku, ak si ¢erpal z internetu. Samozrejme, aj v tomto pripade zasli kompletné rieSenie. Riesenie
musi byt explicitné (pochopitelné samo o sebe bez dalsich zdrojov) a musi byt skontrolovatelné (v rozum-
nom case) ru¢ne opravovatelom (napriklad rieenia vyuzivajice vypoctovu techniku obvykle ru¢ne skon-
trolovatelné nie su).

Odporucame Ti pozriet stranku Ako riesit ulohy v KMS na adrese www.kms . sk/ako_riesit/, kde najdes nie-
kolko uzito¢nych rad.

RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia postou z tizemia mimo Slovenske;j re-
publiky, treba to stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania
(rozhodujuca je peciatka na obalke) sposobuju zna¢né organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo
udelit nula bodov za vietky riesenia odoslané po termine.

Riesenia neodovzdavajte organizatorom osobne.

Rie$enie kazdej ulohy pis na samostatny papier formatu A4. Ku kazdej tlohe uved svoje meno, triedu, skolu
a adresu! Vitané su aj rieenia v anglictine, CeStine a rieSenia pisané v TgXu. Z organiza¢nych dévodov
nebudu opravované rieSenia pisané v inych jazykoch.

Na nasej stranke www.kns.sk/template si mozes stiahnut a vytlacit predlohy pre riesenia.

Riesenia pis§ ¢itatelne. Ak nebudeme schopni precitat ¢ast tvojho riesenia, vyhradzujeme si pravo neudelit
ti za ta Cast body. Moze§ zvazit pisanie rieSenia na pocitaci.
Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

Opravené, obodované a okomentované riesenia s pripadnou dal$ou koreSpondenciou ti mozu byt zasielané
domov, na internat alebo na int adresu (napr. do $koly). Nezabudni v§ak v navratke uviest presnu adresu,
kam chce$ dostavat postu.

Po termine kola mdze$ na nadej stranke najst vzorové rieSenia, prip. aj videovzoraky, ktoré ti pomdzu po-
chopit riesenia uloh, s ktorymi si mal/-a problém.

Pokial mas dojem, Ze tvoje riedenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor staznost na e-mailovu ad-
resu kms@kms . sk spolu s oskenovanym rieSenim v prilohe. Ziadost mdze$ poslat aj pisomne na nasu adresu,
ktoru najdes v hlavicke letaku. Nezabudni k nej prilozit aj original sporného riesenia.

Ak ti nie je v zadaniach cokolvek jasné alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idealny spdsob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk.

Elektronické posielanie rieseni

Svoje rieSenia moze$ odovzdat aj v elektronickej podobe na nasej stranke. Presny navod na ich odovzdavanie
ndjdes na stranke www.kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie rieSeni platia nasledovné pravidla:

Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania kola o 23:59. Po tomto case uz elektronické posie-
lanie nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.

Akceptované su iba rieSenia vo formate pdf pisané na pocitaci, pripadne naskenované, pre kazdu ilohu
jeden subor. Priich tvorbe odportucame pouzit TgX alebo export do formatu pdf z inych aplikacii. Mo6zes
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pritom vyuzit predlohy, ktoré ndjdes na nasej stranke www. ks . sk/template. Ak posiela§ oskenované riesenie,
daj si pozor, ¢i nie je prilis tmavé a ¢i je Citatelné.

» Nezabudni v hlavicke rieSenia uviest svoje meno, triedu, $kolu a adresu!

o Pokial na nasej stranke vyplni$ vsetky potrebné udaje (pozri si navod na www.kms.sk/eriesenia), nemusis
posielat postou papierovu navratku.

Prijatie na FMFI UK bez prijimaciek

Ak tcastnik ziska v niektorej Casti (zimnej, letnej) a lubovolnej kategérii KMS aspon 65 % celkového poctu bodov,
a hlasi sa na $tudijny program, ktorého profilovym predmetov je matematika, bude prijaty.

Ba ¢o viac, ak dosiahne excelentné vysledky a dostane za to Dekansky list, v pripade, Ze pride $tudovat na FMFI
UK, ¢akd nanho motiva¢né stipendium vo vyske priblizne 300 eur.

Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2022/2023 - poslat spolu s 1. kolom!

Meno a priezvisko: .......... .. ..ol Datum narodenia: ............. .. .. il
SKOLA: . . ettt e
Rokmaturity: ....... ... i Trieda:. ...

Pocet ucasti na celo$tatnom Kole MO . ...ttt .

Adresa dOmMOV: . ittt
Adresa pre postu (domov — 8kola —Ind): ... ... e
Tel. dOmMOV: ..ot mobil (vlastny): ...... .. .. .
E-INIAIL L.

Svojim podpisom davam podla § 11 a nasl. zdkona ¢. 122/2013 Z.z. o ochrane osobnych tudajov svoj vyslovny
suhlas so spravou, spracovanim a uchovanim svojich osobnych tdajov, ktoré poskytujem obcianskemu zdruzeniu
Trojsten. Poskytujem dobrovolné udaje s tym, Ze tieto idaje mozu byt spracované pre (i) ich interné vyuzitie
v ramci ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten za icelom vyhodnotenia uchadzacov o program (ii) za ti¢elom vytvarania
databazy uchadzacov pre tcely dalsej spoluprace so studentom. Beriem na vedomie a sihlasim s tym, ze Trojsten
moze moje udaje dlhodobo uchovavat a spractvat za ucelom poskytovania studentskych prilezitosti alebo inych
odbornych alebo spoloc¢enskych aktivit ob¢ianskeho zdruzenia Trojsten. Sthlas je dany na dobu nevyhnutnu na
dosiahnutie ucelu spracovania a je ho mozné kedykolvek pisomne odvolat.

Podpis: ...
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@@ Zadania 1. kola zimnej casti - 3. oktéber 2022

Zadania 1. kola zimnej Casti
Termin odoslania 3. oktdber 2022 (pre zahranicie 30. september 2022)
V pripade otazok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

1.1 Korigujem Metriky Sprchy (x < 1) kategéria alfa

David ma velmi $pecifické poziadavky na svoju sprchu. Velmi mu zélezi na Zivotnom prostredi, ale aj na osobnom
komforte, a teda pozaduje od sprchy prietok 28 ﬁ a teplotu 29,5 °C. Na svojom vylete do Blagoevgradu narazil
na problém. Po tom, ¢o s ostatnymi Slovakmi prisli na internat, kde boli ubytovani, v§imli si, Ze sprcha mala len
kohutiky s teplou vodou o teplote 38 °C a studenou o teplote 10 °C. David zdroven vypozoroval, Ze oto¢enim
studeného kohutika o 10° zvysi prietok o 0,5 ﬁ a otocenim teplého 0 15° 0 1 ﬁ Takisto si v§imol, Ze zvy$enie
prietoku je priamo merné otoceniu kohutika. Ako ma David otoc¢it dané kohutiky, aby dosiahol pozadované
parametre?

Pozndmka. Mozete predpokladat, ze vysledna teplota vody bude vazenym priemerom pdvodnych teplot.

1.2 Krasne Mame Servitky (x < 2) kategéria alfa

Ked sa David osprchoval, iSiel sa so svojou partiou naranajkovat do najbliz§ej Blagovgradskej jedalne. Kym cakali
na svoje jedlo, Nina si vS§imla, Ze na stole stoji jedna modra a jedna zelena vaza, pricom obe maju §tvorcovu
podstavu. Taktiez boli na stole dve servitky zlozené do zhodnych rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov.
Jednotlivé vézy sa dali na tieto servitky polozit tak, ako na obrazku 2.1. Dalej Nina zistila, Ze podstava viciej vazy
ma stranu dlha 21 cm. Vedeli by ste z toho zistit, ako velku stranu mala podstava mensej vazy?

Obrazok 2.1: Poloha viz na servitke
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1.3 Kopa Matematikov Sedi (x < 3) kategérie alfa a beta

Po vydatnych ranajkach sa vietci presunuli na otvaraci ceremonial. Jednymi zo sttaZiacich boli aj Izrael¢ania,
ktorych bolo tento rok hojne. Ich delegacia pozostavala z 25 ¢lenov, pricom kazdy mal svoj unikatny dres s ¢islom
od 1 po 25. Ked prisli na ceremonidl, sadli si na lavy kraj prazdneho radu s n sedadlami tak, ze ich ¢isla boli
usporiadané vzostupne zlava doprava. Potom vsak zistili, Ze pri predstavovani ich budu vyvolavat sprava dolava,
a preto sa chceli presadit tak, aby sedeli tesne vedla seba, ale zlava doprava zostupne. Aby to nebolo také nudné,
rozhodli sa premiestiovat tak, Ze v kazdom kroku sa niektory Izrael¢an bud posunie o 1 sedadlo doprava, ak je
volné, alebo prekroc¢i ¢loveka sediaceho tesne napravo a sadne si na nasledujtce sedadlo, ak je volné. Kym predseda
komisie Johnny rozpraval o histérii Blagogradu, Majo sa z nudy zamyslel nad tym, ¢i sa to Izrael¢anom takto vobec

moze podarit. Najdite najmensie n, pre ktoré si Izrael¢ania vedia v rade s n sedadlami takto presadnut.

1.4 Koncitele Musim Skumat (x < 5) kategérie alfa a beta

Kazdy dobry otvaraci ceremonial sa konci velkou hostinou. V Blagorade sa vzdy na hostindch podavaju kolace.
David si v§imol, Ze poéty kold¢ov na jednotlivych podnosoch spliaji zaujimavé vlastnosti.

Zvolme si kladné celé ¢islo n. Cifru c nazveme koncitelom Cisla n, ak existuje delitel ¢isla n, ktorého posledna cifra
je ¢. Napriklad ¢islo 156 ma koncitele 1, 2, 3, 4, 6, 8a 9.

1. Najdite najmensie zloZené ¢islo, ktoré ma prave jeden koncitel.
2. Ukazte, Ze cislo, ktoré ma koncitele 0 a 9, musi mat aspon $tyri dalSie rézne koncitele.

3. Najdite najmensie ¢islo, ktoré ma prave 10 koncitelov.

1.5 Kolektiv Marne Stratenych (x < 8) kategorie alfa a beta

Po ceste z internatov na univerzitu sa Slovakom (prekvapivo?) podarilo stratit. KedZe ulice Blagordu sa hemzia
nebezpecnymi mackami a psami, chcel sa slovensky tim ¢o najskor dostat do bezpecia. Miestny Blagord¢an im
vsak dal iba hmlisté instrukcie. Namiesto priamej cesty ich poslal do paty kolmice na kostolnu cestu a odtial 18
krokov dolava a potom 24 doprava. Chudaci Slovaci museli vyriesit jednu ulohu este pred samotnym sutaznym
dnom, aby sa ho vobec mohli zicastnit.

V trojuholniku ABC ozna¢me ako D pitu vysky na stranu AB. Nech M je stred strany AC a N je stred usecky BD.
Vieme, ze |AB| = 24 a|CD| = 18. Uréte [MN].

1.6 Kam Macka Skoci? kategérie alfa a beta

Ako si tak Slovaci prichddzaju na Blaordskd univerzitu, zac¢uju za sebou dajaké pazvuky. V strachu sa obzeraju
okolo seba, ¢i na nich nahodou nevyskoc¢i agresivna macka, no jediné zviera navokol je plySova vydra. Usalasili
sa tu totiz stari znami Izraelc¢ania, ktori si ako pripravu pred sttazou prechadzaju nasledovnu tlohu.

Nech pre kazdé prirodzené &islo n je a, prirodzené &islo najblizsie k \/n (ak je takych viac, vezmeme vzdy to
najmensie; ak je \/n prirodzené, tak a, = \/n). Dokazte, ze pre kazdé prirodzené &islo n plati

ay+ay+tap,=2-(F+2%+---+n?).
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1.7 Konceptov Miname Spustu kategorie alfa a beta

Po piatich hodinach krkolomného pocitania sa David, Lukas a Teri potrebovali zbavit svojich Smirdkov, a kedze
eSte nemali dost rozmyslania, zahrali sa takato hru.

Na zaciatku ma kazdy hra¢ v ruke jeden $mirdk a pred nimi je kopka n $mirdkov, kde n je kladné celé cislo.
Vo svojom tahu moze hrac pridat jeden Smirak (ak ma nejaky v ruke) do kopky alebo si z kopky (ak tam nejaky
je) vziat jeden do ruky. Hrac, ktory vezme z kdpky posledny $mirak, vyhrava. Zacina David a potom sa striedaju
do kruhu postupne s Lukasom a Teri. Navyse sa Lukas a Teri spol¢ili a dohodli sa, Ze budu hrat tak, aby vyhral
urcite niekto z nich. Pre ktoré n

« dokaze David vyhrat bez ohladu na to, ako hraju Lukas s Teri?

« David nevie sice zarucene vyhrat, ale vie aspon zabezpecit, aby Lukas s Teri nevyhrali po kone¢nom pocte
tahov (teda aby hra trvala donekonecna, ak buda Lukas s Teri hrat optimalne)?

o vedia Lukas s Teri vzdy porazit Davida?
Ukazte tiez, ako ma/maju v danej situacii postupovat.

Po hre (ak niekedy ta hra skonci) si Slovaci planuju pozriet psami a mackami sa hemziace centrum Blordu.

1.8 Kde Majo Sedi? kategéria beta

Ked sa po prehliadke Bordu Slovéci vrétili na internat, rozhodli sa, Ze si zahraju spoloc¢enské hry. Vysli teda na
chodbu a sadli si na kruznicu okolo stola. Potom si vSak v§imli, Ze okolo stola na druhom konci chodby tiez na
kruznici sedi nejaka skupinka. Rozhodli sa teda riadit slovami klasika ,,Cim viac, team viac* a kruznice spojili.
Majo si v§imol, Ze nech na kruznici sedel kdekolvek, vzdy bolo ich skére priemerné. Neslo mu vsak do hlavy, preco
je to tak.

Kruznice k, I sa pretinaji v bodoch P # Q. Na kruznici k si zvolme bod M. Priamky MP, MQ pretinaji kruznicu
I postupne v bodoch B, C réznych od P, Q. Ozna¢me X priese¢nik priamok BQ a CP. Dokazte, ze to, ¢i X lezi na
kruznici k, nezavisi od volby bodu M (tzn. je to dané iba polohou kruznic k, [). V pripade, ze X lezi na kruznici
k, dokazte navyse, ze BC je priemerom .

1.9 Kruatia Makovice Sa kategéria beta

Po tolkom pocitani sa nasej delegacii zatocili hlavy. A ako im rotovali hlavy, tak im rotovali aj ¢isla, s ktorymi
pocitali. Najvacsi hlavybol vsak prisiel, ked to zaslo do Bodu, ze vSetky tieto zrotované ¢isla boli nasobkami toho
povodného.

Nech n € N. Zoberme si n-ciferné ¢islo A = a,_;...a;a,, ktorého cifry ay, a;, ...,a,-; st nenulové a zaroven nie
st vSetky rovnaké. Ozna¢me dalej pre 1 < k < n ako Ay ¢islo, ktoré vznikne po zrotovani cifier A o k pozicii, teda
Ax =0y j_1..-a1000n1...ank. Najdite vietky A také, Ze kazdé Ay je delitelné ¢islom A.
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1.10 Kopeme Mesto Stratené kategoria beta

V jednom momente si matfyzni poctari vs§imli, Ze sa im to uz nejak krati. Opustili preto Od a zasli si pozriet Sofiu.
Je to tam sama vykopavka, takze im netrvalo dlho, kym narazili na kamennt fontanu. Uz v nej sice nebola voda,
no kedysi urcite realne sluzila na nie¢o prospesné. Pomozte im zistit, na ¢o konkrétne.

Néjdite vietky kladné redlne funkcie f: R* — R* splhajtce pre vietky x, y € R* vztah

ffx) +y) - f(x) = flxy + 1),
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