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Zadania 3. kola zimnej Casti

Termin odoslania 5. december 2022 (pre zahranicie 2. december 2022)
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

3.1 Kopce Masivnych Staznosti (x < 1) kategéria alfa

Veduci KMSka sa vydali na vylet do ¢arokrasnych lesov. Vopred sa v§ak nedohodli na trase, a tak skupinka viac
¢i menej nahnevanych veducich zacala stupat do prili§ strmého kopca. Nadmorska vyska bola sice prili§ vysoka,
no KMS veduci si aj za takychto okolnosti na nej v§imli nie¢o zaujimavé.

Kolko existuje roznych $tvorcifernych ¢isel, ktorych prvé dvojcislie je zaroven aj cifernym stuétom?

3.2 Klobuk Muchotravky Skopnutej (x < 2) kategoria alfa

Pocas toho, ako sa veduci stazovali, sa Jozko prechadzal po okoli. Ako sa tak obzeral, zakopol o jednu zvlastnu
hubu. Huba, o ktort Jozko zakopol, mala klobuk v tvare trojuholnika. Nebol to ale oby¢ajny trojuholnikovy
klobuk.

V rovine je dany trojuholnik ABC. Pre jeho uhly plati | < ABC| = 2 - | <« BAC|. TaktieZ na jeho strane AB lezi bod D
taky, Ze | <« ACD| = | <« BCD| a navyse |CD| = |BC|. Urc¢te velkost uhla < BAC.

3.3 Kocky Marekovych Snov (x < 3) kategérie alfa a beta

Po tom, ¢o veduci premrhali polhodinu debatovanim o tom, ako by sa mala vybrat trasa vyletu, sa rozhodli, Ze by
sa mali vSetci spolo¢ne zhodnut na najbliz§om postupe. A tak sa spolo¢ne rozhodli, ze rozhodnutie nechaji na
nahodu pri hode Marekovymi vysnivanymi kockami.

Kazda Marekova vysnivana kocka ma vrcholy v nejakom poradi ocislované ¢islami od 1 po 8 (kazdé z nich je
v prave jednom vrchole kazdej kocky). Na kazdej stene je napisany sucet ¢isel vo vrcholoch tej steny. Marekove
vysnivané kocky su vsak iba tie, ktoré maju na vsetkych stenach prvocisla a navyse pocet roznych prvocisel na
stenach je najvacsi mozny (spomedzi tych kociek, ktoré maju na stendch len prvocisla). Néjdite vSetky neusporia-
dané’ Sestice prvocisel, ktoré mozu byt na stenach Marekovej vysnivanej kocky.

3.4 Kratky Matiho Spor (x < 5) kategérie alfa a beta

Matimu sa ale nepacilo, zZe osud vyletu bol ponechany na nahodu. Myslel si, Ze sa tak nemozu pokryt vietky
moznosti vyberu cesty. Marek sa urazil, lebo jeho vysnivana kocka ma vsetky odpovede na vSetky mozné otazky
a zacal Matimu dokazovat svoje tvrdenie.

Dokazte aj vy Matimu, Ze pre kazdé kladné celé ¢islo existuje nejaky jeho celociselny nasobok, ktory obsahuje
(v desiatkovej sustave) kazdu cifru aspon raz.

!Z4lezi iba na tom, ktoré ¢islo sa kolkokrét vyskytuje, a nie na konkrétnom rozlozeni &isel na kocke.
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3.5 Komparovanim Muzov Sudim (x < 8) kategérie alfa a beta

Mati pochopil, Ze sa s Marekom nemoze porovnavat, a tak tuto ulohu prenechal na Teri.

Teri porovnava Matiho a Mareka, ktori si za svojich reprezentantov zvolili dve nezaporné realne ¢isla x, y také, ze
x +y = 2. Dokazte, ze

Yy (o +y*) <2,

3.6 Kaja Mdze Skartovat kategérie alfa a beta

Kaju uz ale nudi stat na mieste. Zacala teda tlacit vSetkych veducich smerom vybratym Marekovou vysnivanou
kockou.

Kaja tlacila veducich po kruznici k s priemerom AB. Dalej je na k dand tetiva PQ so stredom R. Nech S, T st pity
kolmic na AB postupne z P, Q. Predpokladajme, Ze body R, S, T su rozne a nelezia na jednej priamke. Dokazte,
ze trojuholnik RST je rovnostranny prave vtedy, ked 2 - |PQ| = |AB|.

3.7 Konare Metodicky Spraceme kategérie alfa a beta

Kym Kaja tlacila va¢sinu veducich po kruznici, Mati a Viktor zatial hddzali kamene a kondre do jazierka a pritom
sa hrali takuto hru.

Na zemi su nakreslené dve tabulky s rozmermi n x n - jedna je Viktorova, druha Matiho. Na kazdom policku je
bud kamen alebo konadr, a tie st na zaciatku v oboch tabulkach rozmiestnené rovnako. Mati a Viktor chcu vietky
policka vyprazdnit, ale maju na to réznu metodiku. Mati vo svojej tabulke robi iba tahy, kde v kazdom vezme
riadok s presne jednym poli¢kom, na ktorom je konar, ozna¢me ho P, a vyprazdni véetky poli¢ka v stlpci obsahu-
jiicom poli¢ko P. Naopak Viktor si vo svojej tabulke v jednom tahu vyberie stlpec s presne jednym polickom, na
ktorom je konar, ozna¢me ho Q, a vyprazdni vietky policka v riadku obsahujicom policko Q.

Dokazte, ze ak bola Viktorova a Matiho tabulka na zaciatku vyplnena rovnako, tak Mati vie svojou procedurou
vyprazdnit vsetky policka prave vtedy, ked to dokaze Viktor.

3.8 Kedy Mam Strasit kategéria beta

Jozko sa odpojil od veducich, ktorych tlacila Kaja po kruznici a rozhodol sa ich vystrasit na zaciatku ich najbliz-
$ieho okruhu. Ma vsak velmi prisne pravidla pre strasenie veducich.

Jozko je ochotny vystrasit veducich v okruhu s ¢islom k € N len vtedy, ak pre kazdé neparne prirodzené ¢islo
n > 100 plati k | 20" + 22". Ndjdite vSetky také prirodzené ¢isla k.
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3.9 Ked Mizne Slnko kategéria beta

Po takom kvalitnom vystrageni sa veduci rozhodli vratit naspit na chatu, lebo uz sa zacalo stmievat. Cakala na
nich ale jedna velka nerovnost na ceste. Nerovnost na ceste bola velmi $pecificka.

Kladné redlne ¢isla x; az x,, splnaja x;x,...x, = 1. Dokazte, Ze

2n-1

{xi}+{x}++{x,} < ,

2

kde {x} zna¢i desatinnu Cast ¢&isla x.

3.10 Karty Miesto Stravy kategéria beta

Ked sa veduci KMSka konecne vratili na chatu, uz sa im nechcelo varit. Namiesto toho si zahrali hru OhNoStroje.
Lukas$ a Teri si obcas ¢itaju myslienky, ¢im v hre OhNoStroje ob¢asne vynikaju. V tento vecer sa rozhodli stavit na
svoje Stastie a vyzvali Jozka na suboj. Balicek kariet hry OhNoStroje pozostava z 50 kariet. Kazda karta je jedne;j
z piatich farieb (Cervena, zIt4, zelena, modra alebo biela) a ma celoc¢iselnt hodnotu od 1 do 5. Z kazdej farby je
v balicku 10 kariet: 3 jednotky, 2 dvojky, 2 trojky, 2 $tvorky a 1 pétka. Farba a ¢islo sa nachadzaji na licovej strane
karty. Vsetky karty maju rovnaka rubovu stranu.

Na zaciatku Jozko vyberie z baliku 4 karty (podla svojej volby) a dd ich Lukasovi do ruky tak, aby Lukas videl
z nich len rubovt stranu a aby Teri videla licovu stranu (zoradenie Lukasovych kariet si tiez zvoli Jozko). Potom
Jozko napiSe na papier jednu z kariet, ktoré dal Lukasovi, a papier ukaze Teri tak, aby ho Lukas nevidel. Nasledne
Teri da Lukasovi napovedu o jeho kartach nasledovne: vyberie si bud hodnotu alebo farbu, povie ju Lukasovi
a ukdze na vsetky jeho karty vybranej hodnoty alebo farby. Teri pri tom musi ukdzat na aspon jednu kartu. Na
zaver Lukas vyberie jednu kartu z ruky a vylozi ju pred seba.

Pokial Luka$ vylozi kartu, ktora bola napisand na papieri, tak Teri s Lukd$om vyhravajiu. V opa¢nom pripade
vyhrava Jozko. V pripade, Ze ma Lukas na ruke dve alebo tri totozné karty (teda s rovnakou farbou aj hodnotou),
moze vylozit lubovolnu z nich. Rozhodnite, ¢i si Teri s LukaSom vie dohodnut stratégiu, ktora im zaruci vyhru
nad Jozkom.
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