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Zadania 2. kola letnej Casti

Termin odoslania 3. april 2023 (pre zahranicie 31. marec 2023)
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

2.1 Kasino Mokrych Sprch (x < 1) kategéria alfa

Ziratka Kubko bola, ako kazdy $tvrtok vecer, v kasine na ddmskych sprchach zahrat si kocky. Avsak tento $tvrtok
tam nebola Ziadna konkurencia. Kubka to tuplne zarmutilo, ako si ma ziratka zahrat hazard, ked ma vyhru skoro
istd. A tak sa radsej isla hrat s n kockami. Ked si z nich vSetkych chcela postavit tvorec (t. j. kvader 1 x a x a pre
nejaké prirodzené ¢islo a), zistila, Ze jej jedna chyba. Ked si z nich chcela postavit kocku, opit jej jedna chybala.
Ukazte, Ze n nie je prvocislo.

2.2 Kde Most Stavat? (x < 2) kategéria alfa

Zirafka Pedro sa potulovala po svojom obdlZnikovom vybehu, ked tu si vimla, Ze jej vibehom prechadza rieka,
ktora tam nikdy predtym nebola. Podisla blizsie, aby ju mohla preskimat.

Brehy riek sa tiahli rovno od protilahlych vrcholov kolmo na uhlopriecku vybehu spéjajiicu ostatné dva vrcholy
az ku protilahlym strandm, ako na obrazku 2.1 (obrazok je len ilustracny). Aku cast Pedrovho vybehu zaberala
rieka, ak boli rozmery vybehu 30 m x 40 m?

Obrazok 2.1: Vybeh
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2.3 Kradneme Macku Sfingu (x < 3) kategérie alfa a beta

Ziratka Mati sa prechadzala ptistou, ked tu kutikom oka zbadala velké trojuholnikové objekty. Po chvili upenlivého
hladenia si uvedomila, Ze to vyzera ako jej oblubené s¢itacie pyramidy. Tu sa vSak ni¢ nescituje! Bola z toho
rozhorcena, a tak si zacala do piesku kreslit klasicku s¢itaciu pyramidu.

S¢itaciu pyramida ma zakladnu velkosti 6! a naspodu ma 6 po sebe iducich ¢isel, v fubovolnom poradi. Ked
pyramidu zirafka vyplnila, navrchu jej vyslo ¢islo 2022. Avsak ked sa o rok vrétila pozriet pyramidy, svoju uz
v piesku nenasla. Aké ¢isla mohli byt na spodnom poschodi pdvodnej pyramidy, a vakom poradi? Néjdite vetky
moznosti.

2.4 Krvz Miech §pliecha (k <5) kategérie alfa a beta

Zirafka Lucka bola na exkurzii v nemocnici, kde bola svedkom chirurgickej operéacie. To ju zaujalo natolko, Ze
sa rozhodla s touto operaciou pohrat doma (samozrejme len na plySovych zvieratkach).

Nech operacia a * b je definovand akoa* b = a+b—|a+b|.”> Uvazujme &isla tvarux, x*x, (x*x)*x, ((x*x)*
X) * X, ...aZ po lubovolné kone¢né opakovanie operacie *. Dokézte, Ze existuje nekonecne vela ¢isel x € (0;1), pre
ktoré sa ziadne z tychto ¢isel nerovna nule.

2.5 Krotil Medved Strelcov? (x < 8) kategorie alfa a beta

Medved Daniel bol na lukostreleckej sttazi, na ktorej povedal faaakt zIy vtip o zirafich. Zirafky to nemohli nechat
len tak, takze Medveda Daniela zmlatili. Zhabali mu aj vSetky luky a $ipy, a tak sa z nich stali zirafi strelci.

Majme prvit KMS $achovnicu ako na obrézku 5.1. Zirafi strelec sa vie hybat diagonélne o lubovolny pocet policok,
ale pocas svojho pohybu nesmie opustit Sachovnicu.

1. Kolko najviac zirafich strelcov mozno umiestnit na $achovnicu tak, aby sa Ziaden Zirafi strelec nedokazal
jednym tahom pohnit na policko iného zirafieho strelca?

2. Kolko najmenej farieb je potrebnych na ofarbenie policok Sachovnice tak, aby medzi lubovolnymi dvoma
polickami rovnakej farby bolo mozné spravit jeden tah Zirafim strelcom?

Obrazok 5.1: Prvd z troch KMS sachovnic

'Teda ¢islo je vzdy su¢tom tych dvoch pod nim a tiplne naspodku je 6 &isel.
*Dolna celd ¢ast [a + b] je definovand ako najvicsie celé ¢islo z také, ze z < a + b, teda [0,9 + 1,8 = [2,7] = 2 alebo | -3,2 + 0,4] =
|-2,8] =-3.
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2.6 (NE)Konvexne Miznua Skvrny kategorie alfa a beta

Ziratka Viktor sa rozhodla, Ze sa pdjde kupat do Bermudského trojuholnika. Ked vyliezla z vody, viimla si na
sebe nieco podivné. Namiesto zvycajnych $kvin mala zrazu po celom tele nekonvexné trolluholniky. Nevedela, co
s tym spravit, tak sa i$la poradit za miestnou ¢arodejnicou Kajou. Ta jej povedala, zZe jediny spdsob ako to vyliecit,
je vyriesit nasledujucu ulohu.

V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me D patu vysky na stranu BC. Zvolme bod G lubovolne na tusecke AD.
Dalej ozna¢ime X pitu kolmice z bodu A na priamku BG a Y pitu kolmice z A na CG. Dokézte, ze body B, C, X, Y
lezia na kruznici.

2.7 Krasna Modrooka Snehulienka kategorie alfa a beta

Zirafka Laura sa prechddzala po svojom Zirafom zdmku a obzerala si svoju zbierku zrkadiel. Ked si spomenula
na svoju oblibent rozpravku o Snehulienke, tak neodolala a opytala sa: ,,Zrkadielko, zrkadielko, povedz mi, kto
je najkrajsi na svete?” Kupodivu jedno zo zrkadiel Ziratke Laure spokojne odpovedalo: ,No predsa Misko!“ To
ziratku Lauru aplne vyviedlo z miery az tak, Ze vyraz jej tvare stal za samostatnu ulohu.

Majme vyraz n* + k, kde n, k st celé kladné ¢isla. Dokazte, Ze existuje nekonec¢ne vela Cisel k takych, Ze pre vsetky
¢isla n je dany vyraz zlozené Cislo.

2.8 Kropime Matasa Skusenostami kategoria beta

Zirafky $li spokojne lesom, ked tu zrazu na nich vybehol nebezpecny Matts, ktorého sa boji celé okolie. Zirafky
zacali utekat. Nastastie nabrali vela skusenosti z hororov a vedeli, Ze najlepsie, co mdzu spravit, je rozdelit sa. A tak
sa zacali zamyslat nad delenim.

Pre kladné celé ¢islo n znadi d(n) pocet roznych delitelov ¢isla n (vratane 1 a n). Nech a > 1 a m > 0 st celé ¢isla
také, Ze a™ + 1 je prvocislo. Dokézte, Ze potom d(a™ — 1) > m.

2.9 Kradneme Modernu Skrinku kategoria beta

Uloha bola preformulovand - namiesto pévodnej formuldcie ,,Predpokladajme, Ze Zirafky hrajii optimdlne. V zd-
vislosti od zacinajiicej Zirafky rozhodnite, ¢i md hra koniec, a ak dno, kto md vitaznii stratégiu.” je pouzitd
.V zavislosti od zacinajiicej Zirafky rozhodnite, ¢i md niektord Zirafka vitazni stratégiu (t. j. vie vyhrat bez
ohladu na to, ako budii hrat ostatné Zirafky) a ak dno, ktord."

V malej dedinke menom Eurépa boli tri Zirafky, Cervena, Zelend a Modra. Jedného diia zbadali obrovské lietadlo,
ktoré sa rutilo k zemi. Ani chvilu nevahali a okamzite bezali na miesto padu. Bohuzial, nikto z pasazierov neprezil
(pasazieri boli samozrejme len plySové zvieratkd). Rozhodli sa preto vypatrat ¢iernu skrinku a prist na dévod padu
lietadla.

Ked sa im ju podarilo ndjst a otvorit, nasli v nej len 31 cervenych, 41 zelenych a 59 modrych kamenov. Tri ziratky
sa rozhodli zahrat si nasledujticu hru. Zirafky sa postupne striedaju v tahoch v poradi Cervena, Zelena a Modra
a kazda zirafka moze urobit jeden z nasledujucich tahov:
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o vybrat tri kamene rovnakej farby zo skrinky, alebo

« vymenit dva kamene roznej farby v skrinke za dva kamene ostavajucej farby (ziratky maju dostatocnu zasobu
kamenov z kazdej farby).

Hra konci, ked vSetky kamene v skrinke majt rovnaku farbu. Vitazom sa stava td zirafka, ktorej meno sa zhoduje
s farbou kamenov v skrinke. V zavislosti od za¢inajucej Zirafky rozhodnite, ¢i ma niektora zirafka vitaznu stratégiu
(t. j. vie vyhrat bez ohladu na to, ako budu hrat ostatné zirafky) a ak ano, ktora.

2.10 Kracam Mojou Skolou kategéria beta

Zirafka Luké$ sa chcela nie¢omu novému priucit, a tak pobehovala po vyske a hladala prednasku o tvode do
planimetrie. Zirafku Teri to zaujalo a zacala si v§imat zaujimavé vlastnosti. Otvorila GeoGebru a isla si celu
situdciu zakreslit.

Majme rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladiiou AC. Nech P je lubovolny bod na vyske na stranu AC. Kruz-
nica opisand trojuholniku ABP pretina usecku AC druhykrat vo vhutornom bode M. Nech N je taky bod na tsecke
AC, ze |[AM| = [NC| a M # N. Druhy priese¢nik priamky NP s kruznicou opisanou APB ozna¢me X a druhy prie-
se¢nik priamky AB a kruznice opisanej APN ozna¢me Y. Doty¢nica v bode A ku kruznici opisanej APN pretina
vy$ku na stranu AC v bode Z. Dokazte, zZe priamka CZ je doty¢nicou ku kruznici opisanej PXY.

2.11 integraly Konecne Spocitame

Tato tiloha ma Specidlny termin odovzddvania 10. april 2023 a maximdlny pocet bodov za riu je 0 bodov, ale ak ju
uspesne vyriesite, bude na vds cakat prekvapenie. Stranka po termine druhého kola (3. april) bude tvrdit, Ze kolo uz
skoncilo, uilohu je vsak mozné napriek tomu odovzdat.

Misko bol cely nestastny, lebo termin skasky z analyzy sa neoddialitelne blizil. Takze vedel, Ze mu neostava ni¢
iné, nez sa uporne ucit. Preto mal cely ¢as otvorent Geogebru a vymyslal si tlohy, ked tu zrazu dostal super népad,
s ktorym sa ihned i$iel pochvilit svojim zirafkam.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC s ortocentrom H a so stredom kruznice opisanej O. Ozna¢me Oy, Op a O¢

body, ktoré dostaneme preklopenim O postupne podla stran BC, ACa AB. Ozna¢me P, Q, R postupne priesecniky
HO4, nBC, HOg n AC a HO¢ n AB. Dokazte, ze priese¢niky BCn RQ, ACn PR a AB n PQ lezia na priamke.
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