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Zadania 3. kola letnej Casti

Termin odoslania 2. maj 2023 (pre zahranicie 29. april 2023)
V pripade otdzok k zadaniam nas nevahajte kontaktovat na kms@kns. sk.

3.1 Kratit Minuty Spoloc¢ne (x < 1) kategéria alfa

Veduci KMSka idu na sustredko. Ich cesta zacala na stanici v Bratislave. S rukami plnymi erdru zistili, Ze zabudli,
kedy im odchddza vlak. Neboli by to ale veduci matematického semindra, keby si aspon jeden z nich nepamital
¢as odchodu vlaku na ststredko pomocou matematickej tlohy.

Veduci vedia, Ze v ¢ase, ked odchadza vlak, st hodinova a minatova rucicka presne oproti sebe na jednej priamke.
A vlak na ststredko odchadza niekedy medzi strndstou a patnastou hodinou. Ak sa hodinova rucicka hybe rov-
nomerne, kedy odchddza vlak na sastredko?

3.2 Kruzime Medzi Stanicami (x < 2) kategéria alfa

Na néstupisti ¢akal na veducich vlak, ktory ich mal okruznou cestou cez Margecany zaviezt az do Brezna. Veduci
stla¢ili tla¢idlo na dverach vlaku, ale dvere ni¢. Tak ho stla¢ili znova, ale dvere znovu ni¢. Po tretom pokuse dvere
zagali pomalicky spolupracovat. Kym sa dokoran otvorili, aby vedici mohli nastupit, sa Stevka zamyslela nad
tvarom tlacidla na otvaranie dveri.

Sestuholnik ABCDEF mé nasledujtice 3 vlastnosti:
1. diagondly AC, CE a EA maju rovnaku dlzku,
2. uhly ABC a CDE su pravé,

3. dlzky stran Sestuholnika s navzajom rozne celé ¢isla.

Aky je najmensi mozny obvod $estuholnika, ak ma diagonala AC dlzku \/85?

3.3 Kamarati Musia Sediet (x < 3) kategorie alfa a beta

Ked veduci konecne vosli do vlaku, zistili, Ze ich vozen ma 100 sedadiel ocislovanych ¢islami 1 az 100, ktoré st
rozmiestnené do mriezky 10 x 10. Dokazte, Ze Mati a Danko si vedia sadnut na 2 susediace sedadld (vedla seba
alebo tesne za sebou), ktorych ¢isla maju rozdiel aspon 6, bez ohladu na to, ako su sedadla oc¢islované.

3.4 Komparzistov Motivaciek Stanovujeme (x < 5) kategérie alfa a beta

KedZe sa uz veduci usadili, mozu si zosumarizovat dej a rozdelit dejové postavy. Ked si ich vSak rozdelili rovnym
dielom, zistili, ze kazdy ich bude v jednom momente stvarnovat dve.

Najdite vsetky celé nezdporné ¢isla a, b také, ze a®> = b- (b + 7).
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3.5 Kontrolu Maximalizujeme Sklonom (x < 8) kategérie alfa a beta
Veduci by radi mali prehlad o tom, kde vo vlaku sedia ktori ucastnici. Na to je potrebné pozerat sa na nich
pod spravnym uhlom. Na niektorych pod 60-stupnovym, na inych pod 45-stupniovym. Pomozte im najst vsetky
potrebné uhly.

V trojuholniku ABC zvolime bod D na strane BC tak, aby |BD| = 2-|CD|. Vieme, ze
Ur¢te velkost uhla ABC.

<BDA| = 60° a|<BCA| = 45°.

3.6 Ktorého Magora Stena kategérie alfa a beta

Ako veduci a tcastnici prechadzali ponad Poprad' a popod Tatry, tesili sa na krasne vyhlady. Neprijemne ich preto
prekvapila protihlukova stena, ktora sa stale zvySovala a stale viac a viac im uberala z vyhladu na malebné hory
a slne¢ny svit aj Svit. Zacalo ich preto zaujimat, aku funkciu ma takd vysoka protihlukova stena a aka najmene;
vysoka musela byt.

Nech fje funkcia z kladnych celych ¢&isel do kladnych celych ¢isel splnajiica
1. f(ab) = f(a)f(b) pre vsetky celé kladné ¢isla a, b,
2. f(a) < f(b) pre vSetky a < b,
3. f(3)>7.

Najdite najmensiu moznu hodnotu, ktord moze nadobudat f(3).

3.7 Kym Margecany Sprechodnia kategérie alfa a beta

Vlak zastavil v Margecanoch, kde vsetkych cestujucich vysadili z vlaku, pretoze na kolajnice sa vysypal piesok,
a tak nemohli pokracovat v ceste, kym sa neodprace. Veduci sa preto rozhodli, Ze kym budu ¢akat na odpratanie
piesku z kolajnic, tak si na parkovisku pred stanicou spolu s t¢astnikmi zatancuja.

Diev¢ata aj chlapci sa zoradili podla vysky, pochytali sa za ruky a vytvorili pary tak, Ze najvyssie dievca bolo s naj-

niz$§im chlapcom, druhé najvyssie s druhym najnizs$im a tak dalej. Potom spustili hudbu a vietky pary zacali spolu
mocne tancovat. Nikto nevedel predpovedat, k comu toto jasenie povedie, vysledok mohol byt tplne akykolvek.

Dokazte, ze lubovolné kladné celé ¢islo sa da vyjadrit v tvare
34 M 4320 g 3L QN

kde k je kladné celé ¢isloa u; > uy > -+ > u 2020 < v <v, < -+ < v, sunezaporné celé Cisla.

3.8 Kmsaci Margecany spratavaja kategoria beta

Veduci dotancovali, ale piesok este nebol z trate odpratany, a tak sa ho vsetci cestujuci rozhodli ist odpratavat.
Odpratavali ho svorne zrnko po zrnku. Niektoré zrnka isli lahsie a zvladol ich odpratat samotny cestujuci, s inymi
si vsak museli poradit aj viaceri. Ked uz bol v$etok piesok odpratany, vlakveduci chcel ocenit najusilovnejsich
odpratavacov. Na to by vSak o kazdom z nich musel vediet, aki mnozinu zrniek piesku odpratal.

rieku
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Majme sto mnozin. V kazdom kroku si vie vlakveduci vybrat dve mnoziny a zistit ich prienik aj zjednotenie.
Ndjdite najmensi mozny pocet krokov, na ktory vie vlakveduci zistit presny obsah vSetkych mnozin.

3.9 Ked Matematika Sedi kategéria beta
— Kolko je hodin?

- Devit.

— Z ktorej kolaje odchadza nas vlak?

— Devit?

-V ktorom vozni mame miestenky?

- Devit.

— A v ktorom kupé?

— Devit?

— Aké ¢islo ma uloha ,,Majme rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladnou BC. Vezmime si lubovolny bod X
vnutri tsecky BC. Dalej nech Y, Z st postupne body vnutri ramien AB, AC splitajtice | < BXY] = | < ZXC|. Rovno-
bezka k YZ prechadzajuca bodom B pretne priamku XZ v bode T. Ukazte, ze AT je osou < BAC.“?

Ako ste isto pochopili, vyrieste tlohu ¢islo devit.

3.10 Krkolomne Mocnia Strojvodcovia kategoria beta

Ked vlak kone¢ne dorazil do Brezna, veduci nelenili ani chvilu a zacali vykladat erar von z vlaku. Viktor zdvihol
zrak, ze znesie Stana dole, ale tu si v§imol, Ze sa mu vzdaluje! Vlak sa zacal spolu so zvy$kom erdru a ucastnikmi
rozbiehat zo stanice von. To v3ak Jozko nemohol nechat len tak. Nasiel nidzovt brzdu, silne za 1u zatiahol
a vlak sa prudko zastavil. Vietkym tucastnikom (a eraru) sa podarilo $tastlivo vystupit von z vlaku. Av3ak teraz
musia chudaci strojvodcovia odbrzdit vlak. To sa robi tak, Ze nahromadeny tlak v brzdach sa postupne uvolnuje.
A ako inak nez odmocnovanim.

Pre kazdé n > 1 definujme

1
an=2——1.
1’12+ 1’l4+1

Dokazte, Ze suma /a; + - -+ + /a9 je prirodzené ¢islo.
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