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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Kralici Medzi Syslami (x < 1) opravovala Ceky

Zadanie. V cirkuse Crazy Monsters Circus predvddzajii Cislo s krdlikmi a syslami usporiadanymi do kruhu.
Vsetky zvieratkd sa pozerajii do stredu kruhu. Medzi zvieratkami je prave 7 krdlikov, ktoré majii po svojej pravici
kralika a prave 12 kralikov, ktoré majii po svojej pravici sysla. Dalej, spomedzi lubovolnych styroch syslov aspori
tri sysle maju po pravici krdlika. Kolko zvieratiek je v kruhu?

Podme sa pozriet na to, ako by sme z informacii o zvieratkdch mohli zistit ich pocet. Zvieratka stoja v kruhu,
teda kazdé z nich ma prave jedného pravého suseda — nim je bud kralik alebo sysel. Mame prave 7 kralikov,
ktori maju po svojej pravici kralika a prave 12 kralikov, ktori maju po svojej pravici sysla. Z toho teda vieme,
ze v kruhu je prave 7 + 12 = 19 kralikov.

Aby mohlo platit, ze 12 kralikov ma po pravici sysla, tak syslov musi byt aspon 12. Posledna informdcia,
ze spomedzi kazdych $tyroch syslov maju aspon traja po pravici kralika, nam pomoze urcit vetky mozné
pocty syslov. Aby to platilo, mdze existovat najviac jeden sysel, ktory nema po pravici kralika. Ak by totiz
kralika po pravici nemali dva (alebo viaceré) sysle, stacilo by k nim do $tvorice pridat lubovolnych dvoch
syslov a podmienka by nebola splnena.

Pocet syslov, ktori po pravici nemaju kralika teda moze byt len 0 alebo 1, ¢o znamena, Ze syslov je dokopy 12
alebo 13. Ak k nim pripocitame 19 kralikov, dostdvame dve riesenia tlohy - v kruhu je 31 alebo 32 zvieratiek.

2.2 Krejzy Monstr Sirkus (x < 2) opravoval Dominik

Zadanie. Crazy Monsters Circus vlastni n zvieratiek. Predvddzajii s nimi akrobatické kiisky na cervenom a mod-
rom podstavci, na ktoré sa zvieratkd stavaju do roznych pozicii. Jedna pozicia vyzerd nasledovne: Vsetky zvierat-
kd sii rozdelené na dve skupiny. Jedna skupina tvori veZu na cervenom podstavci, druhd na modrom podstavci.
Ziadne zvieratko neostane mimo. VeZa z k zvieratiek vyzerd tak, Ze prvé zvieratko stoji na podstavci, druhé stoji
na prvom zvieratku, tretie na druhom a tak dalej az k-te zvieratko stoji na (k — 1)-vom zvieratku. V zdvislosti
od kladného celého Cisla n urcte, kolko réznych pozicii mézu zvieratkd zaujat.

Pozicie, ktoré sa lisia usporiadanim zvieratiek na podstavcoch, pokladdme za rozne. Pre lepsiu ndzornost na
obrdzku nizsie uvadzame zopdr (nie nutne vsetky) pozicii pre 3 zvieratkd. Vsimnite si, Ze vSetky pozicie sui rozne.

V tlohach, ktoré hladaju vseobecny vzorec pre n je vhodné najprv sa pozriet, ako nam vysledok vychadza pre
malé hodnoty, napr. n = 1,2,---. To ndm mdze dost pomdct v najdeni vieobecného vzorca, no nie je to vietko.
Nemozeme len tak povedat, Ze pre n = 1,2 to plati, a teda to bude platit vzdy. Potrebujeme ukazat, Ze to naozaj
tak bude vo vSeobecnosti, ¢o si aj ukazeme. Okrem toho dal$im vhodnym postupom moze byt aj matematicka
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indukcia. Pre tych, ¢o o nej doteraz nepoculi, ¢lanok o nej najdete napriklad v Zbierke KMS, ktora je dostupna
aj online.

Pozrime sa teda najprv na malé hodnoty n. Pre n = 1 mame len 2 moznosti, bud je zvieratko na modrom
podstavci, alebo je na ¢ervenom. Ak vezmeme n = 2, zacina to byt zaujimavejsie. Skisme sa zamysliet nad
tym, kde moze byt druhé zvieratko. Druhé zvieratko moze bud ist na iny podstavec ako prvé, alebo vyskocit
na chrbat prvého zvieratka, alebo mdze vziat prvé zvieratko na plecia. Celkovo md teda 3 moznosti. Treba ale
vziat do tvahy aj to, Ze prvé zvieratko md 2 moznosti, kam sa postavi. Ku kazdej z tych moznosti pripadaju 3
moznosti pre druhé zvieratko, teda dokopy je moznosti 6. Vypisanim moznosti sa da prist aj na to, ze pre n = 3
je 24 moznosti, teda 4 moznosti pre tretie zvieratko.

Nejaky napad na vzorec by sme takto mohli dostat (vyzera to tak, Ze n-té zvieratko ma vzdy n+1 moznosti, teda
celkovy pocet moznosti bude (1+1)!), no treba aj overit, ¢i je ozaj spravny. Skuste si premysliet, Ze v skuto¢nosti
je rovnako spravne rozmyslat nad dvomi podstavcami ako nad jednym poradim zvieratiek, ktoré je v nejakom
mieste oddelené ciarou, ktora znamena predel medzi podstavcami.

Ked prichadza nové n-té zvieratko, v tomto poradi uz ich je n— 1. Kolkymi spésobmi mdze byt zapisanych n—1
¢isel (zvieratkd) do poradia? Na prvé miesto n — 1, na dalsie n — 2 a tak dalej. Celkovo je to (n — 1)! Na kolko
roznych miest moze prist nové zvieratko? Moze prist na lubovolné miesto od 1 po #, teda ma n moznosti.
Zamysliet sa véak musime este nad tym, Ze mame dva podstavce, ¢ize niekam musime dat ¢iaru. Podobnou
uvahou ako pred chvilou zistime, Ze moznosti pre ¢iaru je n + 1. A to je vietko, mame n zvieratiek na dvoch
podstavcoch. Kolko teda bolo moznosti pre n zvieratiek?

Pre n zvieratiek je (n —1)!-n- (n+1) = (n+ 1)! moznosti.

2.3 Kostra Mohutného Stanu (k < 3) opravovali Adam a Kika V.

Zadanie. Co vdm napadne, ked sa pozriete na cirkusovy stan? Predsa rovnoramenny trojuholnik, napriklad
takyto. V rovnoramennom trojuholniku ABC so zdkladfiou AB oznacime D pétu vysky z bodu C na stranu AB.
Stred strany CD oznacime M. Priamka BM pretina stranu AC v bode E. DokdZzte, Ze 2 - |CE| = |AE|.

Pri takychto ulohdach je vzidy dobry zaciatok skusit si do obrazka nieco dokreslit a potom skumat, ¢i tam nieco
zaujimavé nevidime. Spdsobov, ako do obrazka nie¢o dokreslit, je mnoho a niektoré davaju vac¢si zmysel ako
iné. V tomto konkrétnom pripade davalo zmysel vela roznych dokresleni, my si ukdzeme dve z nich.

C

M

Najprv skusime dokreslit priamku rovnobeznu s tseckou EB prechadzajicu bodom D. Bod, v ktorom pretne
stranu trojuholnika AC, si nazveme F a bod, v ktorom pretne predlzenti stranu BC, nazveme G. Co v takom-
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to obrazku vidime? Viacero trojuholnikov vyzera podobne, napriklad taky A MCE bude podobny s ADCF
podla vety uu . KedZe usecky DF a ME st rovnobezné, velkosti uhlov FDC a EMC su rovnaké, a uhol FCD je
spolo¢ny. Vidime, Ze trojuholnik MCE je mensi, no vieme ho natiahnut tak, aby sa prekryl s (zobrazil sa na)
trojuholnikom DCF.

Zaujima nas ako velmi sa AMCE pri tom zvacsi, alebo inak povedané kolkokrat st strany A DCF dlhsie ako
im prisluchajice strany AMCE. Nie je to prili§ ndro¢né, kedze M lezi v strede DC, strana DC bude dvakrat
dlhsia ako MC. Pozrieme sa teda na stranu AC ktora nas podla zadania zaujima, a s tym ¢o sme zistili vieme
povedat, Ze strana FC je dvakrat dlhsia ako strana EC a teda plati, Ze EC a FE st rovnako dlhé.

Fajn, toto vSak nie st jediné podobné trojuholniky na obrazku, plati to aj pre AADF a AABE, znova podla
uu (|< AFD| = | < AEB| a| < EAB| je spolo¢ny). Znovu sa zamyslime ako velmi treba A ADF natiahnut aby bol
rovnako velky ako A ABE - a vidime Ze staci potiahnuit bod D do bodu B. Trojuholnik ABC je rovnoramenny,
bod D lezi v strede strany AB, a teda plati [AB| = 2 - |[AD|. Pomer dlZok prislichajucich stran AABE a AADF
je teda znova 2, a znovu sa moézme pozriet na stranu AC. Plati |AE| = 2 - |AF|, takze |AF| = |EF|.

A uz mame vsetko, ¢o potrebujeme, riesenie je zjavné. Plati |AF| = |[EF| a |CE| = |EF|, potom |AF| = |EF| = |CE|.
Cize |AC| = 3 |CE| a |AE| = 2 - |CE|.

Iné riesenie

Ako sme spominali, ukaZeme si dve riesenia, tu je druhé. Teraz vyuzijeme symetriu rovnoramenného troju-
holnika a dokreslime si okolo neho obdlznik ABXY tak, ze bod Cleziv strede strany XY. Bod M nim tak nejako
intuitivne pripada byt stredom nasho obdlznika, a bez vi¢sej ndmahy to aj vieme ukazat (nech sa paci). Use¢-
ka BM zacina vo vrchole obdlznika a pokracuje do jeho stredu, ak ju teda prediZime bude z nej uhlopriecka
a narazi na bod Y. Rovnako zakreslime aj druht uhlopriecku AX.

Y C X

A D B

Teraz sa zamerajme na trojuholnik AXY. Strana AC, ktora nas podla zadania zaujima, spaja jeho vrchol so
stredom protilahlej strany, bude teda taznicou. Bod M deli uhlopriecky na polovice a teda lezi v strede AX.
Z toho ale vyplyva ze aj YM je taznica trojuholnika AXY. Bod, v ktorom sa pretinaju taznice, nazyvame tazis-
kom a v tomto pripade je to bod E. Vieme Ze tazisko lezi v dvoch tretinach taznice, ¢o je dost prihodné lebo
to priamo dokazuje Ze |AE| = 2 - |CE|. A voila, mdme hotovo!

2.4 Kompozicia Mnohych Susedov (k < 4) opravovali Dada a Kika Prs

Zadanie. V cirkuse Crazy Monsters Circus nepredvadzajii Ziadne jednoduché ¢isla, ale zlozené. Nech n je zloZené
kladné celé cislo. Pre kazdého vlastného delitela d (t. j. delitela rozneho od n a 1) napiseme na papier ¢islo d + 1.
Ndjdite vsetky hodnoty n, pre ktoré sme na papier vypisali vsetkych viastnych delitelov nejakého prirodzeného
Cisla m.
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Na zaciatok si ujasnime dve veci:

o ZlozZené cislo je také celé kladné ¢islo n, ktoré nie je prvocislom a je rozne od 1. MoZeme ho zapisat v tvare
n=a-b,kde a, b su tiez celé kladné ¢isla rozne od 1. (Priklad: 10 =2-5.)

o Vlastny delitel je také celé kladné ¢islo d, ktoré deli zlozené ¢islo # a je rozne od 1 aj od n. (Priklad: 12
ma vlastnych delitelov 2, 3, 4, 6.)

Nasou ulohou je najst také ¢islo n, aby véetky jeho vlastné delitele d; zvacsené o 1 boli vSetkymi vlastnymi
delitelmi d; + 1 iného zlozeného ¢isla m. Nech teda N = {d,,d,,d;, ...,d;} je mnozinou vietkych vlastnych
delitelov ¢islana M = {d; +1,d,+1,d5+ 1, ..., di + 1} je mnoZinou véetkych vlastnych delitelov ¢isla m. Kedze
najmensi vlastny delitel ¢isla n je d; # 1 (pretoze v tom pripade by nebol vlastnym delitelom), tak najmensi
vlastny delitel ¢isla m je d; + 1 # 2, z ¢oho vyplyva, ze ¢islo m nebude moct byt delitelné dvomi, ¢ize bude
neparne a jeho vlastnymi delitefmi mozu byt len neparne ¢isla.

Ak vsetky vlastné delitele ¢isla m st neparne, tak vsetky vlastné delitele ¢isla n musia byt naopak parne.

Dalej si uvedomme, Ze ak N obsahuje nejaké ¢islo 2% - p, kde p je neparne prvocislo, tak musi obsahovat aj p,
pretoZe aj to bude vlastnym delitelom cisla n. Lenze ak N obsahuje p, tak M obsahuje p + 1 a to je ¢islo parne
(nepdrne Cislo zvicsené o 1 je pdrne Cislo), ¢o je v rozpore s predchadzajucim zistenim, Ze vlastné delitele ¢isla
m su nepéarne. TakZe N nemoézZe obsahovat ¢islo tvaru 2% - p.

Pre ndzornost:

[ ]
N
Il
)
[\
I
)
(3]

©8=2.2.2=2°

e 10=5-2
e 12=3-2-2
e 14=7-2

16=2-2-2.2=24

Vidime, ze vhodné st prave mocniny ¢isla 2. V kone¢nom dosledku rovnako tak aj ¢islo #n musi byt mocninou
dvojky a plati, ze ak n = 2k, potom N = {2,22,23,...,2F"1} = {2,4,8,...,25 1} a M = {3,5,9,...,2F1 + 1}.

Vezmime si teda N = {2}. Vtedyjen = 4, M = {3} am = 9. Dalejak N = {2,4}, n = 8, potom M = {3,5}
am =15. Aleak N = {2,4,8}, n = 16, potom M = {3,5,9}, najmens$i spolo¢ny ndsobok tychto troch ¢isel
je cislo 45, lenze to ma vlastného delitela aj 15 a teda nie je splnena podmienka, Ze mnozina M obsahuje
vietky vlastné delitele ¢isla m. Cislo 15 bude vzdy vlastnym delitefom ¢&isla m ak st &isla 3, 5 a 9 jeho vlastnymi
delitelmi, teda ak st ¢isla 2,4 a 8 vlastnymi delitelmi ¢isla n. Aby ¢islo 15 bolo v mnozine M, tak v mnozine
N musi byt ¢&islo 14. Avsak to uz vieme, Ze takéto &islo byt v mnozine N nemoze. Teda Ziadne dalsie n = 2%
nevyhovuje.

Pre kazdé dalsie n nebude mnozina M spliat spominani podmienku a teda findlnym riesenim sa hodnoty
n =4an =8 aknim prisluchajiuce m =9 am = 15.
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2.5 Kolko Miesta Separujes? (k < 7) opravovali Kapitan D. a Slavo

Zadanie. V Ziadnom spravnom cirkuse nesmie chybat vystupenie, v ktorom sa nieco reze. V Crazy Monsters
Circuse rozdelujii neuveritelnii vec — nekonecny papier. Cirkusant najprv nakresli na nekonecny papier n troju-
holnikov. Trojuholniky mézu byt rozne a moézu sa prekryvat. Potom papier rozreze po kazdej strane trojuholnika
(reze po tisecke, nie po priamke). V zdvislosti od kladného celého Cisla n urcte, kolko najviac kusov papiera tak
vie cirkusant papier dostat.

M4me 7 trojuholnikov na papieri. Co nds zaujima je, Ze kolko oblasti je tymito trojuholnikmi (ich obvodmi)
ohranicenych. Najskor sa pozrime na to, aka moze byt vzajomna poloha tychto trojuholnikov. Najjednoduch-
Sie, ¢o sa moze stat je, Ze sa vobec neprekryvaji a teda pre n trojuholnikov dostavame za kazdy trojuholnik
jeden kus papiera, teda n + 1 kusov papiera (plus zvy$ok). Dalsia jednoduchd moznost nastdva, ak st vsetky
trojuholniky zhodné a polozené na sebe. Vtedy dostaneme len 2 oblasti, ale kedZe nas zaujima, kolko najviac
¢asti mozno ziskat, tak tito moznost mozeme ignorovat.

Ziskali sme nejaky spodny odhad na pocet oblasti. To je na zaciatok fajn, ale zrejme to nie je najlepsie umiest-
nenie. Je teda uplne na mieste polozit si otazku, ¢o by sa muselo stat, aby sme ziskali viac oblasti. Vela moznosti,
¢o robit, nemame, skisme umiestnit trojuholniky tak, aby sa pretinali. To ndm prida par dal$ich oblasti. Po-
zrime sa najprv na malé pripady, ¢o sa udeje, ked budu trojuholniky len dva. Po chvilke skusania d6jdeme
k tomu, Ze vieme dostat najviac 8 oblasti. Napriklad takto:

Pozrime sa lepsie na to ako moze vzniknut nova oblast. Nova oblast nam vznikne vtedy, ked niektora zo stran
trojuholnika pretne dvakrat iny trojuholnik, lebo ho tym rozdeli na dve casti, alebo ak nejaky nejaky vrchol
lezi na strane iného trojuholnika. Rozmyslime si, Ze v takom pripade by sme mohli trojuholniky preusporiadat
tak, aby sa na vzajomnej polohe véetkych inych trojuholnikov ni¢ nezmenilo a pocet oblasti by bol vacsi (tento
novy vrchol by sme posunuli tak, aby sa tieto trojuholniky pretali). Preto dalej uvazujme len moznost kedy
ziadny vrchol nelezi na strane iného trojuholnika. Jedna tsecka teda vie pretnut trojuholnik najviac dvakrat.
Pozrime sa, ¢o sa moZe stat, ked mame fubovolne poloZenych n trojuholnikov a chceli by sme pridat (n+1)-vy

Najviac oblasti dostaneme prave vtedy, ak kazda strana novo pridaného trojuholnika pretne kazdy iny troj-
uholnik prave dva krat, ¢o tak isto znamena, Ze kazdd zo stran povodnych trojuholnikov dvakrat pretne nas
novo pridany trojuholnik. Pdvodnych stran mame 3#, teda nas novy trojuholnik vie delenim p6vodnych tro-
juholnikov pridat najviac 3n oblasti. Tak isto ale strany pévodnych trojuholnikov vedia pretnut novo pridany
najviac dvakrat, teda dokopy to je 6n. Oblast ohrani¢ent novo pridanym trojuholnikom ratat nemusime, lebo
je uz zapocitana v spolo¢nom prieniku v$etkych trojuholnikov. (Ak sa ndm podari trojuholnik umiestnit tak,
aby kazda strana bola dvakrat pretnuta.)

Kedze pri jednom trojuholniku st 2 oblasti, tak takymto pridavanim trojuholnikov ich nebude viac ako 2 + 6 +
12+--+(6n-6)=2+6(1+2+---+(n-1)) =2+3n(n-1). Este potrebujeme ukazat, ze existuje rozlozenie
trojuholnikov, pre ktoré je mozné dany pocet oblasti dosiahnut. Na to také rozloZenie zostrojime.
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Vezmeme si rovnostranny trojuholnik a ten n-krat oto¢ime okolo svojho taziska tak, aby trojuholniky spolu
nesplynuli.

Iné rieSenie

Pri skasani, ako dostat o najviac oblasti, si mozeme vS§imnut, ze ¢im viac sa nam trojuholniky pretnu, tym
viac oblasti dostaneme. Na to, aby sme mohli nieco také dokazat, by sa nam zislo najprv poriadne uchopit
»pretnutie trojuholnikov®. Co nam ur¢i, ako vela sa trojuholniky pretinaji? Napriklad priese¢niky. Preco by

mal pocet priesecnikov nejako stvisiet s poctom oblasti, ktoré dostaneme? Lebo vzdy, ked sa nam niektoré
dva trojuholniky pretnu, tak vznikne aj nova oblast aj nové priese¢niky.

Podme skusit dokazat, ze ¢im viac je priese¢nikov, tym viac je oblasti. Tato iloha nam moze zniet povedome.
Vztah medzi po¢tom oblasti a poctom priesecnikov je zachyteny Eulerovym vzorcom. Ten hovori, Ze

pocet hran (useciek medzi vrcholmi a priese¢nikmi) — pocet vrcholov (priese¢nikov) = pocet oblasti — 2.

(Ak ste o nom nepoculi, pozrite si to tu https://sk.wikipedia.org/wiki/Rovinn%C3%BD_graf.) No a teda preco by
sme mali chciet, aby sme mali ¢o najviac priese¢nikov? Pretoze ak sa nejaké dve strany trojuholnika pretnu, tak
za kazdu dvojicu pretnutych stran dostaneme sice jeden novy priesecnik, ale zaroven dve nové hrany (asecky).
Teda za jeden novy priese¢nik dostavame navyse jednu oblast.

KedZe kazdy priese¢nik pridava 2 hrany, pocet hran sa da vyjadrit ako 3n+2(pocet priese¢nikov). Po dosadeni
do Euklidovho vzorca dostdvame, ze: (3n + 2(pocet priese¢nikov)) — (pocet priese¢nikov + pocet vrcholov) =
(pocet oblasti) — 2, teda pocet oblasti = 3n + 2 + (pocet priesecnikov) — (pocet vrcholov). Kedze vrcholov je 3n,
dostavame, Ze pocet oblasti = 2 + pocet priese¢nikov. Sta¢i nam teda docielit maximalny pocet priese¢nikov.

Dva trojuholniky sa mdzu pretnut najviac 6-krat (rozmyslite si). Ak by sa nam podarilo vymysliet taka kon-
$trukciu, ze kazda dvojica trojuholnikov sa pretina prave 6-krat a ziadne tri trojuholniky sa nepretinaju v jed-
nom bode, dostaneme najvac¢si mozny pocet priese¢nikov a teda aj oblasti. To, Ze to je naozaj mozné vyplyva
z konstrukcie, ktora je rovnaka ako v predchddzajucom rieseni.

Vezmeme si rovnostranny trojuholnik a ten n-krat oto¢ime okolo svojho taziska tak, aby trojuholniky spo-
lu nesplynuli. (Rozmyslite si, Ze priese¢niky dvoch roznych dvojic trojuholnikov nemoézu splynut.) Lahko
overime, Ze pre n vieme dostat najviac n(n — 1)3 + 2 oblasti.
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2.6 Krotitel Mystickych Seliem opravovali Marek a Tatiana

Zadanie. Cirkusovy krotitel Seliem chovd mystickii Selmu - trojuholnik ABC. Body A,, A, leZia postupne na
strandch AB a AC tak, Ze priamky A, A, a BC sti rovnobezné. Navyse, kruznica opisand trojuholniku AA, A, sa
dotyka strany BC v bode A;. Podobnym sposobom definujme body B; a Cs. Dokdzte, Ze priamky AA;, BB;, CCs
sa pretinajui v jednom bode.

Treba dokazat, Ze tri priamky sa pretinaji v jednom bode. Akym $tylom sa to da ukazat? Napriklad mozno
ukézat, Ze tam kde sa dve pretnd, sa pretina aj tretia. Dalsi postup je to previest na problémy, ktoré st uz
vyrieSené, napriklad, ze osi uhlov, osi stran, taznice alebo vysky trojuholnika sa pretinaji vjednom bode. Ak by
nase priamky v skuto¢nosti reprezentovali niektory zo spominanych pripadov, boli by sme vyhrali. Na zistenie,
¢i mozeme nieco také vyuzit, potrebujeme zistit ¢osi viac o bodoch Aj, B; a C;. Ked sa vSak zamyslime, tak
vieme vylu¢ovanim moznosti prist na to, ze spomedzi vyssie uvedenych je jediny vhodny kandidat priese¢nik
osi uhlov. Mozete sa zamysliet, pre¢o sme tie ostatné moznosti rychlo zavrhli. KedZe by sme radi ukazali, ze
AAj; je os uhla BAC, tak by sa patrilo ukazat rovnost uhlov BAA; a A;AC. Preto sa budeme dalej zapodievat
uhlami. Samozrejme, ak by sa nam nepodarilo ukazat, Ze je to os uhla, tak musime skusit nieco iné (ale netreba
sa vzdavat moc skoro).

Al A2

Oznac¢me si uhly ako na obrazku. Ak by nasa usecka AA; bola v skuto¢nosti os uhla, tak uhly € a § by mali
oba velkost §. Tento poznatok méme z toho, Ze § je tisekovy uhol k uhlu A;AAj; a ¢ je usekovy uhol k uhlu
A3AA,. " Tobyaleznamenalo, Ze ¢ +§ = a. Ked sa zamyslime, tak toto tvrdenie je v skuto¢nosti pravdivé. Nase
zamyslenie bude nasledujice: Kedze body A, A}, A,, A; lezia na kruZznici, tak | < A,A3A;| = 180°—a. A doplnok
tohto uhla je a, ale zdroven aj siiéet uhlov & a . Co podporuje nase podozrenie, Ze mame ¢o docinenia s osou
uhla. Avsak stéle treba ukazat rovnost uhlov J a €.

Rovnost ukazeme prenasanim uhlov. KedZze uhol ¢ je tsekovy uhol aj ku uhlu X tak sa velkosti tychto dvoch
uhlov rovnaju, € = X. Lenze BC a A, A, st rovnobezky, takze vieme povedat, ze X = §. Teda § = X = ¢. Co sme
potrebovali dokazat.

Takze zhriime si to. KedZe § = ¢ a vieme, Ze 0 + € = a, vieme aj, Ze § = ¢ = 5. Vdaka usekovosti § ¢i € k uhlom
A1AA; ¢ A3AA; mame |<A1AAs| = 8 = § = £ = |<A3AA;|. Teda mame ¢o docinenia s osou uhla. Analogicky
to spravime pre priamky BB; a CC; a mame, Ze tri osi uhlov sa maju pretinat v jednom bode (v strede kruznice
vpisanej trojuholniku ABC). A to je zndme tvrdenie, na ktoré sa moézeme odvolat.

'Pokial ti tsekovy uhol ni¢ nevravi mézes si o iom nieco precitat v Zbierke KMS,
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2.7 Kuazelnikove Magické Stipce opravovali Jozo a Mato

Zadanie. Kiizelnik predvidza nasledovné kiizlo. Ukdze publiku stvorcekovi tabulku n x n policok, ktorej dve
policka v protilahlych rohoch sii zafarbené nacierno a zvysné policka si biele. Kiizelnik si vie vyberat bud jeden
riadok, alebo jeden stlpec tabulky a mdvnutim palicky zmenit farbu vietkym polickam v fiom. V zavislosti od
celého Cisla n > 2 urcte, kolko najmenej dalsich policok (t. j. okrem dvoch protilahlych rohovych, ktoré uz st
zafarbené) musi kiizelnik pred zaciatkom kiizlenia zafarbit nacierno, aby potom mohol svojim kiizlenim zafarbit
celti tabulku nabielo.

Celé rieSenie bude spocivat v tom, Ze najdeme taky sposob pouzivania kuaziel, aby pocet policok, ktoré sa
zmenia, bol minimalny. Teda do zmenenych poli¢ok budeme ratat aj tie dve, ktoré st od zaciatku ¢ierne (ktoré
musime potom na konci odpocitat). Samozrejme, musime tieto dve zafarbené policka nejako zapojit do nasich
uvah, aby sme vylucili nulu ako minimalny pocet zmenenych policok. Ak ukazeme, Ze najmensi pocet policok,
ktoré kuzelnik dokaze zmenit, je m, tak budeme vediet, Ze na zaciatku potrebuje zafarbit aspon m — 2 dalsich
policok nacierno. Potom nam uz len bude stacit ukazat, Ze tabulka s vhodnymi m — 2 dofarbenymi polickami
ide vybielit.

Na zaiatku si véimnime, Ze ak pouzijeme kuzlo na ten isty riadok alebo stlpec dvakrat, tak to ma rovnaky
efekt, ako keby sme ho ani nepouzili. Cize mozeme to ztzit na situdciu, kedy kizlo pouzijeme na kazdy riadok
maximalne raz.

Ak pouzijeme kuzlo na nejaké policko dvakrat, tak ostane nezmenené. Z hladiska po¢tu zmenenych policok
nezélezi, ¢i kizlo pouZzijeme na $tvrty alebo treti riadok. Pocet bude rovnaky, len ich pozicia bude ind. Cize
zalezi akurat iba na pocte zmenenych riadkov (ktory budeme oznacovat a) a stlpcov (b).

Teraz vyuzijeme, ze na za¢iatku mame uz dve policka tabulky ¢ierne. Bez ujmy na v§eobecnosti nech st to lavé
horné a pravé dolné rohové policko. Kedze [avé horné policko musime zmenit, tak vieme povedat, Ze z dvojice
najvyssi riadok a najlavejsi stlpec musi byt pouzity pravé jeden. To isté plati aj pre pravy dolny roh, z ¢oho
vyplyva2 <a+b<2n-2.

V kazdom z a zmenenych riadkov b poli¢ok nezmenilo farbu a n — b zmenilo farbu. Analogicky to plati aj pre
stlpce. Cize pocet zmenenych poli¢ok mozeme vyjadritf pomocou vyrazu a(n — b) + b(n — a). A tento vyraz
musime minimalizovat za podmienky 2 < a+ b < 2n - 2.

Ak si to upravime do tvaru n(a+b) —2ab, tak mézeme jednoducho pozorovat, ¢o sa stane s po¢tom zmenenych
poli¢ok. Ak a zvd¢sime o jedna, tak pocet sa zvacsio [n(a+1+b)—2(a+1)b]—[n(a+b) —2ab], ¢o sarovna
n —2b . Podla tohto tlohu prirodzene rozdelime na 3 moznosti b < n/2, b = n/2 (len pre parne n), b > n/2.
Ak b < n/2, tak zvacsovanim a sa celkovy pocet zvacsuje. Ak b = n/2, tak na a nezalezi, a ak b > n/2, tak sa
zvacSenim a sa pocet zmensuje. Z toho vyplyva, Ze chceme :

b: b<n/2 b=n/2 b>n/2

a: miniméalne nezileZi maximalne

A ked opit pouzijeme tu istt uvahu pre b, tak dostaneme dalsi riadok tabulky :

b: b<n/2 b=n/2 b>n/2

a: minimdlne nezdleZi maximalne
b: minimalne n/2 maximalne
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Co presne znamena, Ze a a b maju byt minimalne? Hovori ndm to to, Ze ak vieme jedno z nich zmensit, tak
dostaneme mensi pocet zmenenych policok. Preto sa urcite najmensi pocet zmenenych poli¢ok nachazdza
v takych pripadoch, kde a ani b nevieme zmensit. Podobny vyznam ma aj slovicko maximalne. Teraz sa
pozrime na pripady, ktoré sme dostali:

1. b aj a s minimalne. KedZe 2 < a + b, tak mame dve moznosti: b = 2, a = 0 kedy celkovy pocet
prefarbenych poli¢ok bude 2n alebo b = 1, a = 1 celkovy pocet bude 2n — 2.

2. b=n/2a0<a <n.Poletvtomto pripade bude n?/2.
3. baj a sa maximalne. KedZe a + b < 2n - 2, tak mame opét dve moznosti: b = n, a = n - 2, kedy celkovy

pocet prefarbenych bude 2n alebo b = n — 1, a = n — 1 celkovy pocet bude 2n - 2.

Cize celkovo sme dostali, Ze mdzeme zmenif minimélne 2n—2 poli¢ok. A tuto situdciu vieme naozaj dosiahnut.
Napriklad tak, ze zafarbime vsetky policka v prvom riadku a poslednom stlpci okrem lavého dolného rohu.
A kedZe dve policka uz su zafarbené, tak kizelnik musel ofarbit este minimalne 2x — 4 polic¢ok.

Iné rieSenie

Prist na spdsob, ako tabulku vybielit s dofarbenim 21 — 4 polic¢ok na ¢ierno je celkom jednoduché. Ukazeme
si eSte iny sposob, ako mozno ukazat, ze s mensim poc¢tom dofarbenych poli¢ok to nie je mozné. Nebudeme
pracovat so ziadnymi vyrazmi (ved toto je iloha z kombinatoriky a nie algebry ;)), ale pouzijeme tvahy, ktoré
sa Casto pouzivaju pri uohdch s tabulkami (a aj inde). Tabulku sa pokusime rozdelit na niekolko casti tak, aby
sme o kazdej casti vedeli povedat, Ze v nej musime este zafarbit aspon jedno policko. Potom pre vsetky oblasti
s¢itame nase odhady (musime si dat pozor na prekryvanie) a dostaneme dolny odhad na pocet zafarbenych
poli¢ok. Nase tvahy budu fungovat len pre n > 4. Pre n < 3 lahko zvladneme ziskat sprvany dolny odhad
(napr. vyskusanim vietkych moznosti).

Poli¢ko v 7-tom riadku a s-tom stlpci ozna¢ime ako (r,s). Uvazujme nasledovnych 2n — 4 $tvoric poli¢ok:
o prekazdéie {2,3,...,n—1} stvoricu (1,1), (i, 1), (i,1), (1,7) (n — 2 $tvoric);
o prekazdéje{2,3,...,n -2} stvoricu (j + 1,j), (n,j), (n,n), (j + 1,n) (n - 3 $tvoric)
o astvoricu (2,n-1), (n,n-1), (n,n), (2,n).

Rozdelenie polic¢ok do $tvoric pre n = 7 ilustruje nasledovny obrazok.

.12345
1

1 10110
21612 6
3 713 7
4 8|4 8
o 919519

678910.

KedZe n > 4, okrem poli¢ok (1,1) a (n,n) nemaju tieto $tvorice Ziadne spolo¢né policka. Kazda $tvorica
pozostava zo $tyroch polic¢ok tvoriacich prienik dvoch riadkov a dvoch stlpcov. Kazdé mavnutie palickou meni
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prave dve policka z tejto Stvorice alebo Ziadne. Preto v kazdej tejto Stvorici policok sa partia poctu ¢iernych
poli¢ok nemeni (premyslite si to). Na konci, v bielej tabulke, ma byt v kazdej $tvorici nula ¢iernych policok, ¢o
je parny pocet. Preto aj na zaciatku musi byt v kazdej $tvorici parny pocet ¢iernych policok. Avsak na zaciatku
sa v kazdej §tvorici nachadza prave jedno cierne policko. Teda kuzelnik musi v kazdej $tvorici zafarbit este
aspon jedno poli¢ko nac¢ierno. Vzhladom na to, ze okrem ¢iernych poli¢ok (1,1) a (n,n) uz $tvorice nemaju
dalsie spolo¢né policka, potrebuje kuzelnik zafarbit este aspon 2n — 4 poli¢ok.

2.8 Konkurz Menejcenného Stvorca opravoval Pedro

Zadanie. Vystupujuci cirkusu maju zaujimavé vlastnosti, napr. vedia hitat mece. Prirodzené Cislo a by tieZ
chcelo vystupovat v cirkuse. Chvdli sa nasledovnou vlastnostou: Pre lubovolné kladné celé ¢islo n > 1 ma cislo
n’a — 1 delitela vicsieho ako 1, ktory dava zvysok 1 po deleni islom n. Zial, az takd zaujimavd vlastnost to nie
je. Dokdzte, Ze Cislo a je Stvorec, t. j. druhd mocnina celého Cisla.

Pozrime sa najprv, ¢i tvrdenie plati, keby sme ho sformulovali naopak... t. j. nech a = s? pre nejaké s prirodzené.
Potom n?s? — 1 = (ns—1)(ns + 1), kde ns + 1 > 1 spliia nami pozadované vlastnosti. Vdaka tomuto zdroven
mame lacno ziskanych nekonec¢no prikladov na ¢isla splnajtice zadanie.

Nasou ulohou je v8ak dokazat opa¢nu implikaciu. Nech teda pre vSetky n > 1 existuje taky delitel d > 1 vyrazu
n*a — 1, ktory déva zvy$ok 1 po deleni n. To ale znamena, Ze existuje také k € N, ze d = nk + 1 | n?a - 1. Z tejto
delitelnosti zaroven vidime, ze k < na.

Jednou zo zékladnych vlastnosti delitelnosti je, Ze ak pre celé ¢isla plati x | y, tak aj x | y + zx, kde z je lubovolné
celé ¢islo. Toto viackrat aplikujeme na nasu delitelnost:

nk+1|n*a—1=nk+1|n*a-1+nk+1=n(na+k)=nk+1|na+k

(Iebo cisla n a nk + 1 st nesudelitelné).

Potom dalej
nk+1|na+k=nk+1|na+k-k(nk+1)=n(a-k)=>nk+1|k -a.

Toto ma platit pre vSetky n € N. Zvolme n ,,radovo vacsie“ ako a (to znamena nieco v zmysle n > 100a + 1000,
ale pre ucely tejto ulohy bude stacit slovny popis, rozmyslite si, ako by ste potrebné odhady dokazali presne).

Na pravej strane mame vyraz, ktory kvadraticky zavisi od k, kym na Iavej mame linearnu zavislost. Aby platila
delitelnost, musi platit: a—k? = 0 alebo |nk+1| < |k?—a|. Predpokladajme, Ze td prva moznost neplati. Pre k = 1
je hodnota vyrazu |nk + 1| rovna n + 1, kym hodnota |k? — a| je rovna a — 1. Hodnota |k? — a| bude s rasttcim k
klesat az do chvile, kym k? > a, potom za¢ne rast. Hodnota nk + 1 rastie s rasticim k stale. Po dosadeni k = n
dostavame na lavej strane n2 + 1 a na pravej strane n? — a, ¢o evidentne este stile nesplia nami pozadovant
nerovnost. Preto sme dostali aj dolné aj horné ohranicenie pre k, konkrétne: n < k < na, a ako uvidime, bude
sa nam hodit.

Delitelnost nk + 1 | k> — a musi byt realizovand nejakym konkrétnym celym ¢islom. KedZze n aj k su radovo
vicsie ako a, naskytd sa ndm dost uzke ohranicenie pre celé ¢islo z, pre ktoré z(nk + 1) = k* — a. Na prvy
pohlad vidime z = k/n. Vyskasajme teda vynasobit nk + 1 ¢islom k/n (aby sme dostali nejaké ohranicenie pre
z). Dostaneme k? + k/n > k? — a. Nevyslo. Skdsme (nk+1)(k/n—1) = k? — nk + k/n — 1. Lenze k/n neprevySuje
a, kym nk je mimoriadne velké: k* —nk + k/n—1< k* — a.

Mame teda interval o velkosti jedna, vnutri ktorého sa musi nachadzat celé ¢islo z. Lenze potom vieme z
jednozna¢ne ur¢it. Nech k = ¢ (mod n). Potom z = (k — ¢)/n. Teda dostavame (nk + 1)(k/n — c/n) =
k? + kin — ck — c/n = k* + (k — ¢)/n — ck. Toto mé byt presne rovné k* — a. Teda ck — (k — ¢)/n = a. Vieme,
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ze ¢ > 1, lebo ak by sa rovnalo nule, dostdvame jasnu nerovnost. LenZe potom ck je mimoriadne velké, kym
(k — ¢)/n je zhora ohrani¢ené a. Takymto spdsobom teda nemoze byt dosiahnutd rovnost.

Mozno sme uz aj zabudli, ¢o sme tymto dosiahli. Dosiahli sme spor, ktory sme si na zaciatku piateho odseku
vytvorili... predpokladali sme, Ze k> — a # 0. Nuz teda a = k? pre nejaké prirodzené k, ¢o o a prezradza, Ze je
Stvorcom.

2.9 Kolko Miestenka Stoji? opravoval Juro

Zadanie. Listok na cirkusové predstavenie pozostdvajiice z n > 2 Cisel stoji C,. Cena C, je urcend ako najmensie
kladné redlne Cislo, pre ktoré existuje postupnost redlnych Cisel x, %, ..., X, pre ktoru plati:

L. (x1,%2,..,x,) # (0,0,...,0),
2. X+ %+ +x,=0,

3. pre kazdé celé Cislo i také, Ze 1 < i < m, plati x; < x;,, alebo x; < x;,1 + CyXiyy (indexy clenov postupnosti
berieme modulo n, teda x,..1 povaZujeme za x,, x,., povaZujeme za x, a pod.).

Dokazte, Ze pre kazdé celé cislo n > 2 plati C, > 2 a Ze C, = 2 prdve vtedy, ked'n je pdrne.

Po prvych skasaniach réznych postupnosti lahko ndjdeme pre parne n postupnost -1, +1, -1, +1, ..., -1, +1.
Této postupnost zjavne spliia nerovnosti zo zadania a C, = 2. Pre neparne 7 ale uz nenajdeme taku postupnost,
aj ked sa postupnost 1, 1/2, 1/4, ..., 1/2("=2), -2 velmi bliZi.

Ako prvé pozorovanie si uvedomme, preco v zZiadnej postupnosti nemozu byt dve nekladné ¢isla za sebou. Ak
by to tak bolo, nazveme si tieto ¢isla x;, x;.; . Potom ¢islo x;_; musi byt ale tiez nekladné, pretoze musi byt
mensie bud ako x; alebo ako x; + C,x;,1, no obe tieto ¢isla st nekladné. Rovnakym postupom ale aj x;_, bude
nekladné, atd... Preto budu vSetky nekladné, ¢o ale byt nemozu.

Mozeme si preto tlohu ,rozkuskovat® podla nekladnych ¢isel. Medzi dvoma nekladnymi ¢islami bude bud
jedno, alebo aspon dve kladné ¢isla. Tieto skupiny kladnych ¢isel medzi dvoma nekladnymi nazvime cyklus.
Ozna¢me si A stucet vSetkych samotnych kladnych ¢isel, t.j. takych x;, Ze obe ¢isla x;_;, x;,; buda nekladné.
Podobne, pre vacsi cyklus, kde x; a x; su nekladné, si oznacme B sucet vietkych x;,; a pismenom C ozna¢me
sucet vietkych x;_;. Pismenom D ozna¢me sucet sUCtov X, + Xj43 + ... + Xj_,. Pismenom E oznacme stcet

vSetkych nekladnych ¢isel. Ziskali sme tak disjunktny rozklad postupnosti, teda kazdé ¢islo v nej prispelo do
suctu prave raz do jedného pismena. Podla druhej podmienky v zadani musi A+ B+ C+ D + E = 0.

Vietky prvky, ktoré st vlavo (o 1 mensi index) od nekladného ¢isla, splaji: xj_; < x; + x;,1 Séitajme takto
cez vsetky prvky, ktoré st nalavo od nekladnych ¢isel (teda aj tych samostatnych). Dostaneme tak C + A <
E+C,(B+A). Dosadmeza E=-A - B— C - D, ziskavame 2C < A(C, - 2) + B(C, - 1) - D.

Predpokladajme pre spor, ze C, < 2. Vezmime si teda jeden cyklus, kde x; a x; si nekladné, a medzi nimi sa
iba kladné ¢isla. Platia pre ne nerovnosti: x;;1 < X4 + 2x;,3. TieZ plati x;,3 < x4 + 2x;45. Po dosadeni do prvej
nerovnosti ziskame x;.1 < X5+ X3+ X4 +2X;45. A znova vieme, Ze X5 < Xj16+2X;,7, dosadime a pokracujeme
rovnako az do konca cyklu, ziskame tak pre neparny pocet Cisel v cykle xi,; < xiys + Xip3 + -+ + xj_3 + 2xj_;. Pre
parny pocet v cykle ziskame iba X1 < Xj.5 + Xiy3 + - + Xj_3 + 2X;_,, kam dosadime nerovnost x;_, < 2x;_;, ktord
plati (dokonca je ostra, co bude ddlezité neskor) pretoze nutne musi platit zo zadania x;_, < x;_,. Kazdopadne
plati x;;; < Xip + Xip3 + -+ + Xj_3 + 2x;_;. SCitajme tdto nerovnost cez vietky cykly s aspont dvoma prvkami,
ziskame tak B < D + 2C.

Spojenim 2C < A(C, -2) + B(C, — 1) =D a B - D < 2C ziskavame 0 < (C, — 2)(A + B). Kedze ale A, B su
nekladné ¢isla a nemo6zu byt obe nulové, tak nutne musi byt C,, > 2.
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Na dokoncenie dokazu nam staci ukdzat, ze pre neparne n nemoéze rovnost nastat. Pre neparne n musi byt
v niektorom cykle parny pocet kladnych cisiel (pretoze ak spojime kazdy cyklus s jeho nekladnym prvym
¢islom, tak v pripade samych neparnych cyklov ziskame celkovy pocet ¢isiel parny). Uvedomme si, Ze na to,
aby nastala rovnost 0 = (C, — 2)(A + B), musi platit rovnost aj vo vSetkych nerovnostiach, z ktorych sme ju
dostali. Teda konkrétne, pre neparne n musi platit v cykle s pornym poctom kladnych cisel aj x;_, = 2x;_;. To
je ale problém, kedZe z podmienky zo zadania musi platit x;_, < x;_;. Tieto nerovnosti ale spolu nutne davaju
Xj—» = xj-1 = 0. To sme si ale na zaciatku uvedomili, Ze nemézu dve nekladné ¢isla nasledovat po sebe, preto
pre nepdrne n rovnost nastat nemoze.

2.10 Krotenie Monstra Skazy opravoval Vodka

Zadanie. Jedna staroddvna legenda hovori o monstre skazy, ktorii sa uz niekolko krotitelov pokiisilo skrotit do
svojho cirkusu. Zial, netispesne. Podari sa vam skrotit monstrum a vyliezt mu na rovnako dlhé ramend?

Dany je trojuholnik ABC s opisanou kruznicou k a so stredom vpisanej kruznice I. Oznacme ] obraz bodu I
v osovej stumernosti podla priamky BC. Nech S je priesecnik kruznice k s priamkou Al Dalej nech P je druhy
priesecnik kruznice k s priamkou SJ. Dokdzte, Ze |PI| = |Al|.

Mame dokazat, Ze nejaky trojuholnik je rovnoramenny. Najjednoduchsie to ukazeme tak, Ze dokdzeme rovnost
jeho dvoch uhlov. Preto budeme v rieseni pocitat uhly. No budeme musiet pouzit aj par netrivialnych veci
okrem $tandardného uhlenia. Tak podme na to.

Zjavne bod S je Svrékovym bodom obliku BC. V rie$eni vyuzijeme niektoré jeho vlastnosti. Ak ich nepoznite,
je(ﬂobréSa311hnizoznén1ﬁ,napr.tu:https://mks.mff.cuni.cz/library/SvrckuvBodMV/SvrckuvBodMV.pdﬁ

Ozna¢me si K priesecnik priamky JS s priamkou BC. Predpokladajme, Ze bod P lezi na obliku AB. VyuzZitim
Shooting lemma vieme, Ze |SB|> = |SK]||SP|. Taktiez vieme, Ze bod S je stred kruZnice opisanej trojuholniku
BIC, a preto |SB| = |SI|. Spojenim tychto dvoch vztahov dostavame, ze |SK||SP| = |SI]2. Z tohto vztahu vyplyva
podobnost trojuholnikov SKI a SIP podla vety sus, a preto | < SKI|=| < SIP|.

Pre jednoduchgie vyjadrovanie oznaéujme pre body X, Y na opisanej kruznici XY velkost obvodového uhla
nad oblukom XY. Ak ste nikdy nepocitali uhly pomocu oblikov, tak sa to skiste naucit, je to vazne rychlejsie
:). Pri niom je e$te velmi napomocnd nasledujica lema:

Lema. Ak body X, Y, Z, W lezia v tomto poradi na kruznici a T'je prieseénik XZ a YW, tak | < XTY| = XY+ ZW.
Dékaz. Ak to nepoznate, tak si to vyuhlite za domdcu ulohu a zapamditajte.

Tak a teraz podme na to: Vieme, Ze
| < PAS| = PS = PB + BS = PB + CS = | < SKC|.

Pri poslednej rovnosti sme vyuzili lemu. My vieme, ze |<SKC| = |<IKC], lebo J, leZi na SK a je to obraz I
v osovej sumernosti. Teraz uz len dame vsetky pozorovania dokopy:

2|« PAI| = 2| < SKC| = |« 8KI| = | < 8IP| = | < PAI| + | < AP]|

Ked sa na toto poriadne pozrieme, tak si uvedomime, Ze trojuholnik PAI je naozaj rovhoramenny, ¢o sme
chceli dokazat.

Pre tlpnost by sme mali dodat, Ze nase rieSenie funguje, aj ak Plezi na inom obluku - zo symetrie sta¢i uvazovat
uz len pripad, Ze lezi na obliku BS. Tam sa akurat niektoré obliky a uhly od¢itaju, ale inak to funguje rovnako
(premyslite si). A tak isto to funguje aj v dementnom pripade, ak P = B.
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@@ Riesenia 2. kola letnej Casti

Samozrejme tloha sa dala vyriesit aj bez pocitania pomocou oblikov v strednej asti, a to prostym vyuhlenim.
Chcel som vsak tuto techniku ukazat, lebo si myslim, zZe je dobré ju poznat. A tiezZ je dobré poznat vlastnosti
Svrékovho bodu.
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