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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Kapitan Modrobrada Superi (k < 1) opravovala Ceky

Zadanie. Kapitan Modrobrada sa plavi za kolonizdciou Ameriky. Jeho posddka sa rozhola skrdtit si dlhu plavbu
turnajom v pretldcani sa.

Posddka lode ma 32 namornikov. Prvy den hral kazdy namornik prave 1 zdpas (kazdy zdpas hrajii vZdy dvaja
ndmornici proti sebe). Druhy deri takisto hral kazdy namornik prave 1 zdpas. Ukdzte, Ze po tychto dvoch drioch
vieme vybrat 16 ndamornikov tak, Ze Ziadni dvaja z nich proti sebe este nezdpasili, a to bez ohladu na to, ako
ndmornici zdpasili v prvé dva dni.

Nasou ulohou je najst skupinu 16 namornikov, ktori proti sebe este nezapasili, bez ohladu na to, ako vyzerali
zépasy pocas prvych dvoch dni. KedZze kazdy namornik odohral zépasy s prave dvomi réznymi namornikmi,
mozeme si vSetkych namornikov usporiadat akoby do kruhu tak, ze vedla ndmornika sa budu nachadzat na-
mornici, s ktorymi zapasil (jeden vpravo a druhy vlavo). Takto budu vsetci namornici rozdeleni na niekolko
(moze byt aj jeden) samostatnych kruhov.

Teraz sa budeme snazit ukazat, Ze v kazdom z tychto kruhov je parny pocet namornikov. Ukazeme si, preco
v jednom kruhu nemoze byt neparny pocet namornikov. Predstavme si, ze mame kruh s neparnym poc¢tom
namornikov. Oc¢islujme si namornikov ¢islami 1 az 2k + 1 (kde k je jedno z ¢isel 1 az 15) v takom poradi,
v akom st v kruhu, pricom namornik 1 ma vpravo od seba svojho stpera z prvého dna (jemu dame cislo 2
a pokracujeme v ¢islovani v tomto smere). Namornik, s ktorym namornik ¢islo 1 superil pocas druhého dna
bude mat teda ¢islo 2k+1. Mézeme si v§imnut, Ze kazdy namornik s neparnym ¢islom ma vlavo od seba stpera
z druhého dna. Namornici 1 a 2k + 1 majui obaja neparne ¢isla, takze by obaja mali mat vlavo od seba svojho
supera z druhého dna. To ale znamena, ze namornik 2k + 1 musel pocas druhého dna odohrat dva zapasy.
To je ale spor so zadanim, a preto vedla seba nemoézu stat dvaja namornici s neparnymi ¢islami. A z toho uz
vyplyva, Ze v kazdom z kruhov je parny pocet namornikov.

Ak z kazdého kruhu zoberieme kazdého druhého namornika, budeme ich mat presne polovicu zo vsetkych,
¢ize 16. Tito namornici proti sebe urcite nezapasili, lebo kazdy zépasil len s tymi, ¢o su v cykle hned vedla
neho. Nasgli sme teda 16 namornikov, ktori vyhovuju zadaniu, ¢im sme dokazali to, co sme mali.

3.2 Kde Miznu Stopy (k < 2) opravovali Aha a Marcel

Zadanie. Posddku cakd ndrocnd plavba Bermudskym trojuholnikom. Aby v fiom nezmizli, potrebuje kapitdn
Modrobrada o 1iom nieco zistit.

Nech ABC je rovnoramenny trojuholnik so zdkladriou AB. Oznacme obraz bodu A v stredovej stimernosti podla
stredu tisecky BC ako D. Stred tise¢ky AC oznacme M, a stred iisecky CD oznacéme M,. Vieme tiez, Ze | < ACB| =
| < MBA|. Zistite sticet | < M;BM,| + | < ACB|.

Zo zadania ulohy vieme, ze uhly ACB a M; BA maju rovnaku velkost. My potrebujeme zistit sucet uhlov M; BM,
a ACB. KedZe uhly M,BA a M,;BM, maju spolo¢né rameno BM,, tiez vieme, zZe vysledkom hladaného suctu
bude velkost uhla ABM,. Oznacime si stred usecky BC ako S. Bod D je obrazom bodu A v stredovej simer-
nosti podla bodu S. Stredova simernost zachovava vzdialenosti, takze usecky AS a SD su rovnako dlhé. Inak
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povedané, bod S je stredom usecky AD. Bod S je aj stredom tusecky BC, z ¢oho vieme, Ze aj usecky BS a SC
majt rovnaku dizku.

Zistili sme, Ze stred useciek AD a BC je v tom istom bode, bode S a tieto tsecky sa navzdjom sa rozpoluju. To
znamena, Ze $tvoruholnik ABCD je rovnobeznik a usecky AD a BC su jeho uhlopriecky. Z definicie rovno-
beznika vyplyva, Ze protilahlé strany st rovnobezné a rovnako dlhé. V nasom pripade je rovnobezna strana
AB so stranou CD a strana BD so stranou AC. Zo zadania vieme, Ze trojuholnik ABC je rovnoramenny so
zékladiiou AB. Takze tse¢ky AC a BC maji rovnaku dizku. Vieme uz, Ze aj use¢ka BD ma takd ista dlzku.
Takze trojuholnik CDB je rovnoramenny, so zakladnou CD. Bod M, je stred usecky CD a v rovhoramennom
trojuholniku je pata vysky na zakladnu v strede zdkladne. V nasom pripade v bode M,. Vyska trojuholnika je
kolma na stranu, takze isecka BM, je kolmica na stranu CD a vdaka rovnobeZnosti aj na stranu AB. Z daného
tvrdenia vieme, Ze uhol ABM, je pravy a teda ma 90°.

3.3 Kompletne Magicky Stvorec (k < 3) opravovali Kika a Kika

Zadanie. Po uspesnom zdolani Bermudského trojuholnika vsak posddku zastihol Bermudsky stvoruholnik. Ide
o stvorcovii tabulku, do ktorej musi ndamornik spravne povpisovat Cisla, aby sa mohol plavit dalej.

Dopliite do tabulky 3 x 3 navzdjom rozne kladné celé ¢isla tak, aby sa sucet Cisel v kazdom riadku, stlpci aj
uhlopriecke rovnal 47.

Je viacero podobnych rieSeni, ako sa dala tato tloha spravit. Vzdy sa budeme snazit najst véetky konkrétne
tabulky, ktoré vyhovuju zadaniu. Véc$ina bude zacinat tak, Ze si nakreslime tabulku a dime do nej nejaké
premenné, ktoré nam budu reprezentovat ¢isla v jednotlivych bunkach.

A|B|C
D|E|F
G| H|I

Vieme, ze sticet Cisel v riadku aj v stlpci, aj po diagonale ma byt rovny 47. Tieto ¢&isla st rozne, celé a kladné.
Vedeli by sme si teraz vytvorit 8 rovnic, v ktorych by na lavej strane bol stcet troch ¢isel a na pravej strane 47.
Pozrime sa v$ak len na niektoré a z kazdej vyjadrime E

A+E+1=47 =— E=47-A-1,
B+E+H=47 — E=47-B-H,

C+E+G=47 = E=47-C-G.
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S¢itame rovnice, v ktorych mame vyjadrené E a dostaneme: 3-E =3-47 - (A+ I+ B+ H+ C+ G). Teraz tu
rovnicu len napiSeme tro$ku krajsie: 3-E =3-47-((A+B+C)+(G+H+I)). A+ B+ Cje sucet ¢isel v prvom
riadku, ¢ize 47 a podobne G+ H +1 je sticet ¢isel v tretom riadku, a teda 47. Dostavame 3-E = 3-47 — (47 +47).
Z ¢oho E = 47/3. Avsak my sme mali v zadani, Ze ¢isla v bunkach tabulky st celé kladné ¢isla a 47 nie je
delitelné tromi, takze to nebude celé ¢islo. Nasa uloha nema riesenie.

Iné rieSenie

Toto rieSenie je také viac drevorubacské. Vsetky bunky tabulky vyjadrime len pomocou A, B a D na zaklade
toho, Ze vieme Ze stcet kazdého riadka, stlpca a diagonaly je 47. Teda namiesto C budeme mat 47 — A — B.
Namiesto G mame 47 — A — D. Teraz, ked uz mame vyjadrené C a G, tak E vieme vyjadrit z diagonaly ako
47—-(47-A-B)-(47-A-D) =2-A + B+ D-47. Ked uz mdme E, tak si z druhého riadka vyjadrime F ako
47-D—(2-A +B+D-47) = 94-2-A —~B-2-D. Podobne z druhého stipca mame: H = 47-B—(2-A +B+D-47) =
94-2-A -2-B-D. Bunku I si vyjadrime dvoma spdsobmi a to z tretieho stlpca a z diagondly. Z tretieho
stlpca dostavame I = 47 — (47 -A-B) - (94-2-A -B-2-D) =3-A +2-B+2-D - 94. Z diagonaly
[=47-A-(2-A +B+D-47) =94-3-A — B-D. Nakolko st obe [avé strany I, tak sa musia rovnat aj pravé
strany,teda3-A +2-B+2-D-94=94-3-A — B- D z ¢oho po tprave dostaneme 3- (2-A + B+ D) = 188.
Cislo 188 nie je delitelné tromi, z ¢oho vyplyva ze 2- A + B + D nie je celé ¢&islo, aviak zo zadania by to mal byt
sucet celych cisel (o je celé ¢islo), a teda dochadzame k sporu. Z ¢oho plynie, Ze tloha nema rieenie.

3.4 Kapitan Manipuluje Simernostou (k < 4) opravoval Lubo

Zadanie. Kapitdn sa zapozeral do lodného radaru, aby si pozrel, kde pristdt. Radar ohranicuje kruznica r, na
ktorej lezia body A, B, C, D tak, Ze tisecky AC a BD sti na seba kolmé. Kapitdn si zobral priamku AC a jej obraz
v osovej sumernosti podla osi uhla BAD oznacil g. Dokdzte, Ze priamka g prechddza stredom kruZnice r.

KedZe sa jedna o geometricku tlohu, skiisme zacat tym, Ze si nakreslime obrazok. Ten nas by mohol vyzerat
napriklad nejak takto:

D
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—

Vidime, Ze niektoré uhly sme si uz doplnili. V prvom rade nas budd zaujimat uhly «, ktoré sme doplnili
pri bodoch C, C" a D. O tom, Ze tieto uhly maju rovnaku velkost sa presved¢ime velmi jednoducho a sice
tak, Ze vSetky si obvodovymi uhlami k usecke AB. Pomocou nich si vieme fahko dopocitat z pravouhlych
trojuholnikov, ze |[<SAD| = 90° — a = |<CBS|. Na obrézku este vidime, Ze uhol <BAC sme si oznadili f3,
pretoze ho budeme ¢asto pouzivat a zjednodusi nam to pracu.
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Dalej vidime, ze vcelku zaujimav rolu bude zohravat os uhla BAD. Skusme si tento uhol preto vyjadrit. Hned
vidime, aka bude velkost tohoto uhla a sice | < BAD| = 90° — « + f3. KedZze ho os deli na polovicu, bude platit:

90° —«a +
<Bao| - X =9+F
2
Uvedomime si, ze |< CAO| = | < C'AO| (zo zadania z osovej symetrie). Tento uhol vieme teraz jednoducho
zistit ako: | < CAO| = |« BAO| - | < BAC|, teda:
90° —a + 90° —a -
SN EY R

Mozete sa skusit zamysliet, ako by to vyzeralo v pripade, ze by sa bod C nachadzal nad osou simernosti AO
(tento podobny pripad ako aj jeho pokracovanie nechavame na ¢itatela). Vdaka tomuto vsetkému si uz vieme
lahko dopocitat aj velkost uhla BAC' ako:

|<BAC'| = | < BAC| + | < CAO| + | < OAC,
90° — o —
| < BAC| :/3+2-+/3 = 90° — a.
Teraz uz vieme velkosti dvoch uhlov v A BAC' a Iahko si dopocitame, Ze velkost posledného uhla je:
| < ABC'| = 90°.

V tomto momente je nam uz véetko jasné. KedZe nam vysiel uhol ABC’ pravy, znamena to, Ze kruznica r je
v skutocnosti Talesovou kruznicou nad tseckou AC’ a teda tsecka AC’ musi prechadzat stredom kruznice r,
¢o sme presne chceli dokazat.

3.5 Kladnych Mame Silakov (k < 7) opravovala Dada

Zadanie. Kapitdn Modrobrada sa pripravuje na pristdtie. Na to si povolal svoju navigacnii jednotku. Ta sa
skladd so Styroch kladne naladenych namornikov a, b, c, d. Avsak v ich sildch st znacné nerovnosti.

Nech a, b, ¢, d sti kladné redlne Cisla spliiajiice a + b + ¢ + d = 1. Ukdzte, Ze

2 < 1 N 1
(a+b)(/c+d) ™ Jab ~Jcd

Mame ukazat, ze plati nerovnost
1 1 2

\/%4_\/;12 (a+b)(c+d)’

kde a, b, ¢, d st kladné realne ¢isla, ktoré splhaju podmienku a + b + ¢ + d = 1. Na prvy pohlad modze dokaz
vyzerat zlozito, ale my si ukdzeme, Ze sa da urobit na par riadkov a to pomocou nerovnosti aritmetického
a geometrického priemeru (AG nerovnosti). AG nerovnost plati pre kladné realne ¢isla a jej vSeobecny zapis
je

a+da,+---+a,

> \/a1a;y...a,.

n
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Podla AG nerovnosti plati

a+bz\/E,

2

a+b>2Vab.

Odtial vyjadrime
1 S 2
Vab (a+D)
a analogicky
R
Ved  (c+d)
Nerovnosti s¢itame a upravime:
1 1 2 2
+ > + ,
Vab ed (a+b) (c+d)
1 . [N 2(a+b)+2(c+d)
Vab ed  (a+b)(c+d)
1 1 >2(a+b+c+d)

+ > )
Vab Ved  (a+b)(c+d)
Zo zadania vieme, Ze a + b + ¢ + d = 1, a teda dostaneme nerovnost, ktorti sme mali dokdazat.

Na zaver si ete ukdzeme, ako by sme nerovnost a + b > 2v/ab dokazali aj bez pouzitia AG nerovnosti. Vieme,
se (/a—+/b)? > 0, pretoze druha mocnina je vzdy kladn alebo nulovd. Dostaneme

a—2\/%+b20,
a+b22\/%

a dalej mozeme pokracovat, ako je ukazané vyssie.

3.6 Kolonizacia Morského Suostrovia opravovali Marek a Veronika

Zadanie. Modrobradova posddka obsadila stiostrovie n > 2 ostrovov. Prdve dva z tychto ostrovov sii obyvané,
kazdy jednym kmetiom, ktoré sii navzdjom znepriatelené. Medzi ostrovmi nie sii Ziadne mosty, preto sa kapitdn
Modrobrada spolu so svojim plukovnikom Zelenovlasom rozhodli vybudovat ich nasledovnou hrou.

Modrobrada zacina a ndsledne sa so Zelenovlasom striedajii v tahoch. Hrdc na tahu musi postavit prave jeden
most medzi dvoma ostrovmi O a P, medzi ktorymi este most nie je postaveny. Medzi ostrovmi O a P vsak moze
postavit most len vtedy, ak sa aspori do jedného z nich da dostat po mostoch z niektorého z dvoch obyvanych
ostrovov. Ak sa po tahu hraca H vie dostat jeden domorody kmer po mostoch k druhému kmenu, tak hra¢ H
prehrava. Zistite v zdvisloti od celého cisla n > 2, ktory z ndmornikov mad vitaznii stratégiu.'

Dobry sposob, ako skimat takéto hry, je pozriet sa na to, ako by malo vyzerat stuostrovie, ked uz niektory
ndmornik nema ind moznost ako prehrat. Takito situdciu budeme nazyvat prehrdvajiica pozicia. Dalej si
nazveme nekolonizovany ostrov taky, na ktory nevedie cesta zo ziadneho obyvaného ostrova, a zvy$né ostrovy
kolonizované. Iste kazdy ostrov v prehravajucej pozicii je kolonizovany, lebo ak by nebol kolonizovany, tak

"Hréa¢ ma vifaznu stratégiu, ak si vie svojimi tahmi zaruéit vyhru bez ohladu na to, ako hra jeho stper.
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hra¢ moze stavat most nan. Zaroven vsak uz nevie postavit Ziaden most medzi zZiadnymi ostrovmi jednej i
druhej ¢asti stiostrovia, lebo inak by taky most postavil a neprehral by. Co znamend, ze v prehravajicej pozicii
mame dve Casti stostrovia, medzi ktorymi nie su mosty a vo vnutri ¢asti su samé mosty.

Vsimnime si, Ze pred kazdym tahom Modrobrady je postaveny parny pocet mostov a pred tahom Zelenovlasa
neparny pocet. Ak je v prehravajuicej pozicii Modrobrada, musi byt postaveny prave parny pocet mostov. Ak
Zelenovlas, tak neparny. Pozrime sa, kolko mostov sa d4 postavit v Casti suostrovia s k ostrovmi. To vieme zistit
nasledujucou tvahou. Vyberieme ostrov a z neho postavime vietky mosty, tych je k— 1. Potom sa pozrieme na
daldi a vieme postavit uz len k-2 mostov. Takto pokracujeme a dostaneme sti¢et 1+2+3+4+---+k—1 = @(

Zoberme si prehravajicu poziciu, v ktorej je v jednotlivych castiach stiostrovia k a n—k ostrovov. Pocet mostov,
(k—l)k

ktoré sa daju postavit vnutri tychto Casti je teda (”_k_l)("_k) . Nas zaujima parita tohto V)'frazu, lebo ako

sme ukazali, parita moze hrat ddlezita ulohu pri prehravajuach poziciach. Vyraz upravime na (=8 1)" +k(k—-n)

a mozme sa pozerat na jednotlivé ¢leny a ich parity v zavislosti od #n a k. Vidime, Ze (Ga L 1) je sice celé, lebo
sucin dvoch po sebe iducich ¢isel nutne obsahuje parne ¢islo, ale nemame zarucenu parnost celého vyrazu.
Taktiez nevieme moc povedat o parite vyrazu k(k — n), totiZ nie je jednozna¢nd. Avsak v zévislosti od n by
sme mohli vediet nie¢o povedat. Tak ako v pripade celociselnosti zlomku (n=1)n 1)" , kde sme vyuzili po sebe iduce
Cisla, tak ked zoberieme rozdiel dvoch ¢isel neparny, tak dostaneme stc¢in parny. Teda ak n bude neparne, tak
sidin k(k — n) bude parny, a ked n bude parne, tak nevieme zatial ni¢ viac povedat, lebo k moze byt stéle parne
alebo neparne. Preto rozliSime parne n a neparne.

Pre neparne n je vyraz k(k — n) parny, a teda jeho parita zévisi uz len na tom, ¢i n(n — 1) je delitelné Styrmi.
Ked sa n da zapisat ako n = 4/+ 1, tak dostavame parny vyraz ) . 'V takom pripade je v kazdej prehravajtcej
pozicii postaveny parny poc¢et mostov. Preto sa Zelenovlasovi nlkdy nestane, ze by bol v prehravajuicej pozicii.
Teda zakazdym vie postavit most tak, aby neprehral, ¢o mu prinesie vyhru. Podobne pre n = 4/+ 3 dostaneme
neparny pocet mostov v kazdej prehravajicej pozicii a podobnym spdsobom vie vyhrat Modrobrada.

Pre parne n maji pocty mostov v prehravajucich poziciach rdzne parity. Preto nebude namornikom stacit hrat
len tak, ale budeme musiet pre niektorého z nich ndjst sofistikovanejsiu stratégiu. My ukazeme, ze vitaznu
stratégiu ma v tomto pripade Zelenovlas. KedZe je n parne, vieme ostrovy rozdelit do parov, pricom ostrovy
obyvané kmenmi A, B budu spolu v pare. Zelenovlasova stratégia bude spocivat v tom, Ze bude s vyuzitim
parov ,kopirovat® tahy Modrovlasa. Ak teda Modrobrada postavi most medzi ostrovmi O a S, tak Zelenovlas
si zoberie par ostrova O a par ostrova S a postavi most medzi nimi. Bude to vSak vzdy mozné?

Uvedomme si, ze takéto hranie Zelenovlasa zanechava pred kazdym Modrovlasovym tahom pekne symetricka
situaciu. To znamena, ze ak je niektory ostrov nekolonizovany, tak rovnako jeho par je nekolonizovny (a na-
opak). Ak je niektory ostrov kolonizovany jednym kmenom, tak jeho par je kolonizovany druhym kmenom.
Podobne to plati aj pre mosty: dva ostrovy st spojené mostom prave vtedy, ked st ich pary spojené mostom.
Z tychto uvah dostavame, ze ak Modrobrada moze postavit most medzi ostrovmi O a S, tak aj Zelenovlas moze
postavit most medzi ich parmi. Takouto stratégiou si Zelenovlas zabezpeci, ze po kazdom tahu Modrovlasa
bude moct postavit most a neprehrat. To bude opakovat, az raz Modrobrada bude nuteny prepojit dva kmene
a prehra. Takyto pristup vyuzivajici symetrickost situacie je v problémoch s hrami celkom casty.

Takze Modrobrada vyhra iba ked n = 41 + 3, inak vyhra Zelenovlas.

3.7 Kapitan, Mar§al, Stotnik opravoval Dominik

Zadanie. Ndmornici zacali budovat svoju koléniu. Prisiel ¢as, aby si rozdelili funkcie. Najprv ich vsak treba
ndjst.
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Ndjdite vsetky funkcie f z kladnych redlnych Cisel do kladnych redlnych cisel také, Ze pre vsetky kladné redlne cisla
a, b, ¢, d spliiajiice abcd = 1 plati

(fla) +f(b)) - (flc) +f(d)) = (a+b)-(c +4d).

Pri rie§eni uloh s funkciondlnymi rovnicami je dobrym zaciatkom skusit dosadit za premenné konkrétne hod-
noty spliajice zadanie a ak sme vybrali spravne, dokdze ndm to v mnohom pomoct.

Za¢nime jednoducho a = b = ¢ = d = 1. Dostédvame, ze 4f2(1) = 4. Z toho dostdvame, ze f(1) = 1, pretoze
podla zadania je f funkcia z kladnych ¢isel do kladnych ¢isel. Teraz skusime odsadit (a,b,¢,d) = (1,1,x,1).
Po tomto dosadeni dostavame 2f(1) - (f(x) + f(3) = 2(x + +), o mdZeme predelit 2-kou tak, Ze méme vztah
f) +f(5) = (x+3).

Zaujimat by nds este mohlo, ¢o sa bude diat, ked x a  nebudu spolu v zatvorke, skiisme teda (a,b,c,d) =
(L,x,1,%). Mame 1 +f(x) - 1+ f(%) = (1 +x)(1 + 1), o ndm po roznasobeni a od¢itani 1 d rovnost f(x) +
f(2) + f(x)f(1) = 1 +x+ 1. Ak sa teraz pozrieme na dve rovnosti, ktoré sme dostali a od¢itame ich od seba,
dostavame novy vztah: f(x)f(1) = 1, teda f(3) = é Po dosadeni do prvej z nich dostaneme navyse, ze

1 _ 1 v . ’ . / / ey . v .
fx)+ Ty =Xtz ¢oho po prendsobent f(x) dostdvame kvadratickd rovnicu, ktora ma nanajvys dve rie$enia.

Zaroven pomerne lahko vidno, Ze f(x) = x a f(x) = 1 st rieSenia. Iné teda nebudu.

Ukazme este sporom, Ze neexistuju také x,y # 1, Ze f(x) = xaf(y) = i: Skasme dosadit za (a, b, ¢, d) napriklad
(%953, i) Pouzitim rovnosti, ktoré sme si uz ukdzali dostdvame rovnost (x + i)(}c +y) = (x+y)(5 + i) Po
upravich dostdvame (xy)? + 1 = x? + »2, z ¢oho dostavame (x? — 1)()? — 1) = 0. Tomu vyhovuje jedine x = 1
alebo y = 1. To je ale spor s predpokladom, Ze st r6zne od jednotky. Prec¢o sme si dali taky predpoklad? Zjavne
prex = 1jex = 1, teda v tomto pripade ndm rozny predpis neprekéza. Z tohto vietkého ndm vyplyva, Ze jediné
dve moZné rieSenia st f(x) = x pre vSetky kladné redlne x a f(x) = 1 pre vietky kladné reélne x.

Na zaver este treba urobit skasku spravnosti pre obe rieSenia, aby sme zistili, ¢i naozaj vyhovuju. Pre f(x) = x
zjavne (a+b)(c+d) = (a+b)(c+d). Pre f(x) = L dostavame (3 +;)(1 + 1) = (‘”legyd) kedze ale abcd = 1,
skuska je hotova.

Jedinymi moznymi funkciami teda su: f(x) = xa f(x) = L.

3.8 Kolmice Méjho Stvoruholnika opravovali Peto a Vodka

Zadanie. Stvoruholnik ABCD je vpisany do kruznice k so stredom O. Jeho uhlopriecky AC a BD sii na seba
kolmé a pretinajii sa v bode P. Bod O lezi vniitri trojuholnika BPC. Na tisecke BO je zvoleny bod H tak, aby bol
uhol BHP pravy. Kruznica opisand trojuholniku PHD pretina tisecku PC po druhykrdt v bode Q. Dokdzte, ze
AP = |CQ).

Najdolezitejsi je asi poriadny nacrt. Jeden z peknych obrazkov najdete tu:
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Vsimnite si na iom priese¢nik BO a kruznice k (nazvime ho X). Ak rysujeme presne alebo pouzivame Geogeb-
ru, tak vidime, Ze lezi na kruznici opisanej PHD. Podme to dokazat. KedZe PHB je pravy uhol, tak aj XHP je
pravy uhol. Tym padom H lezi na Talesovej kruznici s priemerom PX.

Kedze X lezi na priamke BO, tak BX je priemer kruznice k. Preto < BDX je pravy. Potom ale aj < PDX je pravy.
Takze aj bod D lezi na Talesovej kruznici s priemerom PX. Preto body D, B, H, X lezia na jednej kruznici
s priemerom PX. Podla zadania aj Q leZi na tejto kruznici.

KedZe uhlopriecky $tvoruholnika ABCD st na seba kolmé, méme, ze | < CPD| = | < QPD| = 90°. Preto aj DQ je
priemer tejto kruznice. Z toho vyplyva, Ze aj < DXQ je pravy . Preto je DXPQ obdlZnik. Z toho zase vyplyva
rovnobeznost AC a DX. Tym padom ACDX je lichobeznik. KedZe lezi na kruznici, musi byt rovnoramenny.
(Z vety o obvodovom uhle maju dva uhly oproti sebe stcet 180° a z rovnobeznosti |< CAD| + |<ADX| =
180°. Z toho vyplyva zhodnost uhlov a teda aj zhodnost dlZok stran.) KedZe |QX| = |PD)|, | < XCQ| = | < DAP|
(z rovnoramennosti ACDX) a | < CQX]| = 90° = | < APD|, tak méme zhodnost trojuholnikov APD a CQX. Preto
[AP| = |QC].

3.9 Kacka Mnoziny S opravoval Slavo

Zadanie. Oznacme D(n) sicin delitelov Cisla n. Pre kazdé kladné celé &islo n vieme definovat postupnost
a,(n), ax(n),

as(n), ... nasledovne: a,(n) = n a ary(n) = D(ax_,(n)) pre vietky k > 2. Dokdzte, Ze pre kazdii podmnoZinu
S € {1,2,...2018} vieme ndjst také kladné celé ¢islo n, aby platilo, Ze pre kazdé 1 < k < 2018 je ax(n) druhou
mocninou celého cisla prave vtedy, ked'k € S.

Nasou ulohou je dokdzat, ze pre kazdu podmnozinu {1,2,...,2018} existuje ¢islo n také, ze ai(n) je Stvor-
ec len pre k z vybranej podmnozniny. Inak povedané, Ze existuje 22018 ¢isel (pre kazdi podmnozinu jedno)
11, Ny, ..., nyos takych, Ze pozicie, na ktorych su $tvorce v postupnostiach a; (n;), a,(n;), ..., axis(n;) st pre
rozne i rozne. Chceme ndjst také n;-ka.

Pozrime sa este raz na mnozinu {1,2,...,2018}. Je &slo 2018 nie¢im $peciédlne? Pravdepodobne nie. Uloha
zo zadania by asi mohla byt zadana pre hocijaki mnozZinu {1,2,...,m}. Na dokdzanie ulohy pre m = 2018
si mozeme skusit pomdct dokazanim ulohy pre mensie hodnoty (pre ne by to mohlo ist tiez dokazat). Inak
povedané, mozeme skusit pouzit matematicka indukciu’. Ako pouzit indukciu zatial netu$ime, potrebujeme
si najprv nieco o sucinoch delitelov zistit.

%Ak ste o matematickej indukcii ete nepoculi, pozrite si to tu
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Majme ¢islo n. Podme zratat sucin jeho delitelov. Ked si vypiSeme delitelov #, tak si mdzeme v§imnut, ze sucin
najmensieho a najvdcsieho delitela je n, druhého najmensieho a druhého najvacsieho delitela je n, tretieho
najmensieho a tretieho najvacsieho delitela je n... To plati aj vSeobecne, ku kazdému delitelovi d existuje aj
delitel % (teda okrem pripadu, Ze n = x?, vtedy by delitel x mal tvorit pdr sdm so sebou). Vyndsobenim parov
dohromady dostavame

D(n) — n(poéet delitelov n)/2
(rozmyslite si, Ze to plati aj ked je n Stvorec).

Teda pre dané n sa bude postupnost a;(n), ay(n), ..., a013(n) skladat z nejakych mocnin ¢&isla n. Aby sme
nasli ¢o najjednoduchsie n-kd, tak by sme ich mohli hladat ako mocniny prvocisla. Akého prvocisla nam
moze byt jedno (pocty delitelov to neovplyvni), preto si zoberme za prvocislo 2, dostaneme ¢isla v tvare 2.
Cislo 2! m4 delitelov 1, 2, 4, ..., 2f, ich sucin je 2{(*1)72 plati a,(2!) = D(2f) = 21+172,

To, &i je 2° $tvorec zavisi od parity s (2% je $tvorec, ale 22! nie). Pozrime sa na postupnost a;(2¢):

o« a, = D(2') je $tvorec préave vtedy, ked je ¢islo (¢ + 1)/2 parne. Kedy to nastdva, zavisi od zvysku ¢t po
deleni 4.

o Kedy je a; = 22(2)(@@41)12 §tyorec, zavisi od zvysku a,(2!) po deleni 4.

o Kedy je a, = 203 (@(2+1))12 gtyorec, zavisi od zvysku a;(2') po deleni 4.

Toto pozorovanie mozno zovseobecnit, ale to ndm samo o sebe nepomaha hladat n-kd. Napoveda nam to vsak,
ze by mohlo mat zmysel uvazovat zvysky ¢ po deleni 2°. Mozno si uvedomit, ze ak t a #’ rovnaky davaju rovnaky
zvy$ok po deleni 2%, tak exponenty &lenov a,(2) = D(2¢) a a,(2"") = D(2") davaju rovnaky zvysok po deleni
2571, exponenty ¢lenov as(2!) = D(D(2')) a a;(2") = D(D(2")) d4vaju rovnaky zvy$ok po deleni 25-2... Teda
a;(2") aj a;(2") (pre i od 1 do s) st $tvorce bud obe sti¢asne, alebo ani jedno.

Toto tvrdenie by sme mohli pouzit spolu s matematickou indukciu. Preto by sa nam hodilo tipnut si vyhovujtce
n;-ké pre mnozinu {21,22,23,...,22" }. Ak je m = 1, tak st pozicie $tvorcov v postupnostiach a;(n) pre n = 1,2
rozne. Ak je m = 2, tak su pozicie $tvorcov v postupnostiach a;(n) pre n = 21, 22, 23, 24 rdozne. Pre m = 3
st vhodné n: 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, Pre nejaké m by mohli byt vyhovujice n;: 21, 22, ..., 22". Podme to
dokazat.

Budeme postupne dokazovat, Ze pozicie §tvorcov v postupnostiach a,(n), a,(n), ..., a,,(n) pre n z mnoziny
{21,22,23,...,22"} st rozne. Prvy krok: pre m = 1 a mnozinu {2!,22'}. Postupnosti a,(n), ..., a,(n) st
jednoprvkové, ¢islu 2! prislicha postupnost 2 (¢o nie je $tvorec), ¢islu 22 prislicha postupnost 4 (¢o je $tvorec).

Indukény krok: ideme dokazat, Ze postupnosti pre n z mnoziny {2!,22,23,...,2%"} st rozne. Z indukéného
predpokladu vieme, Ze pozicie $tvorcov v postupnostiach a, (1), ay(n), ..., a,_1(n) pre n z mnoziny {2', 22,23,

22"} st rozne. Indukénym krokom nam pribudli n-ka: 22" +1, 22" '+2, 227743 22" Kedze pribudnuté
&islo 22"+ m4 rovnaky zvy$ok exponentu po deleni 2! ako exponent 2%, pozicie §tvorcov na prvych m — 1
miestach maju postupnosti a,(2¥) aj a;(22" ' +*) rovnaké, preto st postupnosti &isel 22" +1, 22"'+2, 22" 43
22" rozne (lisia na prvych m—1 poziciach). Potrebujeme este ukazat, Ze novo pribudnutym ¢islam n prislichaju
iné postupnosti a;(n) ako pévodnym ¢islam. T. j., ak sa pozicie §tvorcov dvoch &isel 1, a n, zhoduju na prvych
m — 1 poziciach, tak sa budu lisit na m-tej. Z toho, ¢o sme doteraz ukazali musi platit, Ze n; a n, st postupne
2ta 202" (pre t do 2m1).

Dokaézat dané tvrdenie je uz jednoduché. Stacisa pozriet na exponenty a;(2"), ktoré vieme dostat ako log, a;(2").
Napriklad mozno ukazat:

log, a;(2") =log, a;(2") + 21 (mod 2¥) == log, a;.,(2) =log, a;,(2") +2*2 (mod 2*71).
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Viacnasobnym aplikovanim dostaneme

log, a,(2") =log, a,;(2") + 2! (mod 2") = log, a,,(2") =log,a,,(2") +1 (mod 2),

teda ozaj prave jedno z ¢&isel a,,(2!) a a,, (2" + 1) je $tvorec.

3.10 KynoZenie Mestskych Snejkov opravoval Jozo

Zadnie. V hlavnom meste kolonie dokoncujii ndmestie. Plochu (2" +1) x (2" + 1) cheu vydldzdit bielymi a Cier-
nymi dlazdicami rozmeru 1 x 1. Dldzdit musia tak, aby z ¢iernych dlaZdic nevznikol uzavrety hadik. V zavislosti
od kladného celého ¢isla n urcte, kolko najviac Ciernych dlazdic mézu pouzit?

Pozndmka. Uzavrety hadik je postupnost k > 4 roznych ciernych dlazdic ay, a,, ..., ai takych, ze dlazdice a;
aay preie{1,2,...,k -1} ataktiez dlazdice a; a a; majt spolo¢nt hranu.*
Prvotné uvahy

Na zaciatok si mdzeme vyriesit tlohu pre pripad »n = 1, teda pre namestie rozmerov 3 x 3. Lahko prideme na
to, Ze najviac mozno pouzit 7 ¢iernych dlazdic, napriklad nasledovnymi sposobmi:

Mozeme pristapit k vy$sim rozmerom. Jeden sposob, ktory mdzeme odpozorovat s prvych dvoch dlazdeni
namestia 3 x 3, je skusit vytvorit z ¢iernych dlazdic jedného dlhého zamotaného hadika. Pri namesti 5 x 5 tak
pouzijeme 17 ¢iernych dlazdic.

Ak sa trochu viac pohrdme a skuisime sa in§pirovat tretim sposobom, kde sa ¢ierne dlazdice akoby ,,rozvetvuju,
mozeme objavit vydlazdenie vyuzivajice 19 ¢iernych dlazdic.

Mozeme skusat vydlazdit namestie 9 x 9, ale zatial sa ndm tu nerysuje ziaden ocividny systém, ako najlepsie
dlazdit. MozZeme sa skusat hrat a nachadzat ¢o najlepsie spdsoby dlazdenia. Ale pokial chceme tlohu vyriesit,
tak raz budeme musiet ukazat, preco nemoze byt ¢iernych dlazdic viac. Preto sa pokasime najskor ziskat nejaky
horny odhad, aby sme vytusili, kedy s nasimi hratkami skoncit.
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Horny odhad

Ako modzeme ziskat nejaky horny odhad? Co za vec st uzavreté hadiky? Nepripominaji ndm nejaky znamy
matematicky pojem? Podobné veci mozno najst v tedrii grafov. Graf sa sklada z vrcholov a hrdn, kde niektoré
dvojice vrcholov st spojené hranou. V teérie grafov mame pojem cyklus, ktory celkom dobre odpoveda uzav-
retému hadikovi. O cykloch v grafe vieme povedat, ze graf neobsahujuci cyklus ma menej vrcholov ako hran.
Skuste si to dokazat.’

Takze nejaky odhad by sme vedeli ziskat porovnanim poctu vrcholov a hran. Najprv véak musime prerobit
nase namestie na graf, ktory si pomenujeme G. Zvolime pri tom celkom priamociary postup. Cierne dlazdice
budu zodpovedat vrcholom grafu G a dva vrcholy spojime hranou, ak im odpovedajuce ¢ierne dlazdice maju
spolo¢nt stranu. Ak oznac¢ime ¢ pocet ¢iernych dlazdic, tak nas graf ma c vrcholov. Teraz odhadneme zhora
pocet jeho hran.

Ozna¢me si m = 2"+1. Zoberme si graf H, ktory zodpoveda namestiu rozmerov m x m, ktoré je celé vydlazdené
nacierno. Graf H mé m vrcholov a 2m(m — 1) hran. Graf G z neho dostaneme tak, Ze odstrdnime b = m? — ¢
bielych policok. Kazdé biele poli¢ko odstrani najviac 4 hrany. Preto pocet hran grafu G bude aspoii 2m(m —
1) —4b = 2m(m — 1) — 4m? + 4c = 4c — 2m? — 2m. Kedze graf G je bez cyklu, tak musi obsahovat menej hrén
ako vrcholov, teda

4c-2m* - 2m < ¢,
2 +1
2m(m+1)

3
Dostavame tak, Ze pocet pouzitych ¢iernych dlazdic pri dlazdeni namestia m x m moze byt najviac

2m(m+1) 1_2(2"+1)(2”+2) 1_2-4”+6-2”+4—3_2-4“+1
3 B 3 B 3 -3

+ 21’l+1

Myslienka konstrukcie

Odhad, ktory sme ziskali, je super, lebo pre #n = 2 (ndmestie 5 x 5) dostavame, Ze 19 je naozaj najvac¢si mozny
pocet ¢iernych dlazdic. Skisme teda najst nejaky postup, ako vydlazdime namestia vsetkych moznych rozme-
rov. Nas§ odhad ndm aj mdze pomoct pri hladani rieSenia. Aby sme ho dosiahli, musia takmer vsetky biele
dlazdice susedit so Styrmi ¢iernymi.

Mozeme si vS$imnut, ze dldzdenie namestia 5 x 5 sa da poskladat zo Styroch dlazdeni ndmesti 3 x 3 s tym, ze
este jednu dlazdicu prefarbime nabielo.

=1

Ak tento postup zopakujeme, vieme dostat namestie rozmerov 9 x 9 vydlazdené 59 ¢iernymi dlazdicami, ¢o je
z nasho odhadu najvacsi mozny pocet. Vyzera to teda slubne, tak skisme tento postup vseobecne opisat.

?0 teérii grafov si mozete blizsie precitat v Zbierke KMS.

kms@kms . sk 11 https://www.kms.sk/


https://kms.sk/zbierka/
mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 3. kola letnej Casti @@@

EE-’

Konstrukciu pdjdeme teda popisovat induktivne, tzn. pomocou dlazdenia mensich namesti vydlazdime vacsie
namestie.

Konstrukcia

Namestie rozmerov 3 x 3 vydldZzdime ako na prvom obrdzku. Namestie rozmerov (2"+1) x (2"+1) vydlazdime
nasledovne: Prostredny riadok a prostredny stlpec vydlazdime nadierno okrem ich spoloéného policka, kam
ddme bielu dlazdicu. Takto sa ndm ndmestie rozdeli na $tyri oblasti rozmerov (2" + 1) x (2" + 1) vychaddzajice
z jeho rohov. Kazdu oblast vydlazdime ako vhodne oto¢ené ndmestie rozmerov (2" + 1) x (2" + 1). Nakoniec
¢iernu dlazdicu v pravom dolnom rohu vymenime za bielu.

Vsimnime si, Ze kazdé takto vydlazdené namestie ma na obvode len ¢ierne dlazdice okrem jednej rohovej
dlazdice, ktoré je biela.

Ak pocet bielych dlazdic vo vydlézdeni ndmestia (2" + 1) x (2" + 1) oznalime p,,, plati p,,,, = 4p, — 3 pre kazdé
celé n > 1 ap; = 2. Tento pocet vieme vyjadrit aj ako p, = (4" + 2)/3, ¢o vieme lahko ukdzat matematikcou
indukciou. Pocet ¢iernych dlazdic je teda

4" +2 4"+2  2-4"+1
=4"+2-2"+1- = 3

(2" +1)* - +2-2",

¢o presne zodpoveda nasmu hornému odhadu.

Ostdava nam teda len ukazat, Ze v takomto vydlazdeni nie je uzavrety hadik z ¢iernych dlazdic. Pre spor pred-
pokladajme, ze ho tam mame a Ze bez ujmy na vseobecnosti prechadza lavou hornou oblastou. Z indukéného
predpokladu vieme, Ze iba v jednej oblasti hadik nemdze byt. Musi teda vychadzat z lavej hornej oblasti a vcha-
dzat do nej. Ak by vychadzal aj vchadzal na tej istej strane, dostaneme hadika v prvej oblasti. Preto hadik z lavej
hornej oblasti musi prechadzat aj pravou hornou, aj lavou dolnou oblastou. Aby sa uzavrel, musi prechadzat
aj pravou dolnou oblastou, teda vSetkymi oblastami.

Kazdy hadik musi prechddzat vSetkymi Styrmi oblastami. Pritom do kazdej oblasti vchadza a vychadza na
inych stranach. Zoberme si pravi dolnu oblast O, do ktorej vchadza hadik na kachlicke X a vychadza na
kachlicke Y. Hadik neprechadza pravym dolnym rohom, kedZe sa tam nachadza biela kachlicka. Ked ju vsak
vymenime za ¢iernu, dostaneme vyhovujtce dldzdenie oblasti O. Avsak teraz sa mozno z kachlicky X dostat
do kachli¢ky Y aj po obvode oblasti O cez pravy dolny roh. Spojenim tychto dvoch ciest vieme najst v oblasti O
uzavretého hadika (skuste si riadne dokazat, ze taky existuje). To je vSak spor, lebo z indukéného predpokladu
dlazdenie tejto oblasti Ziadneho neobsahovalo.

Ukazali sme teda, Ze nase dldZdenie ndmestia (2"+! + 1) x (2"*! + 1) neobsahuje Ziadnych hadikov a taktiez,
ze pouziva najvacsi mozny pocet ¢iernych dlazdic.
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Ina konstrukcia

Tustrujeme este jeden sposob, ako vydlazdit namestie (2" +1) x (2" + 1) s najvac$im moznym poc¢tom dlazdic.
Zacne tym, ze Cierne dlazdice poukladame $achovnicovo tak, Ze rohy nam ostanu volné. Pozrime sa policka
v neparnom riadku a zroveil v neparnom stlpci (ak mame riadky aj stipce o¢islované od 1 po 2" + 1), ktoré si
vyfarbime nacerveno.

Z Cervenych poli¢ok si vieme vytvorit éervené namestie rozmerov (2"~1+1) x (2" +1). Ak na Cervené policka
uloZime biele a ¢ierne dlazdice, tak uzavrety ¢ierny hadik v ndmesti (2" + 1) x (2" + 1) zodpoveda uzavretému
¢iernemu hadikovi v cervenom ndmesti. Preto ak cervené policka vydlazdime najlep$im dlazdenim namestia
(271 +1) x (2771 + 1), v dldZdeni ndmestia (2" + 1) x (2" + 1) ndm nevznikne Ziaden uzavrety hadik. To, Ze
takéto dlazdenie obsahuje (2 - 4" + 1)/3 + 2 - 2" ¢iernych dlazdic ponechédvame na Citatela.

Komentar

Vo vicsine uloh, kde hladame najvacsi (prip. najmensi) pocet niecoho, v kategérii BETA je jednoduchsia cast
najst rieSenie a sposob, ako ho dosiahnut. V tejto ulohe boli pomerne obtiazne obe casti. Preto hoci pre
mnohych z vas je zdévodnovanie, Ze viac dlazdic nemozno pouzit, td menej obltibena cast, bol tu priestor na
hladanie najlepsieho sposobu dlazdenia. Za najdenie najvacsieho mozného poctu ¢iernych dlazdic a ukdzanie
sposobu dlazdenia, ako ho dosiahnut vratane dékazu, Ze vyhovuje zadaniu, bolo mozné ziskat az 5 bodov.
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