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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Kike Meska Spoj (x < 1) opravovali Ceky a Matu$

Zadanie. Kika cakd na lietadlo do Ddnska. Z dlhej chvile zacala postupne pisat do Stvorcekovej siete prirodzené
¢isla. Zacala od jednotky a vpisovala ich v protismere hodinovych ruciciek tak, ako vidite na obrdzku. Ktoré ¢islo
je napisané pod cislom 2018?

-++|32(31
17|16{15(14]13|30
1815|413 (12|29
1916 |1|2]11}28
20| 7|81]9]10|27

21|22|23|24|25|26

Vypisovat vietky ¢isla az po 2018 sa ndm urcite nebude chciet, preto by sme chceli objavit vztah medzi ¢islami
napisanymi na urcitych poziciach. Vypiseme si niekolko malych ¢isel a skor ¢i neskor si vSimneme postupnost,
ktort sme uz niekde videli. Vpravo dole od jednotky mame deviatku, vpravo dole od nej je ¢islo 25, potom 49,
81 a tak dalej. Vidime teda, Ze na tejto polpriamke sa postupne nachadzaji druhé mocniny neparnych cisel.
Aby sme si tym mohli byt isti a pouzit to v rieseni, musime to este dokazat.

Predstavme si, Ze &isla si postupne vpisujeme do $tvoréekov. Cislo na poslednom poli¢ku vlastne hovori, na
kolkych $tvorcekoch (vratane jeho samého) je uz napisané nejaké cislo, inymi slovami, reprezentuje obsah
Casti, na ktorej si napisané cisla. Ked teda budeme mat vyplneny prave §tvorec, budeme sa nachadzat na
polpriamke, ktora ide od jednotky doprava dole a posledné napisané ¢islo bude obsah tohto $tvorca, ¢ize druha
mocnina. Ked sa znovu dostaneme do situdcie, ze mame vyplneny $tvorec, tak novy $tvorec bude mat od
predchadzajuceho o dva $tvoréeky dlhsiu stranu, preto budi na nasej polpriamke len neparne druhé mocniny.

Aby sme vedeli kde sa nachadza ¢islo 2018, potrebujeme najst neparnu mocninu, ktord je najblizsie k nemu.
Tou je 452 = 2025. Vzdialenost $tvorcekov s ¢islami 2025 a 2018 je 7, ¢ize ¢islo 2018 sa nachddza o sedem
$tvorcekov vlavo od ¢isla 2025. Aby sme zistili aké ¢islo je pod nim, musime ist o riadok nizsie, ¢ize doprava
dolu od 2025 na najbliz$iu neparnu druhtt mocninu, teda 472 = 2209 a potom uz len o osem dolava aby sme
sa dostali pod 2018. Cim sme sa dostali na ¢islo 2209 — 8 = 2201

Pod ¢islom 2018 sa teda nachddza ¢islo 2201.

1.2 Klabosenie Medzi Spolupasaziermi (x < 2) opravovali Kika a Mixto

Zadanie. Kika sedi v lietadle a kedZe je zhovorcivd, uz stihla vyzistit o ostatnych pasazieroch nasledovné: V lie-
tadle je n pasazierov, niektori sa poznajii (zndmosti st vzdjomné) a kaZdy pasaZier sa cez niekolko zndmosti
poznd s lubovolnym inym. Este si vSimla, Ze ked rozdelime pasazierov na lubovolné dve neprazdne skupiny, tak
urcite aspon v jednej z nich existuje dvojica pasaZierov, ktord sa poznd. Ukdzte, Ze vieme ndjst aspori troch ludi,
ktorych vieme postavit do kruhu tak, Ze kazdy poznd svojich dvoch susedov.
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Uvod do problematiky

Celkom tazké na tejto ulohe, obzvlast pre novych riesitelov, mohlo byt uvedomit si, ¢o nam vlastne hovori
zadanie a ¢o vlastne mame v tejto tlohe spravit. Pri dalSom rieseni KMS sa so zlozitejsimi zadaniami uloh este
niekolkokrat stretnete. Preto si ukdzeme, ako sa s takymto zadanim popasovat.

Zadanie ndm opisuje nejaka situdciu, konkrétne ako sa pasazieri v lietadle poznaji. Dobrym zaciatkom je si
situaciu nakreslit. Pasazierov si mozeme zakreslit ako body. Ked sa nejakd dvojica pasazierov pozna, zna-
zornime to tak, ze prislusné body spojime ¢iarou.! Avsak, ako nam zadanie dalej opisuje, medzi pasaziermi
to nevyzera len tak hocijako. Kika zistila nejaké vlastnosti toho, ako sa pasazieri poznaju. Prvou vlastnostou
je, ze kazdy sa cez niekolko znamosti pozna s fubovolnym inym pasazierom. Aby sme sa takto dlho uz dalej
nerozpisovali, nazveme si tuto vlastnost tak, Ze pasazieri st suvisli. Tato vlastnost pekne vidno na obrazkoch -
su proste stvislé ;). DalSou vlastnostou je, Ze nech akokolvek rozdelime pasazierov na dve nepraznde skupiny,
tak v aspon jednej skupine bude dvojica, ¢o sa pozna. Tuto vlastnost budeme nazyvat nerozdelitelnost. Takze
zadanie nam opisuje nejakych pasazierov, ktori su stvisli a nerozdelitelni. Tak podme si nakreslit niekolko
prikladov takejto situdcie.

(d)

(a) (b) (c)

Pri nachadzani toho, ako sa pasazieri moézu poznat, narazime na problém s nerozdelitelnostou. Nie je to totiz
vlastnost, ktord by bola vidno z obrazku. Aby sme skontrovali, ¢i nasi pasazieri su skuto¢ne nerozdelitelni, tak
jedna moznost je vyskusat vsetky mozné rozdelenia na dve skupiny a overit, Ze v kazdom rozdeleni sa niekto v
ramci jednej skupiny pozna. Moze nas ale napadnut aj inych spdsob, ako nerozdelitelnost zarucit. Napriklad,
ak mame trojicu pasazierov, v ramci ktorej sa pozna kazdy s kazdym. Také trojice sa nachadzaju na obrazkoch
(a) a (b). Taktiez to m6Zeme dosiahnut tym, Ze medzi pasaziermi sa bude nachadzat skupina neparneho poctu
pasazierov, ktorej ¢lenovia sa poznajui do kolecka. Obrazok (c) je tvoreny prave takouto 5-¢lennou skupinou.
Na obrazku (d) sa nachadzaju viaceré 7-¢lenné a aj 11-¢lenné , kolecko®.

Tym sa dostavame k nasej ulohe. Mame totiz ukazat, ze existuje skupina aspon troch Iudi, ktorych mozno
postavit do kruhu tak, Ze kazdy pozna svojich dvoch susedov. To su presne tie nase ,kolecka®, o ktorych sme
nedavno pisali. Takéto skupiny ludi budeme nazyvat ako cykly. Nasou tlohou teda je ukazat, Ze medzi pasa-
ziermi existuje cyklus. MoZeme si véimnut, Ze situacie, ktoré sme si nacrtli, cykly obsahuju. Co je ale potrebné
si uvedomit, nasou ulohou nie je vyriesit zopar konkrétnych pripadov, ale vsetky. Inymi slovami, mame uka-
zat, Ze ak dostaneme hocikolko pasazierov, ktori sa hocijako poznaju tak, Ze su stvisli a nerozdelitelni, tak je
medzi nimi cyklus. MozZnosti, ako sa pasazieri m6zu poznat je strasne (dokonca nekonecne) vela a my musime
ukazat, ze v kazdej je cyklus.

Samotné rieSenie

Ked sa snazime najst nerozdelitelnych pasazierov, tak to vyzera tak, Ze to bez cyklov nejde. Ak si skusime
nakreslit nejakych pasazierov bez cyklu, tak zistime, Ze ich mozno rozdelit na dve skupiny, v ramci ktorych sa

'Podobné situdcie sa v matematike ¢asto vyskytuji. Mozu to byt napriklad mesta pospdjané cestami alebo kamarati, ktori niekedy
boli u seba na navsteve a mnoho iného. Matematika pre pracu s takymito situdciami vyvinula celt teériu. Ide o tedriu grafov. Ak
vas viac zaujima, moZete si o nej precitat napr. v Zbierke KMS.
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nikto nebude poznat, teda sa nam pokazi nerozdelitelnost. Od tychto nasich uvah sa odrazime a pokusime sa
ich zovseobecnit. Ked chceme skusat najst pasazierov bez cyklu, tak vlastne skiisame ddkaz sporom. To presne
aj spravime. To znamena, Ze budeme predpokladat, ze mame pasazierov, ktori su nerozdelitelni, suvisli a bez
cyklu. A ako nase Gvahy naznacili, pokusime sa dopracovat ku sporu s nerozdelitelnostou.

Podme teda skusit pasazierov rozdelit na dve skupiny. Na zaciatok vyberme jedného c¢loveka, nazvime ho
Jano a dajme mu ¢islo 1. Vsetkych jeho znamych ocislujeme ¢islom 2. Vsetkych znamych dvojok ocislujeme
jednotkami, opit zas vSetkych znamych jednotiek ocislujeme dvojkami a takto to striedame dalej, az kym
neocislujeme vsetkych.

Teraz mame pasazierov rozdelenych na dve skupiny: na tych s ¢islom 1 a tych s &islom 2. Co by sa stalo, ak by
sa poznali dvaja Iudia, nazvime si ich A a B, z tej istej skupiny? Pritom, ako sme pasazierov ¢islovali, sme sa
dostali od Jana k pasazierovi A po nejakej postupnosti pasazierov a po nejakej inej sme sa dostali k pasazierovi
B. V oboch postupnostiach sme pouzivali znamosti, v ktorych sa poznali dvaja Tudia z inych skupin. Preto
znamost medzi A a B sme nemohli pouzit. Podme teraz spit po tychto postupnostiach smerom k Janovi, kym
sa nestrenu v nejakom pasazierovi C (moze to byt aj Jano). Ak by sa A a B poznali, tak vieme ndjst cyklus:
vyberieme sa od pasaziera A po znamostiach smerom k C, potom od C k B a zakon¢ime to znamostou medzi
A a B. Teda nemoze sa stat, Zeby sa dvaja [udia v ramci jednej skupiny poznali. To ale dostavame spor s tym,
ze pasazieri st nerozdelitelni. Preto musi medzi nimi existovat cyklus.

1.3 Kufre Medzi Sudelitelnymi (x < 3) opravoval Dominik

Zadanie. Kika ma 10 kufrov ocislovanych desiatimi po sebe idticimi kladnymi celymi ¢islami. Vsimla si, Ze jedno
z nich je nestidelitelné s ostatnymi. Pri tomto pozorovani sa zamyslela, pre aké iné desatice po sebe idiicich Cisel
to plati. Dokdzte, Ze jej desatica nie je specidlna, pretoZe tdto vlastnost plati pre vietky desatice po sebe idiicich

kladnych celych cisel.

Na tvod je dolezité, uvedomit si, ¢o od nas uloha oc¢akava. Potrebujeme dokazat, ze pre fubovolnych 10 po
sebe iducich prirodzenych ¢isel plati, Ze aspon jedno z nich nema ziadneho spolo¢ného delitela s ktorymkolvek
inym.

Mnohi z vas si uvedomili, Ze medzi takymito desiatimi ¢islami v Ziadnom pripade nebudu dva nasobky cisla,
ktoré je vacsie ako 9. Je to jednoducho preto, lebo rozdiel medzi najva¢sim a najmensim cislom je prave 9
a teda dve ¢isla s rozdielom vac¢sim ako 9(a teda aj dva nasobky cisla vacsieho ako 9) sa tam nenachadzaju.
Taktiez je dobrym napadom uvazovat medzi delitelmilen prvocisla, pretoze zlozené ¢isla s uz sami nasobkami
niektorého mensieho ¢isla. Preto nas pririeseni bude zaujimat, ¢i je kazdé z ¢isel delitelné niektorym z prvocisel
od 2 po 9. Tymito prvocislami su: 2,3,5a 7.

V dalSej casti rieSenia je potrebné spocitat, kolko ¢isel medzi tymito desiatimi moze byt nasobkom jednotli-
vych prvocisel. Ako uloha hovori, potrebujeme ukazat, Ze nech ide o akychkolvek 10 po sebe iducich ¢isel,
maximalne devét z nich bude nasobkom niektorého z uvedenych prvocisel. Postupne uvazime kazdé z nich a
tiez prekryvy, ktoré mozu nastat - napriklad ¢islo 10 by sme zaradili medzi nasobky dvojky aj patky, no stale
ide len o jedno ¢islo.

Nasobkov dvojky bude zjavne v [ubovolnej takejto skupine ¢isel 5 - vSetky parne ¢isla. Nasobky trojky moézu
byt v skupine nanajvys $tyri(napriklad 21, 24,27, 30 medzi ¢islami od 21 po 30). Spomedzi nich budt neparne
nanajvys dva, pretoZe medzi [ubovolnymi dvomi po sebe idiicimi neparnymi nasobkami trojky musi byt parny
nasobok. Nasobky patky st vzdy v skupine dva, jeden konciaci cifrou 0 a druhy cifrou 5, neparny je ten konciaci
cifrou 5. Podobne mozete uvazit, ze sa v skupine bude nachadzat nanajvys jeden neparny nasobok sedmicky.

V predoslom odseku sme nezvazili, Ze ¢islo moze byt neparne a byt nasobkom dvoch réznych prvocisel. Mo-
zeme si uvedomit, Ze tieto ¢isla by nam pri hladani ¢o najvyssieho mozného poctu ¢isel, ktoré su nasobkami

kms@kms . sk 3 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

danych prvocisel, s ur¢itostou nepomohli. Teraz nam uz len staci spocitat, ze pocet takychto ¢isel bude nanaj-
vy§5+2+1+1=9atedasandm pre kazdu skupinu desiatich za sebou iducich ¢isel podari najst jedno, ktoré
je s ostatnymi nesudelitelné.

1.4 Kika, Mince, Sarlatan («x < 4) opravovali Kika Pr$ a Kubo

Zadanie. Newyorkski stredoskoldci travia svoj volny Cas streetballom. Nemajti tam totiz KMS. Najlepsie sa hra
takej partii, ktord sa vie rovnomerne rozdelit.

Ndjdite vsetky Sestice po sebe idicich prirodzenych Cisel, ktoré je mozné rozdelit do dvoch skupin (nie nutne rov-
nako velkych) s rovnakym sticinom.Kika narazila na letisku na Sarlatana. Ten mal na stole dve kopky po n minci.
Kika sa rozhodla, Ze sarlatdna nieco nauci, a preto sa s nim pustila do nasledujicej hry.

Kika a Sarlatan hrajii proti sebe hru. Na stole majii polozené dve kopky, na kazdej je n minci. Kika zacina
a ndsledne sa so Sarlatanom striedajii v tahoch. Hrdc na tahu musi vykonat prave jednu z nasledujiicich akcii:

o vyberie si jednu kopku a zoberie z nej lubovolny kladny celociselny pocet minci,

« zoberie po jednej minci z oboch képok (ak je na oboch kdpkach aspori 1 minca).

Hrac, ktory zoberie svojim tahom zo stola poslednii mincu, vyhrava. Zistite v zdvislosti od kladného celého Cisla
n, ktory hrdc¢ ma vitaznii stratégiu.”

Najprv sa zamyslime, ako to v takomto type hier funguje. V tychto hrach sa hraci striedaju v tahoch, neexis-
tuje v nich prvok nahody, maju kone¢ny pocet pozicii a nemoze nastat remiza. Takéto hry st zname aj ako
kombinatorické hry.

KedZze hra ma koneény pocet pozicii (pre fubovolné n), tak to znamena, ze pre kazdu poziciu musi byt jed-
nozna¢ne urcené, ¢i je prehrévajuca (P), alebo vyhravajuca (V). Zamyslime sa teraz, ¢o to znamena, ak je
pozicia V, alebo P.

1. Akje pozicia V, tak to znamena, Ze vieme urobit aspon jeden tah, ktorym stiipera dostaneme do P pozicie.

2. Akje pozicia P, tak to znamena, Ze lubovolnym z nasich tahov dostaneme stpera do V pozicie.

Vratme sa spat k nasej ulohe. Na zaciatok je pre fubovolnu poziciu tazké rozhodnut, ¢i je V, alebo P. Preto si
tato hru trochu rozanalyzujeme pre malé pocty minci. Tym si vieme urobit zakladny prehlad o hre a dopracovat
sa k nejakym hypotézam. Este si vSak uvedomme, Ze nakolko vieme brat z lubovolnej kopky, nezalezi nam na

poradi kopok.

Vieme, ze pozicia (0;0) je P, lebo hra¢, ktory by mal byt na tahu v tejto pozicii uz vlastne prehral. Pozicie
(1;1),(1;0),(2;0),(3;0), ..., (n;0) su teda V, lebo z nich svojim tahom dokdzeme dostat supera do P pozicie
(0;0). Pozicia (2;1) je uz ale prehrévajica, lebo kazdy z nasich tahov dovedie stipera do V pozicie. Takymto
postupom dalej dostaneme:

(0;0)-P,(1;1) - V,(1;0) - V,(2;0) = V,(3;0) - V, ..., (m;0) - V

(251)-P,(31) -V, (41)-V,(51)-V,...,(m;1) -V

(1;2)-P,(2;2) -V, (3;2) -V, (42)-V,....,(m2) -V
(33)-P,(43)-V,(53)-V,(63)-V,....,(m3)-V

Skor ¢i neskor si asi v§imneme, Ze pozicie tvaru (3k; 3k) a (3k +2; 3k + 1) su P. Hypotézu konedne mame, stali
to uz len dokazat.

*Hra¢ m4 vitaznu stratégiu, ak si vie svojimi tahmi zarucif vyhru bez ohladu na to, ako hré jeho stper.
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Pozicie tvaru (3k; 3k) a (3k +2; 3k + 1) si ozna¢me ako pozicie typu A a vSetky ostatné pozicie si ozna¢me ako
pozicie typu B. Rozmyslite si, Ze aby naozaj platilo, Ze pozicie A s prehravajice a pozicie B su vyhravajuce
staci, aby platili tieto tri predpoklady:

1. Kone¢nd pozicia (0;0) musi byt poziciou typu A.
2. Zlubovolnej pozicie typu B vieme dostat supera do pozicie typu A.

3. Zlubovolnej pozicie typu A vieme stpera dostat iba do pozicii typu B.

Pre predpoklad 1 je zrejmé, ze plati. Pre predpoklad 2 si sta¢i premysliet véetky moznosti. V pripade (3x, y),
kde y > 3x, stac¢i vytvorit dve kdpky po 3x minci. Ak je y < 3x, tak je bud tvaru 3z + 1 alebo 3z + 2. Ak je tvaru
3z + 1, tak z druhej kopky odoberieme tolko minci aby na nej zostalo 3z + 2 minci. Podobne ak je tvaru 3z + 2.
Vtedy odoberieme z druhej kopky tolko minci aby na nej zostalo 3z + 1 minci. Uz ndm zostava len moznost, Ze
méme (3x + 1,3y + 2) minci, pricom x # y. V tom pripade zoberieme z niektorej kdpky tolko minci, aby sme
dostali moznost (3k + 1,3k + 2), pricom k je mensie z dvojice x,y. Tym méme dokdzané, ze z tychto pozicii
vieme dostat sipera do pozicie typu A.

Pre predpoklad 3 vidime, Ze z pozicie (3k; 3k), ani z pozicie (3k + 2; 3k + 1) naozaj nevieme dostat sipera do
pozicii typu A.

KedZe vsetky tri predpoklady naozaj platia, pozicie tvaru (3k; 3k) a (3k + 2;3k + 1) st naozaj prehravajtice a
vietky ostatné su vyhravajuce. Cize pre n = 3k md vitaznd stratégiu $arlatdn a pre n = 3k + 1 an = 3k + 2 ma
vitaznu stratégiu Kika.

1.5 Kola¢ Mojich Spoluveducich (x < 7) opravovali Ivka a Marcel

Zadanie. Betka na rozlucku s Kikou a JoZom napiekla stvorcovy pernik. Jozo a Kika sa o neho podelia nasle-
dujiicim spésobom. Najprv Jozo umiestni sviecku na pernik, potom Kika spravi rez od sviecky niekam po okraj
pernika. Ndsledne JoZo spravi druhy rez od sviecky po okraj pernika tak, aby bol kolmy na Kikin rez. Ako vysle-
dok mame pernik rozdeleny na dve casti, z ktorych Kika dostane mensiu cast. Ukdzte, Ze Kika si moZe vhodnym
rezom zabezpelit ziskanie asponi Stvrtiny pernika bez ohladu na to, co spravi JoZo.

Sviecku si ozna¢me ako bod K. Najprv ho JoZo umiestni niekam do §tvorca ABCD (koléc¢a). Rozdelme si tento
$tvorec na 4 zhodné casti dvoma, na seba kolmymi, priamkami prechadzajicimi cez jeho stred a stredy jeho
stran. Bod K (sviecka) sa po umiestneni moze nachadzat v fubovolnej stvrtine kolaca, alebo v jeho strede.
Predpokladajme, Ze sa nachadza v pravej hornej Stvrtine alebo v strede. Ak by bola v ktorejkolvek inej, staci
si kola¢ otocit. Teraz je na rade Kika a reze od bodu K ku kraju kolaca. V tejto chvili jej odporucame rezat k
najvzdialenejsiemu bodu $tvorca ktorym je bod A, lebo tak zarucene dostane aspon $tvrtinu kolac¢a. Hned si
ukazeme preco.

Jozo ma teraz dve moznosti ako viest svoj rez. E$te predtym ako si jednu vyberie vSak do $tvorca dokreslime dva
trojuholniky obsahujtice Kikin rez a jednu stranu $tvorca. Konkrétne trojuholniky ABK a AKD. Obsah tychto
trojuholnikov bude zarucene viacsi alebo rovnaky ako $tvrtina Stvorca. To mozeme vidiet z trojuholnikov ABS a
ASD, ktoré maji s danymi trojuholnikmi spolo¢nu zakladnu. Vysky trojuholnikov ABK a AKD su vacsie alebo
rovnaké ako vysky trojuholnikov ABS a ASD. Trojuholniky ABS a ASD maju obsahy rovné jednej $tvrtine,
takze obsahy ABK a AKD budu vicsie alebo rovné jednej Stvrtine (to Ze obsahy trojuholnikov ABS a ASD su
rovné $tvrtine obsahu $tvorca by ste mali vidiet celkom Iahko).

Vratme sa teraz k Jozovi, ktory sa rozhoduje na ktoru stranu od Kikinho rezu bude viest svoj kolmy rez. Nech
ale spravi rez na ktorukolvek stranu, obe casti takto predeleného kolac¢a budu obsahovat prave jeden z troju-
holnikov ABK a AKD, o ktorych sme si prave ukazali, Ze s vacsie alebo rovnaké ako $tvrtina $tvorca. Obe
¢asti kolaca maju teda aspon jednu $tvrtinu a Kika moze byt v klude.
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1.6 Kolko Magnificentnych Strelcov? opravovali Adamko a Jerry

Zadanie. JoZo neddvno objavil Japonsky Sach (56gi). S6gi sa hrd na Sachovnici 9 x 9 policok. Figiirka povyseny
strelec ohrozuje policka, ktoré sa nachddzajii v rovnakej uhlopriecke (ako strelec v beznom sachu) a navyse aj
policka, ktoré majii spolocnii hranu s polickom, na ktorom povyseny strelec stoji. Kolko najviac povysenych strelcov
moze Jozo umiestnit na Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Pri tomto type uloh za¢neme viésinou skusanim. V nasom pripade sa snazime ulozit na Sachovnicu ¢o najviac
strelcov. Vyskasame napriklad na zaciatok kazdej druhej uhlopriecky polozit strelca (aby spolu nesusedili) a
nasledne pokrac¢ujeme po obvode a polozime strelcov na koniec kazdej, eSte neohrozenej, uhlopriecky. Me-
todou pokus-omyl skor ¢i neskdr zistime, ze viac ako 15 strelcov sa nam nepodari ulozit. Teraz prichadza ¢as
zamysliet sa nad tym, kolko najviac strelcov vieme umiestnit na Sachovnicu.

R

B I

Pozrime sa na uhlopriecky v jednom smere, napriklad zlava doprava (vid obrazok). Jeich tam 17. Ak polozime
strelca na niektoru uhlopriecku, je ohrozend celd a uz na nu nemozeme polozit dalSieho. Z toho mozeme
usudit, ze viac ako 17 strelcov urcite umiestnit nevieme. Avsak nasi strelci sa ohrozuju nie len na uhloprieckach,
ale aj na susednych polickach. To je problém napriklad v lavom dolnom rohu. Ak dame strelca na policko v
rohu, tak ohrozuje obe poli¢ka susednej uhlopriecky, a teda na niu nevieme polozit strelca. Ak miesto toho
dame strelca na druhd uhlopriec¢ku, bude ohrozovat policko v rohu a nebudeme moct nan polozit dalsieho.
Na tieto dve rohové uhlopriecky vieme teda polozit iba jedného strelca, nie dvoch. Celkovy pocet strelcov
sa nam znizi na 16. KedZe tento problém je aj v opa¢nom rohu, bude to len 15. Rozlozenie 15 strelcov na
$achovnici sme nasli uz na zaciatku, takze sme tlohu vyriesili.

1.7 Kodancania Majua Symetrie opravovali Marek a Tomas

Zadanie. Kika si v Ddnsku vsimla zaujimavi vec - vsetci Ddni majii lavé rameno rovnako dlhé ako pravé a na-
vyse, vsetci Ddni rovno beZia.

Oznacme bod X na zdkladni BC rovnoramenného trojuholnika ABC a body P a Q postupne na strandch ABa AC
také, Ze APXQ je rovnobeznik. Bod Y je obraz bodu X v osovej siimernosti podla priamky PQ. Dokdzte, Ze bod
Y lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC.

Chceme dokazat, ze Styri body A, B, C, Y lezia na jednej kruznici. To sa da robit roznymi spdsobmi, jeden z naj-
Castej$ie pouzivanych spdsobov je pomocou obvodovych uhlov.’ Sta¢i nam teda dokazat rovnost obvodovych
uhlov BAC a BYC. Ukazujeme rovnost pretoze A a Y st urcite v rovnakej polrovnie vymedzenej priamkou
BC, inak by sme ukazovali, Ze ich stcet je 180°. O uhle BYC na prvy pohlad nevieme vela povedat, preto si ho
rozdelime na uhly BYX a XYC a pokusime sa zistit velkosti oboch tychto uhlov.

30 obvodovom a stredovom uhle sa mézete viac dozvediet v tomto ¢lanku https://old.kns.sk/ mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf,
hlavne v 2. priklade.
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Dalej mozeme uvazovat nasledovne. KedZe priamky PX a AQ st rovnobezné, trojuholniky PBX a ABC st
podobné podla vety uu, lebo maju spolo¢ny uhol pri vrchole B a uhly BPX a BAC su sthlasné. Trojuholnik
ABC je rovnoramenny, takze aj trojuholnik PBX je rovnoramenny, ¢ize |PB| = |PX].

V osovej sumernosti podla priamky PQ sa Gsecka PX zobrazila na tsecku PY, takze |PX| = |PY]. Zistili sme, ze
vetky tri body B, X, Y lezia rovnako daleko od bodu P, |PB| = |PX| = |PY], takZe leZia na jednej kruznici [ so
stredom P a polomerom r = |PB|.

Teraz uz vieme urcit velkost uhla BYX. Uvazujme tetivu BX na kruznici I. Uhol BYX je obvodovy a uhol BPX
je stredovy, takze plati | < BYX]| = 1| < BPX| = 3| < BAC|.

Zo symetrie situdcie vzhladom na vymenu bodov B a C vyplyva, ze aj | < XYC| = 3| <BAC|. (Ak vdm to nie je
celkom jasné, moZete si to skusit dokazat uplne rovnako ako sme dokazali, ze | < BYX| = 3| <BAC], s tym Ze
body B, P vymenite za body C, Q a naopak.)

Este spravme posledné miniuhlenie:

1 1
|<BYC| = |«BYX| + |<XYC| = §|<BAC| + E|<BAC| = |<BAC|.

Vidime, Ze uhly BAC a BYC majui naozaj rovnaku velkost, teda st obvodové nad tetivou BC, ¢ize bod Y lezi na
kruznici opisanej trojuholniku ABC.

Hlavné myslienky tohto rie$enia st zobrazené na nasledujucom obrazku. Zvyraznené usecky maju rovnaka
dizku a dvojpruzkovy uhol je dvakrat va¢si ako jednoprizkovy. Kruznice opisané trojuholnikom ABC a BXY
som zamerne nenakreslil aby bol obrazok viac prehladny. Lepsie je si ich len predstavit.

1.8 Kruta Matematicka Skuska opravoval Pedro

Zadanie. Pri vstupe do matematicko-fyzikdlnej fakulty majii Dani zaujimavy systém. Namiesto volného prie-
chodu alebo predkladania ISIC-ov dostanti Studenti matematickii tilohu, ktorii musia vyriesit. Kika sa pri tivod-
nom vstupe musela popasovat's touto nerovnostou:
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Nech ay, ay, ..., ays su nezdporné celé cisla a k je hodnota najmensieho z nich. DokdZte, Ze

[\/a_IJ + [\/a_ZJ ot [\/a_ZSJ > [\/al +ay 4+ dgs + 200kJ.

Samozrejme, Kika tilohu hravo zvlddla. A ¢o vy?

Poznémka. Oznacenie | x| znamend dolnd celd Cast x, teda najvicsie celé cislo neprevysujiice x.

Uvodné myslienky

Zdala sa vam tato uloha $kareda? Ak dno, tak to podla mna len znamena, Ze ste ju nevyriesili. ;) Podme si
ukazat riesenie a spolo¢ne sa nadchnut viacerymi peknymi zdkonitostami, ktoré v sebe tato tloha skryva.

Pri dokazovani nerovnosti sa ¢asto oplati zamysliet sa nad tym, kedy je rozdiel medzi vi¢sou a mensou stranou
nerovnosti najmensi — inak povedané, kedy sa nerovnost dosahuje najtesnejsie. Ak sa nam podari dokazat
nerovnost pre akési ,najtesnejsie” pripady a preukazeme, Ze ostatné pripady su ,,menej tesné*, tak sme vyhrali.

Preco sa nam také nieco oplati? Stazovat si situaciu? Nuz, ked sa nad tym zamyslime, tak si situdciu v skutoc-
nosti nestazujeme. Tie tesné pripady by sme museli dokazat aj tak. Naopak, situdcia sa ndm zjednodusi, lebo
budeme tlohu dokazovat pre menej moznych hodnét premennych, ¢im sa nam moze ¢asto podarit premenné
vyjadrit v §pecidlnom tvare.

Predstavme si napriklad, Ze pre 0 < b < a < 2 chceme dokézat nerovnost 2a — 3 (a2 + b?) > 0. Hoci v tomto
pripade sa jedna o velmi jednoduchu nerovnost, nejako musime vyuzit danu podmienku, Ze b < g, lebo bez
nej nerovnost neplati. V§imnime si, Ze v nasej nerovnosti plati, ze ¢im je b vacsie, tym je hodnota lavej strany
mensia a teda nerovnost tesnejsia. Ak sa nam teda nerovnost podari dokazat pre najvicsiu mozna hodnotu
b, tak tym automaticky dokazeme nerovnost pre vietky mozné hodnoty b. Avsak b je zo zadania ohranicené
zhora a. Preto ho v nerovnosti mozeme nahradit za a a dostaneme: 2a — 3(a?+a?) = 2a-a> = a(2-a) > 0.
Vidime, Ze uvazovanim najtesnej$iecho mozného pripadu sme sa zbavili jednej premennej, ¢im sme si vyrazne
zjednodusili situaciu. Nieco podobné spravime aj v nasej ulohe.

Dokaz

Posvietme si najprv na lava stranu nasej nerovnosti. Vystupuju tam dolné celé ¢asti z odmocnin. To nam
po chvilkovej tivahe napovie, Ze hodnota takychto vyrazov zavisi od toho, medzi ktorymi dvoma §tvorcami
(druhymi mocninami celych/prirodzenych ¢isel) sa nase a; nachddza. Napriklad, ak a; = 42, potom toto ¢islo
sa nachddza medzi §tvorcami 36 a 49, jeho odmocnina bude teda medzi ¢islami 6 a 7, a teda [\/a_l J = 6. Skok
v hodnote tohto vyrazu nastane, ak hodnotu a; budeme zvysSovat az na hodnotu 49. Vtedy hodnota nasho
vyrazu skocio 1.

Naopak, vyraz [\/ a,+ay+ - +ax + ZOOkJ sa zvacSovanim a; minimalne nezmensuje. Teda pokial zvysime
vSetky hodnoty a; az na level (¢; + 1)? — 1 pre nejaké ¢; také, ze ¢ < a; < (¢; + 1)?, ostane hodnota vyrazu
na favej strane nezmenend, kym hodnota vyrazu na pravej strane sa bud nezmeni, alebo sa zvacsi. Preto pre
takéto hodnoty a; je nerovnost dosahovana najtesnejsie. Sta¢i nam teda dokazat ulohu pre takéto hodnoty a;.

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme (vdaka tomu, Ze premenné maju v nasej ulohe rovnaké postavenie) pred-
pokladat a; < a, < -+ < a,5. KedZe hodnota 200k robi v ulohe velku $arapatu, budeme tlohu dokazovat pre

kazdt moznu hodnotu a; zvlast.

Ako budeme pri nasom dokaze postupovat? Vyuzijeme pri nom dalsiu zaujimavi myslienku, nazvime ju
»princip postupného nastavenia hodnot”. Uvazujme, Ze chceme overit, ¢i plati nerovnost pre nejaké kon-
krétne hodnoty ay, a,, ..., ays. Budeme vychadzat zo stavu a, = a, = -+ = ays = a; (t,j. ,nastavime” hodnoty
vSetkych premennych na hodnotu a,) a postupne budeme od poslednej premennej (a,5) nastavovat hodnoty
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premennych na tie, ktoré chceme. Popri tom budeme sledovat, ¢i sa nam pri tomto procese zachovava nasa
nerovnost.

Potrebujeme teda na zaciatok dokdzat, ze nerovnost plati pre vSetky hodnoty a; = a, = -+ = ay = (¢ +
1)? — 1 pre nejaké ¢; nezdporné. Potom zrejme lava strana nerovnosti ma hodnotu presne 25¢;. Prava strana
nerovnosti bude mat hodnotu [15 (c+1)2- IJ. Zrejme [15 (cp+1)%- IJ < [IS(CI + l)J =15(c; +1). Pre
1 > 2 je teda nerovnost trividlne splnend. Takisto ak su vSetky hodnoty a; nulové, tak je nerovnost splnena.
Ostava nam overit uz iba pripad, ked a; = 3 pre vSetky i. Po dosadeni dostaneme: 25 > [\/ﬁj = l25, 98J = 25.
Tu sme narazili na dal$iu peknu cast nasej ulohy a tou je neuveritelna tesnost nami dokazovanej nerovnosti
prave v hodnotach a; = 3. Totiz, uz 676 = 26°.

Teraz teda predpokladajme, Ze overujeme platnost nerovnosti pre hodnoty a;, a,, ..., d,s (nie nutne rovnaké).
Nastavime na zaciatok vetky hodnoty a; na hodnotu a, a postupne od a,5 zvacSujeme hodnoty na nami poza-
dované. KedZe predpokladame, ze vietky a; maji hodnoty o jedna zmensenych stvorcov, budeme tento proces
robit nasledovne - na zaciatku je hodnota a,s inicializovand na hodnotu a, = (¢; + 1)? — 1. V kazdom kroku
zvysime hodnotu a5 tak, aby ays = (¢; + 1 + k)% — 1, kde k vyjadruje poradie kroku, ktory robime. Takymto
spdsobom postupne dosiahneme az hodnotu a;s.

Napriklad, ak a; = 8 a a5 = 48, budeme hodnotu a,s zvySovat po hodnotach 8, 15,24, 35,48. Pocas tohto
procesu budeme sledovat, ¢o sa nam bude diat s jednotlivymi stranami nerovnosti. Po dokonceni procesu s
ays prejdeme na ay,, potom a,; atd. az a,. Hodnotu a; menit nemusime, lebo predpokladame, Ze ta je uz od
zaciatku nastavena spravne.

Co sa teda deje so stranami nerovnosti pri postupnom zvic¢sovani a,s? Lahko si premyslime, Ze v jednom
kroku sa hodnota lavej strany zvysi prave o 1. Staci teda ukazat, ze hodnota pravej strany sa zvysi nanajvys o 1.
Ak sa nam to podari ukdzat pre vetky kroky nastavovania a,s a potom aj ostatnych a;, vyhrali sme, lebo sme
neporusili nasu nerovnost a dosiahli sme hodnoty, pre ktoré sme nasu nerovnost overovali (a tieto hodnoty
mohli byt [ubovoIné).

Pri dokazovani toho, ze hodnota pravej strany sa v jednom kroku nezvysi viac ako o 1 vyuzijeme dal$iu zauji-
mavu myslienku. Tou je, Ze vzdialenost po sebe iducich $tvorcov s ich rasticou hodnotou narastd. Konkrétne,
rozdiely po sebe iducich $tvorcov tvoria aritmetickt postupnost 1, 3, 5, 7, ... (skuste si dokazat).

Pri prechode a,5 medzi dvomi hodnotami o jedna zmensenych po sebe idtcich stvorcov sme toto ¢islo zvysili
presne o rozdiel tychto $tvorcov. Hodnota pod odmocninou na pravej strane nerovnosti nam pri tomto kroku
vzrastla o rovnakd hodnotu. Aby sa [\/ ay+ay + - +axs + ZOOkJ zvysila aspon o dva, musela by hodnota vy-
razu pod odmocninou ,,prejst aspon cez dva $tvorce. Lenze kedZe zrejme a; + a, + -+ + a5 + 200k > a,5, musi
byt rozdiel medzi po sebe idicimi $tvorcami na tychto hodnotach aspon taky velky (alebo vo vacsine pripadov
vacsi) ako rozdiel medzi po sebe idicimi $tvorcami na hodnotach a,s. Preto aj hodnota a,5 by pri jednom
kroku musela prejst cez dva $tvorce, ¢o je spor s tym, ze presla iba cez jeden (tu sme este implicitne vyuzili,
ze ays je iba o jedna mensie ako $tvorec. Inak povedané, staci ju zvacsit o viac ako rozdiel po sebe iducich
$tvorcov, ktoré st nad nou a uz automaticky prejde cez dva $tvorce).

Ak sa vam toto zd6vodnenie zdalo prili§ neformaélne, alebo malo algebraické, skuste si ho dokazat algebraicky.
Je to pomerne jednoduché. Pre ucely nasho vzoraku som takyto dokaz povazoval za nepotrebny, nakolko by
nas to stalo iba dalsie zbyto¢né oznacenia.

Takymto spdsobom vieme argumentovat aj pre vSetky ostatné a,. Pri postupnom nastavovani hodnot na nami
pozadované a; sme teda neporusili nerovnost (naopak, v kazdom kroku sa rozdiel medzi lavou a pravou stranou
bud nezmenil, alebo o 1 zvacsil).

No a to je, prosim pekne, uspesny koniec nasho doékazu.
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1.9 Kolace Matko Spapa opravovali Jozo a Marian

Zadanie. KedZe Betke je za Kikou smutno, upiekla jej dalsich 20 pernikov s vahami postupne 10, 20, ..., 200
gramov, ale nevie, ktory pernik kolko vazi. Ked prisla na postu zistila, Ze moZe Kike poslat len dva perniky.
Chvalabohu, Vodka je po ruke a je skiiseny vazic jedla. Betka mozZe dat Vodkovi lubovolné dva perniky a Vodka
jej povie, ktory je tazsi. Zialbohu, Vodka to nerobi zadarmo. Zakazdym, ked ddva Betka Vodkovi vdZit perniky,
musi mu dat spolu s nimi treti pernik, ktory Vodka zje. Vysledok vizenia Vodka povie aZ po zjedeni pernika.

a) Vie Betka tymto spésobom zarucene ndjst dva perniky, ktoré spolu vaZia asporn 280 gramov?

b) Vie Betka tymto sposobom zarucene ndjst dva perniky, ktoré spolu vdzia aspori 300 gramov?

Uvodné pozorovania

Prva vec, ktort si mdézeme vS§imnut, je, ze pri prvom vazeni Betka nevie o pernikoch ni¢, takze si nev§imne,
ak Vodka zje najvacsi pernik, vaziaci 200 gramov. Takze tento pernik sa ndm s istou najst nepodari.

Dalej si mdézeme v$imnut, Ze vazeni médme k dispozicii 17. Totiz po 17. vaZeni ndm ostant tri perniky. Ak
dva z nich porovname, tak ich uz musime aj poslat Kike a dopadlo by to rovnako, ako keby sme ich poslali bez
toho posledného vazenia.

Poduloha a)

Pozrime sa najprv na cast a). Vie Betka zarucene ndjst dva perniky, ktoré spolu vazia aspon 280 gramov?
Vie Betka najst 190-gramovy pernik? Na zaciatok porovname dva lubovolné perniky a treti dame Vodkovi
zjest. Potom v kazdom dal§om vazeni dame Vodkovi zjest pernik, ktory bol v predchadzajicom vazeni Iahsi, a

Vv

porovname aktudlne najtazsi pernik s jednym este nevazenym. To opakujeme, kym ndm neostanu dva perniky.

Vv . v/

Ten tazsi z nich je tazsi od 18-tich pernikov, preto musi vazit aspon 190 gramov.

Uvedeny postup vieme vlastne zovseobecnit. Ked mame nejaku skupinu pernikov a jeden pernik bokom,
tak vieme najst najtazsi pernik z tejto skupiny. V prvom vazeni davame Vodkovi pernik, ¢o mame bokom
a pokracujeme ako vy$sie. Dokonca ndm potom zostane z tejto skupiny jeden pernik, ktory z posledného
vazenia vysiel ako lahsi. Zisiel by sa vSak najst aj druhy pernik, ktory bude dostato¢ne tazky.

To mozeme spravit tak, ze nasich 19 pernikov rozdelime do dvoch skupin. Do jednej dame 9, do druhej
10 pernikov a jeden zvy$ny pernik odlozime na prvé vazenie. Vyssie uvedenym postupom najdeme najtazsi
pernik z prvej skupiny a najtazsi pernik z druhej skupiny. Vieme o nich, Ze vitaz prvej skupiny ma aspon 90
gramov a vitaz druhej aspon 100. Z nich je ale jeden tazsi a ten je dokonca z nasich 19 pernikov najtazsi, a
teda ma aspon 190 gramov. Spolu teda maja aspon 280 gramov. Takto sme ukazali, ze odpoved na otazku a)
je kladna.

Poduloha b)

Teraz sa ale pozrieme na ta tazsiu ¢ast. Vie Betka tymto spdsobom zarucene najst dva perniky, ktoré spolu vazia
aspon 300 gramov? Aj ked sa to mozno na prvy pohlad nezda, aj to dokaze. V predchadzajucej ¢asti sme vzdy
kimili Vodku pernikmi, ktoré prehrali posledné vazenie. Tento vysledok ale mozeme zlepsit, ak nebudeme
lakomi a pre Vodku odlozime dalsi pernik. Tym nam ostane len 18 pernikov vaziacich 10, 20, ..., 180 gramov,
ale dostaneme tym k dobru o jedno vazenie viac.

Samozrejme, stale potrebujeme nejako najst perniky, ktoré budu tazsie od dostatocného mnozstva pernikov.
Najtazsie perniky z nejakej skupiny sa nam osved¢ili v podilohe a). Skiisime teda tento napad potiahnut dalej
tym, Ze skuisime namiesto dvoch skupin mat tri.
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Rozdelime si teda 18 pernikov do troch skupin, v kazdej po 6 pernikov. Zvysné dva si nechame bokom. V
tychto troch skupinach vyberieme predtym popisanym spdsobom najtazsi pernik, pricom v prvej skupine dava
Vodkovi zjest pernik, ¢o ma bokom a v dal$ich dvoch lahsi pernik z posledného vazenia v predoslej skupine.
Potom nam ostanu tri vitazné perniky, jeden porazeny z posledného vazenia a jeden odlozeny na boku. Medzi
vitaznymi pernikmi vazi najlahsi pernik aspon 60 gramov, druhy najlahsi aspon 120 gramov a najtazsi aspon
180 gramov. Ak Betka vyberie dva najtazsie perniky, zarucene posle Kike aspon 300 gramov. To vie vsak
spravit tak, Ze najde najlahsi z nich. Ten dokaze najst pomocou dvoch vazeni jednoducho tak, ze lubovolné
dva z nich odvazi, a ten Iahs$i odvazi s tym tretim. Vodkovi dava pritom dva zvysné perniky, ktoré este ma k
dispozicii.

Komentar

Mnoho z vas si myslelo, Ze Betka nedokaze najst dva perniky vaziace spolu 300 gramov a snazili ste sa zdo-
vodnovat, preco to nie je mozné. Kedze opak je pravdou, tak vsetky takéto dokazy su nespravne. Objavili sa
v nich ¢asté chyby, ktoré sa vyskytuju pri ulohach podobného typu, kde zddvodnujeme, ze nieco nemdze byt
vicsie. Castym problémom bolo, Ze sa tento dokaz moc opieral o konstrukciu ndjdent v Casti a) a neuvazoval
iné spdsoby vazenia. Napr. situaciu, ked dva perniky dame Vodkovi bez toho, aby sme ich niekedy porovnali;
alebo ked davame vazit pernik, ktory z niektorého vazenia vysiel ako fahky. Pokial ste vo svojom rieseni mali
»,dokaz“, Ze b) nejde, skuste sa nad nim zamysliet a ndjst v niom chybu. Verime, Ze vdm to pomoze podobnym
chybam predist.

1.10 Koniec Mikroténovym Sackom! opravoval Slavo
Zadanie. Ddni sti velki ochrancovia prirody, a preto pouzivaju vylucne rozloZitelné materidly.

Dokdazte, Ze neexistuje kladné celé cislo n, pre ktoré je cislo
10" +10"" + 10" — 1

prvocislom.
Poznédmbka. Zapis a¥* sa chéape uzétvorkovany ako a(®). Napr. 22’ = 28 = 256. Pozor, 22 # (22)® = 4° = 64.

Ozna¢mesi V = 101" + 101" + 10" - 1. Ak chceme ukazat, Ze V nie je prvodislo, tak ako jednoduché sposoby
sa nam priamo nukaji rozlozenie na sicin a najdenie delitela.

Najst delitela znamena pre dané n najst d také, aby 101" +1019"+10"-1 = 0 (mod d).* Skiisme ho ngjst tak, aby
&isla 10", 109", 10" mali pekné zvysky po deleni d. Ako vhodni kandidati sa naskytuju d; = 10%,d, = 10% +
1,d; = 10% - 1. Zrejme pri delitelovi d; bude mat V (mod d,) jednotku na mieste jednotiek, teda nevyhovuje.

Pozrime sa na d = d,. Po troche skusania mdzeme prist na to, ze vieme docielit, aby zvysky ¢lenov V boli +1.
Takto mozno zistit, Ze pre n = 2°b (kde b je nepérne) je d = 10> + 1 je delitel V. Inak napisané -1 = 10*
(mod d).

Pozrime sa na zvysky clenov V po deleni d.
e -1=-1 (mod d).
e 10" =10%* = (10*")? = (-1)’ = -1 (mod d).
o 1010" = 1025°(10") = (102")510"" = (~1)5"19"" = 1 (mod d), kedZe 5"10"~* je parne (rozmyslite si).

e 1010 = 1025107 = (1024)510 " = (21)510”" = | kedize 510194 je parne (rozmyslite si).

“Pokial ste sa s takymto zapisom este nestretli, pozrite si kapitolu 4.6 Kongruencie v Zbieke KMS.
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Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

Teda 101" +10'"+10"—1 = 1+1-1-1 = 0 (mod d), nasli sme teda delitela d; vyrazu V. Kedze 1 < 10*+1 <V,
V nie je prvocislo. Tymto je dokaz hotovy.
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