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KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kam Milacikov Skryl? (x < 1) opravovala Ivka

Zadanie. JoZo sa balil do Belgicka a ako obvykle, si chcel zbalit jeho obliibené prirodzené cisla. Tie vsak, ako
obvykle, zapatrosil. Pomdzte JozZovi ndjst jeho obliibené prirodzené Cisla a, b a c také, Ze sii vsetky rozne a Ziadne
z nich nie je druhou mocninou celého Cisla, avsak cisla ab, be a ac sui vietko druhé mocniny celych Cisel a siicet

7 vrs

a+ b+ c je najmensi mozny. Ktoré cisla Jozo hlada?

Hladame 3 ¢isla, ktoré samy o sebe nie st druhou mocninou, no sucin fubovolnych dvoch z nich uz druhou
mocninou bude. Pre kazdi druht mocninu plati, Ze ma v prvociselnom rozklade kazdé prvocislo parny pocet
krat (vdaka tomu vychadza odmocnina celé ¢islo). Na to, aby ziadne z danych ¢isel nebolo druhou mocninou
celého ¢isla, je potrebné, aby sa v ich prvociselnom rozklade nachadzalo aspon jedno prvocislo neparny pocet
krat (potom druhd odmocnina uz nebude celé ¢islo, kedZe z tohto konkrétneho prvocisla nemoézeme zobrat
polovicu jeho poctu). No pri ich sucine potrebujeme zaistit parnost vsetkych pocetnosti, a preto musime
dodrzat aj to, zZe ak sa uz niektoré prvocislo v niektorom prvociselnom rozklade nachadza neparny pocet krat,
bude sa musiet neparny pocet krat (teda aspon raz) nachadzat aj v zvy$nych prvociselnych rozkladoch (kedze
sa ndm mocniny s¢ituju a chceme mat v su¢ine vzdy parny pocet).

Nejaka taka trojica ¢isel a, b, c moze vyzerat napriklad takto:

a=2-5-7-32.5%, b=2-5-7-5%.11%2-13°, c=2-5-7-1.
—— —— —_——— —— —— ——
n k n 1 n m

Pri tejto trojici ¢isel sa prvocisla 2, 5 a 7 vyskytuji neparny pocet krat v prvociselnom rozklade kazdého z ¢isel.
Sucin tychto prvocisel, ktoré sa vyskytuju v kazdom cisle neparny pocet krat, si ozna¢ime n. Kedze sa tieto
prvocisla vyskytuju v rozkladoch kazdého z ¢isel a, b, ¢, vieme si ich zapisatakoa = n-k, b=n-lac=n-m. Tie
prvocisla, ktoré boli v rozklade ¢isla a v parnej mocnine, presli v rovnakom pocte aj do prvocisleného rozkladu
Cisla k. Z prvocisel, ¢o boli v rozklade ¢isla a v neparnej mocnine, sme jedno ubrali a zvy$ok, teda parny pocet,
isiel do rozkladu ¢isla k. Teda ¢islo k ma vo svojom prvociselnom rozklade vsetky prvocisla v parnej mocnine.
Preto je druhou mocninou celého ¢isla. Z rovnakého dovodu su aj ¢isla [, m druhymi mocninami celych ¢isel.

Avsak dalsou podmienkou v zadani je, aby sticet a + b + ¢ bol ¢o najmensi. Podme sa pozriet, ako vieme nase
¢islaa = n-k, b = n-lac = n-mpozmensovat. Ako sme spomenuli, ¢isla a, b, c musia mat aspon jedno prvocislo
vo svojich rozkladoch v neparnej mocnine. Kedze najmensim prvocislom je 2, tak ¢islo n musi byt aspon 2.
Dalej vieme, 7e &isla a, b, c musia byt rozne. Aby sa tak stalo, tak aj ¢isla k, I, m musia byt rozne. Najmensimi
druhymi mocninami kladnych celych ¢isel si 1, 4 a 9. Ked'si zvolime k = 1,1 = 4, m = 9 an = 2, dostaneme
trojicu ¢isel

18,

-1 =2, b 8, c= 2 -
——
k

2 =2.2%=
—~ = — =
1

3=
——
n m

N

n
ktoré nie st druhymi mocnimai celych ¢isel, ale ich suciny ab, ac a ca st druhymi mocnimai celych ¢isel. Kedze
sme zvolili najmensie mozné ¢isla a, b, ¢, tak aj ich stcet je najmensi mozny. Su to teda ¢isla, ktoré Jozo hlada.
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2.2 Krasny Medzinarodny Symbol (x < 2) opravovali Kika V. a Marcel

Zadanie. JoZo na letisku narazil na zaujimavy amulet ako na obrdzku. Pozostaval z dvoch rovnostrannych troj-
uholnikov. Predavacka mu prezradila, Ze vzdialenost kazdého bodu obvodu malého trojuholnicka k najblizsiemu
bodu obvodu velkého trojuholnika je \/3. Uréte rozdiel medzi dizkami stran malého a velkého trojuholnika.

Pri rieSeni geometrickych tloh je dobré nakreslit si obrazok a uvedomit si vsetky informacie, ktoré mame k dis-
pozicii. Zo zadania vieme, Ze vzdialenost kazdého bodu obvodu malého trojuholnika je vzdialena od velkého
trojuholnika v/3. V praxi to znamend, Ze ak spravime kolmicu, z ktoréhokolvek bodu malého trojuholnika na
najblizgiu stratnu velkého trojuholnika, tak jej dizka bude v/3. Dalsia dolezita vec, ktort vieme zo zadania, je,
ze oba trojuholniky st rovnostranné. Takze ich vnutorné uhly maju velkosti 60°, a teda tieto dva trojuholniky
su podobné podla vety uuu. Kedze, vzdialenost malého trojuholnika od velkého je na vietky smery rovnaka,
nachadza sa presne uprostred velkého trojuholnika, a teda maju tieto trojuholniky aj spoloc¢né tazisko (bod, v
ktorom sa pretinaju taznice, pri rovnostrannom trojuholniku aj vysky). Ozna¢me si velky trojuholnik pisme-
nami ABC a maly DEF. DIzku strany malého trojuholnika ozna¢ime pismenom a. Urobime kolmy priemet
strany EF malého trojuholnika na stranu BC velkého trojuholnika, tto usecku si ozna¢ime pismenami M a N
a jej dlzka je rovnd a. Zvy$né dve &asti strany BC velkého trojuholnika, ktoré ndm vznikli, teda usecky CM a
NB, maju rovnaku velkost, ktoru si oznacime x.

Teraz si treba uvedomit, ¢o chceme vypocitat. Chceme rozdiel dizky strany velkého trojuholnika od dizky
strany malého trojuholnika. Vidime, Ze obe strany obsahujt dlzku strany a, takze po od¢itani sa tieto dizky
vyrusia a ostane ndm len dvakrat dizka x. A to teraz potrebujeme vypocitat. Ak spravime vysku na stranu AB
z bodu C nasho velkého trojuholnika, rozdeli sa ndm uhol pri vrchole C na polovicu, a teda na dva 30° uhly.
Plati to vdaka tomu, Ze trojuholnik je rovnostranny. Tato vyska prechadza rovnako aj cez vrchol F (vdaka
spolo¢nému tazisku trojuholnikov). Vznikol nam pravouhly trojuholnik FMC, s pravym uhlom pri vrchole M
(kedze z vrcholu F sme viedli kolmicu) a s 30° uhlom pri vrchole C. Rovnako tento postup vieme aplikovat aj
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na ostatné vrcholy trojuholnika vdaka symetrii. UkaZeme si teraz dva mozné postupy vypoctu, prvy ¢o vyuziva
goniometrické funkcie a druhy s pouzitim Pytagorovej vety.

Riesenie cez goniometrické funkcie

KedZze mame pravouhly trojuholnik, vieme pouzif goniometrické funkcie na vypocet dlzky x. Mdme zadant
dizku jednej odvesny trojuholnika FMC a potrebujeme zistif dizku druhej odvesny. Takze méZeme vyuzit
goniometricku funkciu tangens alebo kotangens. Tangens uhla je definovany ako pomer protilahlej a prilahlej
odvesny. Vezmeme si uhol FCM. Protilahla odvesna k nemu ma dlzku v/3 a prilahl4 odvesna je nasa nezndma
x. Dostaneme rovnicu:

%S

tan(30°) =

Po uprave:

V3

x= tan(30°)’

x=3.

Riesenie cez Pytagorovu vetu

Ak preklopime trojuholnik FMC v osovej simernosti podla tsecky MC na opacnu stranu, dostaneme troju-
holnik, ktorého zakladia bude mat dvojnisobok dizky strany FM, teda dizku 2 - /3. Uhol CEM, ktory ma
60°, sa prenesie rovnako na druht stranu. V tomto naSom vzniknutom trojuholniku maju teda vsetky uhly
60°, takze trojuholnik je rovnostranny. Z toho vyplyva, Ze aj strana FC ma dizku 2 - \/3 rovnako ako zékladna.
Ked?Ze teraz pozname dlzky dvoch stran v pravouhlom trojuholniku FMC, pomocou Pytagorovej vety si lahko
dopocitame aj tretiu stranu. Prepona FC ma dlzku 2 - /3 a odvesna FM dlzku v/3. Dostaneme rovnicu:

2
>

IMCJ? = |FC - |EM

IMCF = (2-V3)? - (V3)%,

IMC*=4-3 -3,
|IMCJ* =9,
|MC| = 3.

Takze dl7ka Casti x je teda 3 jednotky dlzky a kedZe médme také dve ¢asti na strane tak nas rozdiel bude 2 - x, &o
je 6. Rozdiel dlzky strany vic¢sieho trojuholnika od dizky strany mensieho trojuholnika je 6 jednotiek dlzky.
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2.3 Konvexne Mysliaci Skalpel (x < 3) opravovali Adam a Kubo P.

Zadanie. Na letenke mal JoZo zaujimavy utvar, trojuholnik. Pri svojom cakani na lietadlo sa zamyslel, ¢i ho
mozno rozrezat na Styri konvexné' utvary: trojuholnik, Stvoruholnik, pdtuholnik a Sestuholnik. Zodpovedajte
mu tiito otdzku.

Trojuholnikovy listok delime na $tyri Casti ktoré budu medzi sebou zdielat niektoré strany. Prva vec, ktoru si
potrebujeme uvedomit, je, Ze dva konvexné utvary nemoézu mat spolo¢nu viac ako jednu stranu. Uvedomit si,
preco je to tak, by nemal byt problém (ak neviete, zamyslite sa nad tym).

Tato informacia je celkom zaujimava hned pri $estuholniku. Ten ma $est stran a niektoré z nich buda vnutri
listka, teda spolo¢né s inymi mnohouholnikmi. V listku budeme mat este tri dalsie mnohouholniky, a s kaz-
dym moze mat nas Sestuholnik spolo¢nu najviac jednu stranu. Ostavaju ndm tak tri strany ktoré nemozu byt
spolo¢né so zZiadnym inym mnohouholnikom, musia teda lezat na vonkajsom okraji listka. Trojuholnikovy
listok ma tri vonkajsie hrany a na kazdej moze lezat najviac jedna strana konvexného mnohouholnika. Toto
nam nedava velmi na vyber, v Sestuholniku mame $est stran, najviac tri z nich moézu lezat na okraji listka a
najviac tri vo vnutri. Jeden zo sposobov, ako to dosiahnut, je umiestnenie dvoch jeho vrcholov do vnutra lis-
tka, dvoch do vrcholov listka, a dvoch na hrany listka. Su aj iné spdsoby umiestnenia, dostaneme pri nich vsak
viac ako jeden kus zvysku listka o ¢om po dal§om skimani zistime, Ze neumoznuje splnit zadanie.

Podme dalej, na rade je patuholnik. Znovu moézu najviac tri jeho strany lezat vo vnutri listka (kvoli zdielaniu
stran), a zaroven najviac dve lezat na okraji listka (lebo listok ma tri hrany, ale jednu celt uz zabral sestuholnik).
Zase teda nemame na vyber a jeden vrchol patuholnika musilezat v poslednom vrchole listka, dva musia lezat
na hranach listka (jeden z nich spolo¢ny s $estuholnikom) a dva vo vnutri listka (jeden znovu spolo¢ny s
$estuholnikom).

Kto by to ¢akal, dostavame sa k $tvoruholniku, kde sa deje presne to isté. Najviac jedna strana lezi na hrane
listka (uz nam ostala len jedna volna, aj to nie celd) a zvy$né tri musia lezat vo vnutri, dve z nich zdielané s uz
existujucimi mnohouholnikmi. Ostdva nam umiestnit uz len trojuholnik, a presne to je aj utvar ktory ndm na
listku zostal, mame teda hotovo.

Niz$ie mozete vidiet obrazok jedného mozného rieSenia, dostat sa k nemu sa dalo prave postupom z tohto
vzoraku.

/)

2.4 Kustomeri Minaju Syr (x < 4) opravovali Afa a David

Zadanie. JoZo prisiel rano do obchodu so syrom a zaradil sa do radu ako osemndsty zdkaznik. V obchode
bolo pred otvorenim 20 kilogramov syra. Predavacka po kaZdom vybavenom zdkaznikovi prehldsila, Ze ak si
kazdy nasledujiici zakaznik kupi presne tolko, kolko bol priemerny nakup vsetkych predoslych zakaznikov, zostane
este presne pre dalSich 17 zdkaznikov. Moze sa stat, ze po kazdom zo 17 prvych zdakaznikov bude toto tvrdenie
pravdivé? Ak dno, kolko syra zostane, ked'sa JoZo dostane na rad?

'konvexny utvar je taky, ktory ma vietky vnutorné uhly mensie ako 180°
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Aby sa nam lepsie pracovalo so zadanim, chceli by sme si prepisat to, co predavacka prehlasila, ako rovnicu.
K tomu nam pomoze, ked sa najskor pozrieme na situdciu v obchode po prvom zakaznikovi. Ozna¢me si
mnozstvo syra, ktoré kupil ako x;. Po jeho nakupe teda ostane pre dalsich zdkaznikov 20 — x; kilogramov
syra. Toto mnozstvo sa musi rovnat 17x;, kedze pri jednom zakaznikovi je mnozstvo, ktoré kupil aj do teraz
priemerné mnozstvo. Dostali sme nasledujicu rovnicu:

20 - X1 = 17x1

X1+ X,

Nasleduje druhy zékaznik, ten si kiipi mnozstvo syra x,. Priemerny nakup sa zmeni na amy dostavame

rovnicu:
X1+ Xy
20— (x;+x) =17 S
Takto nasleduju dalsi zdkaznici, pre ktorych sa bude nasa rovnica menit. Oznac¢me si sucet prvych n nakupov

S». Ked rovnicu napi$eme po prvych n zakaznikoch, dostavame:

Sn
20-S, =172,
n

Tato rovnica hovori presne to, ¢o predavacka prehlasila po n-tom zakaznikovi. Lava strana vyjadruje, kolko
syru ostalo po vybaveni n zakaznikov, prava strana hovori, Ze je to presne tolko, ¢o treba pre 17 dalsich, ak si
kazdy z nich kupi presne doterajsi priemer.

Ostava nam este ukazat, Ze naozaj existuje takato postupnost nakupov. To spravime tak, Ze vyjadrime hodnotu
n-tého nakupu a ukazeme, Ze je to kladné ¢islo. Mnozstvo syra, ktoré si kupil n-ty zakaznik, budeme oznacovat
ako x,,.

Najprv vyjadrime z rovnice S,:
_ 20mn
C17+n

n

PrepiSeme rovnicu pre n + 1:
20(n+1)

17+n+1
Zaroven vieme, ze S,11 = S, + X471, preto x,,; vyjadrime ako S,,; — S, a po niekolkych tpravach dostaneme:

Sn+1 =

340
n? +35n+ 306

Xn+l =

Teraz vidime, ze pre kazdé nezaporné n vieme z rovnice vyjadrit x, a jeho hodnota bude kladna. Preto takato
postupnost nakupov existuje (dokonca predavacka moze obsluzit aj fubovolné mnozstvo zdkaznikov).

Ked dosadime n = 17 dostaneme, Ze S;7 = 10. To znamena, Ze kym sa JoZo dostane na rad, sa minie 10 kg syra,
a teda aj ostalo 10 kg syra.

2.5 Korespondencny Matematicky Seminar (x < 7) opravovali Kika P. a Marian

Zadanie. Po JozZovi ostalo v KMS vela roboty, medzi inym rozdelit vediicim opravovanie rieseni. Mdme n uloh,
z kazdej k rieseni na opravovanie a k vediicich KMS. Jozo pred odchodom, nestihajiic, dal kazdému vediicemu
n nahodnych rieseni. Veduici by chceli, aby to bolo rozdelené spravodlivo, t. j. nech kazdy z nich opravuje prave
jedno riesenie z kazdej tilohy. Preto sa rozhodli, Ze si budii menit rieSenia. Dvaja vediici sti ochotni vymenit
rieSenie za rieSenie, ak kaZdy z nich dostane riesenie tilohy, z ktorej riesenie este nemd. Dokdzte, Ze bez ohladu
na to, ako boli na zaciatku rozdané riesenia, si takymito vymenami moZu prerozdelit riesenia spravodlivo.
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Nazvime stavom nejaké konkrétne rozdelenie rieseni medzi veducich také, ze kazdy vedtci ma n rieseni. Uve-
domme si, Ze pocet rdznych stavov, ktoré mozu nastat, je konecny, pretoze veducich, rieseni a tloh je kone¢ny
pocet.

Nas cielovy stav je taky, ze kazdy veduci md 1 rieSenie z kazdej tlohy. Oznac¢me si ¢islom Z;, pocet zlych
rieSen{ ktoré ma i-ty veduci, teda rozdiel poc¢tu rieseni (1) a poctu réznych tloh, ktoré ma i-ty veduci. Cislom
Z oznac¢ime pocet zlych rieseni, ktoré maja veduci dokopy (X1, Z;). Cielovy stav si vieme zadefinovat tak, ze
Z = 0 (rozmyslite si). Chceme dokazat, Ze v kazdom necielovom stave existuje vymena, ktord zmensi Z, ¢im
ukazeme, Ze vzdy vieme dosiahnut cielovy stav.

Zoberme si veduceho, ktorého Z; je najvacsie, teda toho, ktory ma najviac zlych rieSeni a nazvime ho smoliar.
Smoliar ma najviac zlych rieseni, ¢o znamena, Ze ma najmensi pocet rdznych tloh. Z nejakej ulohy ma smoliar
aspon 2 rieSenia, povedzme si, Ze je to tlloha 1 (nezalezi na tom, ktora je to presne). KedZe ma aspon 2 rie$enia
ulohy 1, tak existuje veduci (volajme ho antismoliar), ktorému chyba riesenie ulohy 1. Vieme, Ze Z,p1i0r >
Zantismoliar- Z toho vyplyva, Ze antismoliar md rieSenie nejakej tlohy (nech je to tloha 2), ktoré smoliarovi
chyba (kedZe ma aspon tolko roznych tloh, kolko smoliar a tlohu 1 nemd). Vymenou medzi smoliarom a
antismoliarom uloh 1 a 2 sa Z,,,,yj,, zmensi o 1 a Z,,sismoliar Sa bud zmensi o 1 (ak ulohu 2 mal viac krét) alebo
zachova (ak ulohu 2 mal len raz). Teda sa Z zmensi o 1 alebo 2. KedZe v kazdom necielovom stave existuje
veduci, ktory ma Z; najvicsie, tak vzdy vieme spravit vymenu tak, aby sa Z zmen§ilo, a teda postupne vymenami
dosiahnut cielovy stav.

2.6 Kone¢ne MdzZem Spat opravovali Beata a Slavo

Zadanie. Ked'JoZo v noci nevie zaspat, pocita svoje obliibené prvocisla. Prvocislo p sa nazyva Jozovo oblubené,
ak pren existuje prirodzené Cislo k, pre ktoré plati, Ze p deli k* + 6. Ukdzte, Ze nech by sa JoZo snazil ako chcel,
vsetky svoje obliibené prvocisla by sa mu spocitat nepodarilo. Inak povedané, dokdzte, Ze JoZovych obliibenych
prvocisel je nekonecne vela.

Zamyslime sa, akym smerom moze dokaz tlohy postupovat. Mdzeme sa pokusit najst sposob, ako systema-
ticky nachadzat obltibené prvocisla a ukdzat, ze budeme dostévat nové a nové prvoéisla. Dalsia z moznosti, ¢o
prichadza do tvahy je postupovat sporom - predpokladat, ze oblubenych prvocisel je konec¢ne vela (teda si ich
mozeme vypisat do zoznamu) a ukazat, Ze existuje neoznacené oblubené prvocislo.

Podme dokazat ulohu sporom. Nech st véetky oblubené prvocisla p;, p,, ..., p,. Aby sme dostali spor, chceme
najst k také, ze vyraz k* + 6 ma (prvociselného) delitela rozneho od py, p, ..., pu-

Ako vieme zabezpelit, aby p; nedelilo k* + 62 Zvolime k také, aby bolo delitelné p;. Ak p; deli k* a nedeli 6, tak
pi nedeli k* + 6 (rozmyslite si).

Teda, ak zvolime k = p;p,...p, (vynechajme odtial p; = 2, 3), tak k* + 6 nebude delitelné ziadnym prvocislom
pi roznym od 2 a 3. Ostava nam doriesit delitelnost dvomi a tromi. MoZeme si vSimnut, ze kedze 2, 3 delia 6
a nedelia k, tak nedelia ani k*> + 6. Tym padom k* + 6 je delitelné inymi prvocislami ako py, p,, ..., pu, €0 je
spor. Ukazali sme, Ze Jozovych oblubenych prvocisel je nekonecne vela.

2.7 Kubisti Modelovali Siluety opravoval M&M

Zadanie. Ked'sa Kika s tizasom pochvalila JoZovi o svojom zisteni o rovnoramennych a rovno beZiacich Danoch,
rozhodol sa JoZo, Ze preskiima aj Belgicanov. Zistil, Ze Belgi¢ania tieZ rovno beZia, tiez majii ramend rovnako
dlhé, ale ¢o viac, ich ramend sii dokonca kolmé na ich krk!

Vniitri rovnobeznika ABCD leZi bod P tak, ze |PC| = |BC|. Stredy useciek AP a CD oznacéme postupne M, N.
Ukdzte, ze priamky BP a MN sii na seba kolmé.
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Ukazeme si dva mozné sposoby riesenia tejto ulohy. Mame dokazat, Ze nejaky uhol je pravy, to spravime na-
priklad tak, Ze sa ho pokusime vyjadrit pomocou niektorych zakladnych uhlov v rovnobezniku a uhlu PCB.
To sa viak robi tazsie, nakolko si mézme viimnuit, Ze mame pracovat s polovi¢nymi dizkami. Preto sa poku-
sime najst fintu ako obideme takéto zdlhavé a neprijemné vyjadrovanie uhlov. Znamymi spdsobmi ako dostat
polovi¢né dizky su stredné priecky, rovnolahlost a uréite mnohé dalsie.

RieSenie cez strednu priecku.

Tu sa da vybrat viacero strednych prie¢ok s ktorymi vieme pracovat. Ak by sme napriklad vybrali strednt
priecku ME tak sa dostaneme na rieSenie cez rovnolahlost, ktoré je spomenuté nizsie. Mnohy z vas pracovali so
strednou prieckou MT, kde T je stred usecky PB, preto ju pouzijeme aj vo vzorovom rieSeni. KedZe trojuholnik
BCP je rovnoramenny tak TC je urcite vyska. Pripomenme si, Ze platia tieto vztahy: 2 - |MT| = |AB| = |CD| =
2-|CN| a su¢asne MT || CN preto je MTCN rovnobeznik. Kedze TC L PB tak z rovnobeznosti TC a MN plati
aj PB 1 MN. Co sme chceli dokézat.

b=

a <

Riesenie cez rovnolahlost.

Kedze bod M je stredom usecky AP, dostdvame prvu indiciu, kde rovnolahlost hladat. Pozn. sice bod N je
stredom DC, ale rovnolahlost z bodu D alebo C by ndm nepomohla uchopit body M a P, kdezto rovnolahlost v
bode A alebo P sa nemusi zapodievat bodom N lebo je stredom tisecky CD a s tym sa nam dobre pocita. Skusenejsie
oko si v§imne, Ze rovnolahlost z bodu A a koeficientom 1 je vyhodnejsia ako rovnolahlost z bodu P. Totiz bod
P zobrazi do bodu M, bod C zobrazi do bodu S, ¢o je priese¢nik uhlopriecok, bod B zobrazi do bodu E, stredu
usecky AB, a zvy$né body nas nemusia trapit, rozmyslite si preco.

De \(‘\.N o(

" — AN

KedZe |PC| = |BC|, tak po zobrazeni bude platit 1-|PC| = [MS| = |ES|. Navyse, kedze S je priese¢nik uhlopriecok,
tak |ES| = |SNJ, a teda kruZnica so stredom v bode S prechiddza bodmi N, M a E. Dokonca vieme, e EN
je priemerom tejto kruznice pretoze S lezi v strede usecky EN. Preto obvodovy uhol EMN ma 90°. Kedze

rovnolahlost je podobné zobrazenie tak usecky PB a ME su rovnobezné, a preto uhol medzi priamkami PB a
MN je 90°.
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2.8 Karty Musime Spermutovat opravovali Juro a Tomas S.

Zadanie. Pocas dlhych zimnych vecerov hrajii JoZo s Kikou cez videohovor zaujimaviu hru. Kika zamiesa balik
52 kariet a uloZi karty do kruhu licom nahor, pricom jedno miesto v kruhu nechd prdazdne. JoZo, ktory na karty
nevidi (kedze Kika si omylom zabudla odlepit pdsku z kamery), jednu menuje. Ak tdto karta susedi s prazdnym
miestom, Kika posunie kartu na prdazdne miesto, bez toho, aby to povedala JoZovi. Indc sa ni¢ nestane. Potom
JoZo menuje dalsiu kartu atd. tolkokrdt, kolko chce, kym nepovie ,KMS".

a) Moze Jozo zarucit, Ze po vyrieknuti ,KMS® nie je Zziadna karta na svojom pévodnom mieste?

b) Moze JoZo zarucit, Ze po vyrieknuti ,, KMS* nesusedi pikovd dama s prazdnym miestom?

Casta)

Cast a) je jednoducha, staci si zvolit lubovolné pevné poradie kariet a povedat ho 52-krat (napr. Srdce 2, Srdce
3, ..., Srdce Eso, Piko 2, ..., Kéro Eso), spolu 2704 slov. Co sa stane? Prazdne miesto sa bude pohybovat stale
jednym smerom a obkruzi takto cely kruh (mozno niekolko krat). Urcite nemdze zmenit smer, pretoze ak
sme akurat vyslovili kartu vedla volného miesta a presunuli ju tam, vyslovime vSetky ostatné karty skor ako ju
vyslovime znova, teda uz sa na to volné miesto presunula ind karta v rovnakom smere.

o Kazda karta sa posunie aspon raz, pretoze prazdne miesto sa posunie kazdé kolo aspon raz, teda spolu
aspon 52-krat v jednom smere, teda sa posunie o cely kruh, a to znamena Ze sme sa s kazdou kartou
posunuli aspon raz.

o Ziadna karta sa nevrati na svoje pévodné miesto, kedZe jednu kartu vyslovime prave 52-krat, a na vrate-
nie sa v smere hod. ruciciek potrebuje 53 presunov (kedze kruh je tvoreny 53 miestami, jedno je voIné).

Preto ziadna karta neostane na svojom mieste.

Castb)

Predstavme si poskladany kruh a vsetky mozné polohy prazdneho miesta, teda kruh so 104 miestami a kazdé
druhé je prazdne. Znacdi to, ze na zaciatku modze byt prazdne miesto medzi fubovolnymi dvoma kartami. Jozo
teraz povie jednu kartu. Kde moze byt prazdne miesto teraz? Ni¢ sa nezmeni s kartami a miestami mimo nej,
jedine sa nie¢o stane s dvoma susediacimi. Co sa ale stane? Ak je prazdne miesto napravo od vyslovenej karty,
presunie sa od nej nalavo. Ak je prazdne miesto nalavo, presunie sa napravo. Teda po vysloveni nejakej karty
mozu byt prazdne miesta stale na lubovolnom mieste. Pre kazdy krok teda plati, Ze prazdne miesto mdze byt
pri lubovolnej karte. Preto neexistuje Ziadna postupnost kariet taka, aby bolo zarucené ze pri pikovej dame
nebude prazdne miesto.

Iné rieSenie Castib)

Dalej zna¢ime S + [ti, ..., t,] stav kariet, do ktorého sa dostaneme zo stavu S po vykonani postupnosti tahov
t1,...t,. Jozova sekvencia kariet musi byt univerzalna pre vsetky zaciatocné rozostavenia kariet. Pre spor teda
predpokladajme, Ze takd existuje, ozna¢me ju ki, ..., k,. Uvazujme lubovolné konecné rozostavenie kariet
také, pre ktoré Jozo prehrd, a ozna¢me ho P. Spravme reverznu sekvenciu tahov, t. j. k,, ..., k; a za¢nime hru v
takomto zaciato¢nom rozostaveni kariet P + [k, ..., k; |. Kedze po dvoch vysloveniach rovnakej karty sa karta
posunie tam a spat (pripadne sa nepohne vobec) ni¢ to nezmeni. Jozo teraz povie jeho sekvenciu a stane sa toto:
P+ [ky..o.ka ki ki ko oo k) = P+ [kyy - ko ko oo k] = -+ = P+ [ky, k] = P Teda na konci ostane prave
prehravajuce rozpolozenie kariet. Preto neexistuje univerzalna sekvencia kariet zaru¢ujuca prazdne miesto pri
dame.
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2.9 Kradez Matematickych Sperkov opravovali Jozo a Tomas J.

Zadanie. Skanddl! Z trezoru s prirodzenymi islami v Belgickej ndrodnej banke zmizli vietky prirodzené cisla
n také, pre ktoré mozno Cislo 36" — 6 zapisat ako sucin aspon dvoch za sebou iducich prirodzenych Cisel. Za
ndjdenie kazdého z nich vypisala banka zaujimavii odmenu. Pomdzte JoZovi zarobit slusny balik a ndjdite ich
vsetky! MozZno sa s vami podeli o apandz.

Zrejme pre lubovolné 4 po sebe idtice prirodzené ¢isla plati, Ze ich sucin je delitelny styrmi. Cislo 36" — 6 =
6(6%""1 — 1) je zrejme delitelné iba dvomi a $tyrmi nie. Teda 6(6>*~! — 1) je si¢inom nanajvys troch po sebe
iducich prirodzenych ¢isiel. Z nich najviac jedno je parne.

Teraz sa tloha dala rozdelit na dve Casti, totiz na ¢ast a), kde predpokladédme, Ze 36" — 6 = (k + 1)k pre nejaké
prirodzené k, a na Cast b), kde 36" — 6 = (k — 1)k(k + 1). Obidve ¢asti sa dali riesit viacerymi spdsobmi.

Cast a): sacin troch Cisel

V Casti a) ma platit 36" — 6 = (k — 1)k(k + 1). Pri rieSeni rovnic s celymi ¢islami ndm velmi vedia pomoct
zvy$ky po deleni. Otazkou je, Ze zvysky po deleni ktorym ¢islom chceme $tudovat. Dobré je vybrat také
¢islo, aby jednotlivé strany rovnosti davali malé mnozstvo zvyskov. Na to sa da prist skusanim rdéznych cisel.
Mozeme vsak skusit vyuzit, Ze ¢islo 36 dava zvysok 1 po deleni ¢islami 5 a 7, a teda aj 36" bude davat zvysok 1
po deleni piatimi alebo siedmimi.

Pekne z toho vyjdu zvysky po deleni siedmimi. Lava strana 36" — 6 dava pre kazdé prirodzené ¢islo n zvySok 2
po deleni siedmimi. Prava strana sa dd upravit na tvar k* — k. Pre k davajice zvySok 0 az 6 po deleni siedmimi
dava vyraz k3—k postupne zvysky 0, 0, 6, 3, 4, 1, 0, (rozmyslite si to?). PretoZe prava a lava strana rovnice nemaju
nikdy rovnaké zvy$ky po deleni siedmimi, rovnica 36" — 6 = (k — 1)k(k + 1) nema rieSenie v prirodzenych
¢islach.

Cast b): stdin dvoch <isel

Cast b) bola lahsia. My si ukdzeme dva spdsoby, ako sa s iou dalo popasovat. Chceme v prirodzenych ¢islach
vyriesit rovnicu 36" — 6 = (k — 1)k. Na tuto rovnicu sa moZeme pozriet ako kvadraticka rovnicu

K-k-36"+6=0

s premennou k. Aby mala riedenie v celych ¢islach, musi byt jej diskriminant druhou mocninou celého ¢isla,
skratene povedané stvorcom (rozmyslite si). Ten je rovny D = 4-36" —23. Pri bliz§om pohlade je len 0 23 mensi
od $tvorca 4 - 36" = (2 - 6")2. Stvorce maji medzi sebou ¢im dalej vicsie rozostupy. Preto, ak chceme, aby D
bol $tvorcom, prichadza do Gvahy az $tvorec (2 - 6" — 1)? alebo nejaky mensi. Teda musi platit

D=4-36"-23<(2-6"-1)"=4-36"-4-6"+1,
6" <6,

¢o plati iba pre n = 1. Pre n = 1 dostaneme kladné rieSenie k = 6 a naozaj 36! — 6 = 30 sa da zapisat ako 5 - 6.

Pokial méte s tym problémy, odporacame si pozriet o praci zo zvyskami po deleni v Zbierke KMS
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Druhym spdsobom, ako si poradit v casti b), je Sikovne rozlozit vyrazy v rovnici na su¢in. Pomoézeme si v tom
tym, Ze pravu stranu k* — k doplnime na $tvorec:

36"-6=k -k,
4-36" 23 =4k* - 4k + 1,
(2-6")-(2k-1)*=(2-6"-2k+1)(2-6"+2k—1) =23.

Zrejme lava zatvorka je mensia ako prava a prava je kladna. Obe zatvorky maju celocislent hodnotu, takze ak
jedna je kladna, tak aj druha musi byt kladna, pretoze ich sucin je kladné celé &islo. Cislo 23 sa d4 rozlozit na
sucin kladnych celych ¢isel len ako 1-23,teda 26" + 2k —1 =23 a2-6" -2k + 1 = 1. Tato ststava rovnic vedie
opit k rieSeniu k = 6,n = 1.

Dostali sme tak, ze bolo ukradnuté jediné ¢islo, a to n = 1.

2.10 Koho Mame Sudit? opravovali Akos a Pedro

Zadanie. Sldvny Belgicky detektiv Hercule Poirot sa rozhodol dolapit zlodeja vzdcnych prirodzenych cisel. Ako
prvé ziskal plan ndrodnej banky a svojimi dedukénymi schopnostami sa mu podarilo urcit trajektériu titeku zlo-
deja. Vsimol si, Ze zlodej pocas titeku zabocil kolmo, ¢o mu dopomohlo usvedcit vinnika (musel byt cudzinec,
lebo Belgicania rovno beZia). Zial, nemd dostatok dokazov, Ze zlodej naozaj zabocil kolmo. Potrdpte svoje Sedé
mozgové bunky a pomozte Poirotovi jeho tvrdenie dokdzat!

Dany je trojuholnik ABC. Body D, E lezia postupne v polrovindch opaénym k ABC, ACB tak, Ze plati: |AB| = |AD|,
|AC| = |AE|, | < DAB| = | < CAE|. Priese¢nik priamok CD a BE oznac¢me P. Oznac¢me O stred opisanej kruznice
trojuholniku BCP. Dokdzte, Ze priamky AO a DE su na seba kolmé.

Riesenie podla Michala Stanika.

Viimnime si, Ze trojuholniky DAC a BAE su zhodné podla vety sus.> Z toho vyplyva: | < CAE| = |<ADP| =
| < ABE| = | < ABP|, ateda z rovnosti uhlov ADPa ABPvyplyva, Ze body A, D, B, Plezia na kruznici. Analogicky
sa d4 prist na to, Ze aj $tvoruholnik APCE je tetivovy. Dalej v rieSeni budeme skratene nazyvat kruznicu opisant
mnohouholniku A, A,...A, (o ktorom teda vieme, Ze je tetivocy) ako kruznicu A,A,...A,.

Ozna¢me X druhy priese¢nik priamky AE s kruznicou ADBP. Ozna¢me Y druhy priese¢nik priamky DA s
kruznicou APCE. Po chvilke nasledovného uhlenia: |< DXA| = 180° — | < DBA| = 180° — | < ACE| = |[<AYE|, a
teda z obvodovych uhlov nad tetivou DE je jasné, ze Stvoruholnik DEYX je tetivovy.

Teraz sa uz kone¢ne pozrime na nami dokazované tvrdenie. Vyuzijeme, ze uhlopriecky nejakého stvoruholnika
su na seba kolmé prave vtedy, ked sa rovnaju sucty stvorcov ich protilahlych stran (rozmyslite si to). Preto, ak
si vezmeme $tvoruholnik DOEA, tak nam stali ukézat: |DOJ? + |[EA|? = |OEJ? + |ADJ?.

Z mocnosti bodu D ku kruznici BPC plati: [DO|? - 7> = |DP||DC]|, kde 7 je jej polomer a z mocnosti bodu E ku
kruznici BPC vyplyva |EOJ* — r? = |EP||EB|. Vyjadrenim |DOJ? z prvej rovnosti a |[EO|? z druhej a dosadenim
do tej, ktort chceme ukazat dostaneme: |DP||DC| + |[EA|* = |EP||EB| + |ADJ?. Dalej z mocnosti bodu E ku kruz-
nici ADBP mozeme vyraz |EP||EB| nahradit vyrazom |EA||EX] a analogicky vyraz |DP||DC| mozeme nahradit
vyrazom |DA||DY].

Sktiseny riesitel si vimne, Ze $pirdlna podobnost so stredom v bode A zobrazuje trojuholnik DAB na BAE. Kedze $piralka
»chodi po dvoch®, tak tato istd §piralna podobnost zobrazuje aj trojuholnik DAC na trojuholnik BAE, takze tieto trojuholniky musia
byt podobné. Viac o $piralovej podobnosti si mozete precitat v seriali PraSe o geometrickych zobrazeniach od strany 22, ktory je
dOStupn}'I na https://mks.mff.cuni.cz/archive/31/9.pdf.
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Dostaneme: |[EA|>-|EA||EX| = |AD|*—|DA||DY], a teda |[EA|(|[EA|-|EX]) = |AD|(|AD|-|DY]), ¢o sa dé vzhladom
k vzajomnej pozicii vystupujucich tseciek upravit na |[EA||AX| = |AD||AY].

Nakolko ale uz vieme, ze $tvoruholnik DEYX je tetivovy, tak tato rovnica plati ako dosledok mocnosti bodu A
ku kruznici DEYX. KedZe vsetky vyuzité upravy boli ekvivalentné, sme teda hotovi.

Na zaver este doplnime, Ze toto riesenie plati len pre nejaké konfiguracie bodov zo zadania. Pri inych konfigu-
raciach sa niektoré detaily pozmenia, napr. niektoré uhly sa nahradia ich doplnkami do 180°. To, ako presne
sa rieSenie pozmeni, nechavame na usilovného riesitela.
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