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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Ked Milujes Spomienky (x < 1) opravovala Ivka

Zadanie. JoZovi bolo v Belgicku smutno a tak si pospominal na casy, ked isiel vediicovat svoje prvé stistredenie.
Organizoval tam hru, ktord sa hrala v ésmich miestnostiach. Na zaciatku hry sa druzinka Siestich ticastnikov
rozdelila do miestnosti, kazdy uicastnik do inej. Po kazdom kole sa kazdy uicastnik presunie do inej miestnosti.
Pritom presuvat sa medzi miestnostami sa dd len tak, ako je naznacené na obrdazku. Dokdzte, Ze bez ohladu na

to, ako sa druzinka na zaciatku rozdeli, nikdy sa nestretnii vsetci jej ticastnici v jednej miestnosti.'

Uvedieme dva spdsoby riesenia.

1. sposob rieSenia

V schéme sa nachadza 8 miestnosti a kazda je spojend cestou s prave 3 dal$imi. Pre lep$iu orientaciu v obrazku
si vyfarbime miestnosti dvoma farbami ako je znazornené na obrazku:

Pre toto ofarbenie plati, Ze kazda miestnost je cestickami spojena s prave troma miestnostami opacnej farby.
Mame 4 miestnosti zelenej farby a 4 miestnosti cervenej farby, do nich chceme umiestnit 6 u¢astnikov. MoZeme
si v§imnut, ze ich na zaciatku nevieme vSetkych umiestnit do miestnosti s rovnakou farbou (vzdy budud aspon
2 v miestnostiach s opa¢nou farbou). Po kazdom kole sa ti¢astnici premiestnia do niektorej z inych miestnosti,
ktoré su s ich pévodnou spojené cestickou. Podla sposobu, akym sme miestnosti ofarbovali, vieme, Ze sa
v nasledujucom kole kazdy tcastnik ocitne v miestnosti s opa¢nou farbou ako v kole predtym. Preto sa v

'Bolo by blbé, keby sa takdto hra hrala na ststredeni, obzvlast ak by pre vyhru bolo potrebné stretntt sa jednej miestnosti.
Nastastie si veduci pomahajt a Vito pomohol odhalit JoZovi tato chybicku.
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kazdom kole ocitnt aspon 2 ucastnici v miestnosti s opa¢nou farbou ako zvysni, a teda vieme zarucit, ze sa
ani v jednom kole nestretnu v jednej a tej istej miestnosti vSetci 6 (kedZe sa nestretnu ani len v miestnostiach
s rovnakou farbou).

2. spOsob riesenia

Na tlohu sa v§ak mozeme pozriet aj inak. Mame 8 miestnosti a z kazdej vedu prave 3 cesty. Situdciu teda vieme
premenif na pohyb medzi vrcholmi kocky (pre jednoduchost nech mé dlzku stran rovnu 1). Vrcholy kocky
budu predstavovat dané miestnosti a hrany nam budu urcovat cesty medzi miestnostami. Vrcholy si ozna¢ime
pomocou suradnicového systému ako je na obrazku:

0,0,1) (1.o.2)

(0,1,1) (1,1,2)

[0,0,0) (1,0,0)

(0,1,0) (1,1,0)

Vdaka tejto reprezentacii si vieme charakterizovat kazdy vrchol na zaklade suctu jeho suradnic. Ked mame
situdciu takto prekreslent, podme si ju lepsie rozobrat. Z kazdej miestnosti sa vieme dostat do prave 3 dalsich
a to pohybom po jednej z osi. Teda pri presune z miestnosti do miestnosti sa vidy zmeni prave jedna suradnica
z 0 na 1 alebo naopak. Cize sa su¢tu zmeni parita. Toto sa stane pri kazdom presune kazdého ucastnika. Ked
si vrcholy oznadime pomocou suctov, dostévame 4 vrcholy s padrnym su¢tom a 4 s neparnym. Ucastnikov
mame v ulohe 6. To znamena, ze ich nemdzeme umiestnit vSetkych do vrcholov s rovnakou paritou ale aspon
dvaja budu v miestnostiach s opa¢nou paritou ako zvy$ni. Po kazdom kroku sa bude parita miestnosti kazdého
ucastnika menit a teda sa nikdy nemoze stat, ze budu vietci ticastnici naraz v miestnostiach s rovnakou paritou.
Z toho dostdvame, Ze sa nemozu naraz nachddzat ani v rovnakej miestnosti.

3.2 Komprimacia MozZnych Suctov (x < 2) opravoval Dominik

Zadanie. Matko napisal na papier ¢isla 1, 2, ..., n, kde n > 2. 'V jednom kroku si vyberie dve Cisla napisané na
papieri a nahradi ich novym cislom podla nasledujiicich pravidiel:

o Ak st vybrané cisla obe pdrne, nahradi ich ich stictom.
o Ak je prave jedno z vybranych Cisel nepdrne, nahradi ich tym nepdrnym cislom.
o Ak sti obe vybrané Cisla nepdrne, nahradi ich nulou.

Tento krok Matko opakuje dovtedy, dokym mu neostane na papieri len jedno cislo. 'V zavislosti od celého cisla
n > 2 urcte najmensiu a najvicsiu mozni hodnotu cisla, ktoré Matkovi ostane.

Ked riesime tlohu ako této, je na uvod dolezité zamysliet sa, akym sposobom sa meni pocet parnych a nepar-
nych ¢isel. M6ze nam to napadnut pomerne jednoducho - ak hra parita rolu v tom, ako ¢isla mazeme, bude
isto dolezita aj pre ¢islo, ktoré nam napokon zostane.

https://www.kms.sk/ 2 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 3. kola zimnej Casti

Pozrime sa, ako sa zmeni pocet neparnych ¢isel po niektorom z tahov, pricom zatial zanedbame ich hodnotu.
Zadanie nam hovori, ze ak mame dve neparne ¢isla, nahradime ich nulou. To znamena, ze sme prisli o dve
neparne ¢isla. Ak si vezmeme jedno neparne a jedno parne ¢islo, pocet neparnych ¢isel sa nezmeni. Podobne
sa nezmeni ani v pripade, ked vezmeme dve parne ¢isla.

Zistili sme, Ze pocet neparnych ¢isel sa ndm po kazdom tahu bud znizi o dve alebo zostane rovnaky. To je velmi
dolezité, pretoze ak je na zaciatku pocet neparnych ¢isel nepdrny, tak taky aj zostane, a teda ako posledné nam
zvysi neparne Cislo. Podobne, ak je tento pocet parny, zostavajuce ¢islo musi byt parne. Pozrime sa na to, pre
aké n bude pocet neparnych ¢isel neparny.

Ak si rozdelime prirodzené ¢isla na $tvorice tak, ako idu po poradi, zistime, Ze v kazdej z nich st prave dve
neparne Cisla. Prvé z nich je v $tvorici prvé, druhé z nich je tretie. Teda ak skon¢ime s pisanim ¢isel na tabulu v
momente, ked ma » zvysok po deleni $tyrmi rovny 1 (ma tvar n = 4k + 1, kde k je celé ¢islo) alebo 2, napiSeme
na tabulu neparny pocet neparnych cisel. V opacnom pripade bude ich pocet parny.

Pozrime sa teraz na to, aké najmensie ¢islo ndm na tabuli moze zostat v pripade, ak je pocet neparnych cisel
parny. Vieme uz, Ze tam zostane parne &islo. Cislo, ktoré na tabuli zostane, neméze byt zaporné, skiisme teda
ukazat, Ze najmensie Cislo, ktoré vieme dostat bude 0. Ddlezité je, Ze potrebujeme ukazat, Ze to pdjde vzdy,
nestac¢i nam konkrétny priklad. Ziskat nulu na konci je mozné napriklad takto: Vieme, Ze z dvojice parne -
neparne, nam vzdy zostane neparne ¢islo. Takto sa mdzeme zbavit vSetkych parnych cisel a zostane nam len
parny pocet neparnych cisel. Tie mdzeme dat do dvojic a ziskat tak len nuly. Napokon s¢itanim dvoch nul
dostaneme vzdy len nulu, a teda sa ostatnych nul zbavime a zvysi ndm jedna.

Ak je pocet neparnych ¢isel na tabuli neparny, naisto nam na konci zvysi neparne ¢islo. Najmensie, ktoré sa
na tabuli modze objavit je 1. Vieme ¢isla mazat tak, aby tam napokon zvysila prave jednotka? Vieme. Podobne
ako predtym sa najprv zbavime parnych ¢isel a zostant nam len neparne. Tych je ale neparny pocet, takze
mozeme vsetky ¢isla okrem jednotky dat do dvojic a spravit z nich nuly. Takto dostavame niekolko nul a jednu
jednotku. Na konci nam takto vzdy moze zostat len ¢islo 1.

Aké mozeme v takejto situdcii(ak je pocet neparnych cisel neparny) ziskat naopak ¢o najvacsie ¢islo? Vieme
uz, ze na tabuli na konci zostane neparne ¢islo. Na zaklade tahov, ktoré mame k dispozicii mozeme vidiet, ze
vacsie neparne Cislo ako niektoré z pévodnych na tabulu dostat nevieme. Dokazeme na tabuli udrzat najvicsie z
neparnych ¢isel? Ano. Velmi podobne, ako sme sa dopracovali k ¢islu 1 sa vieme aj k inym ostatnym nepérnym
¢islam. Jednoducho ich nezaradime do ziadnej z dvojic neparnych ¢isel. V zavislosti od toho, ¢i n bolo parne
alebo neparne tak dostavame bud ¢islo n — 1 alebo n.

Zaverec¢nou Castou ulohy je najst najvyssie mozné zostavajuice Cislo, ak bol na tabuli na zaciatku parny pocet
neparnych ¢isel. Vieme, ze ¢islo, ktoré nam zostane, bude parne. Z toho, aké mozeme robit tahy mozeme
vidiet, Ze sucet parnych cisel na tabuli sa nam nemdze zvacsit a zaroven, Ze neparne ¢isla nam k zvySovaniu
najvacsieho ¢isla na tabuli nepomozu. Najvacsie Cislo, aké by sme teda mohli na tabulu dostat je sucet vSetkych
parnych cisel. Staci ndm uz len ukdzat, Ze ho na tabulu dostat vieme a tiez, ze ho tam vieme udrzat az do konca.

Sucet véetkych parnych ¢isel ziskame jednoducho: sc¢itame ich. Takto nam zostane parny pocet neparnych
¢isel a jedno velké parne. Ako sme sa uz naucili doteraz, z parneho poctu neparnych ¢isel vieme spravit nulu,
ked ich dime do dvojic. A kedZze nula je parne ¢islo, suctu parnych ¢isel neublizi.

Este je otazka, aky bude sucet vSetkych parnych ¢isel: Rozdelme si situaciu podla zvyskov po deleni $tyrmi,
teda bud n = 4k alebo n = 41 + 3. V prvom pripade s¢itavame cisla 2,4, ---4k. Mozeme vidiet, Ze ich je parny
pocet, nakolko v kazdej $tvorici su dve a §tvoric je k. Stcet vSetkych parnych ¢isel dostaneme napriklad tak, ze
si utvorime dvojicky (2,4k), (4,4k —2), ---. Tychto dvojiciek je k a sulet v kazdej z nich je 4k + 2, celkovy stcet
je teda rovny k(4k +2) = 1(n+ 2)n. V pripade n = 4]+ 3 médZzeme postupovat podobne, pribudlo nam totiz
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len ¢islo 4/ + 2 = n — 1. Okrem toho netreba zabudnut, Ze n = 41 + 3, teda aj zlomok bude iny. Celkovo je teda
sucet rovny (41+2)1+ (41+2) = (41+2)(I+1) = 1 (n-1)(n+1).

3.3 Kohle Messen Synthetisch (x < 3) opravoval David

Zadanie. Matko po sokujucich zisteniach Kiky a JoZa o rovnobeziacich Ddnoch a Belgicanoch, zacal svoj vyskum
na Nemcoch. Vo Stvoruholniku ABCD, ktorému vieme vpisat kruznicu, plati navyse, ze |AB| = |CD|, |BC| < |AD|
a strany BC a AD sti rovnobezné. Dokdzte, Ze os uhla BCD rozpoluje plochu stvoruholnika ABCD.

Stvoruholnik zo zadania si nakreslime, a dostaneme nasledujtici obrézok:

Aby sme nan mohli lepsie odkazovat, ozna¢me si stred vpisanej kruznice S, dalej priese¢nik osi uhla BCD a
usecky DA oznac¢ime E, a vyznac¢me este os uhla ABC a jej priese¢nik s tseckou DA ozna¢me F.

Chceme ukazat, ze trojuholnik DEC (zelena) a $tvoruholnik EABC (modra) maja rovnaky obsah.

Lichobeznik, ktory mame zo zadania, je rovnostranny. Preto uhly, pri vrcholoch A a B st rovnaké ako uhly
pri vrcholoch D a C. Lichobeznik je teda osovo symetricky. Preto aj os uhla ABC ho deli rovnako ako os
BCD. Ked mame nakreslené obe tieto osi a vieme Ze lichobeznik je osovo symetricky, je lahké viimnut si, ze
$tvoruholniky EABS (tmavomodrd) a DFSC (tmavozelend) maju rovnaky obsah. Ked sa teraz pozrieme na
nase povodné oblasti, ktorych rovnost chceme dokazat, a odmyslime si tieto dva $tvoruholniky, ostava nam
ukazat rovnost obsahov trojuholnikov FES (bledomodra) a SBC (bledozelena).

Bod S je v strede medzi rovnobezkami BC a AD, a teda tsecky CE a BF deli na polovicu. Okrem toho, uhly
CSB a ESF su vrcholové, a teda maji rovnakau velkost. Z toho uz vidime, Ze nade trojuholniky st zhodné, a teda
maju rovnaky obsah.

3.4 Kone¢na Mramorova Siet (x < 4) opravoval Juro

Zadanie. Matko a Vodicka sa vydali do lokdlneho miizea hornin. Tam nasli mramorovii dosku so $tvorcekovou
siefou. Matko s Vodkom sa zacali hrat ndsledujiicu hru na Stvorcekovom mramore’. Matko otvori hru tym,
Ze nakresli krizik do lubovolného Stvorceka. V kazdom svojom dalSom tahu musi nakreslit krizik do volného
Stovrceka, ktory aspori vrcholom susedi so Stvorcekom, v ktorom je krizik. Vodka moze v jednom tahu nakreslit tri
koliecka do lubovolnych volnych policok. Ak Matko moze nakreslit siedmy kriZik, vyhrava. Inak vyhrava Vodicka.
Zistite, ¢i existuje stratégia pre Vodicku takd, Ze Matko zarucene nevie vyhrat.

Zahrame si par hier a zistime, Ze ak nie je Vodka velmi hlupy, tak vie obklucit Matka tak, aby dal najviac 6
X-iek.

*KedZze ani Matko ani Vodicka nie st vagabundi, celd hru odohrali v hlavich, na nekonecnej $tvoréekovej sieti.
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Aka bude Vodkova stratégia? Po Matkovom prvom X, si nakresli okolo tohoto X : :
$tvorec velkosti 3 x 3 ako na obrazku (X je v iom hore v strede) a nad X da svoje tri O | O | O

O. Oznacime si policka, tak ako na obrazku. Vodka teraz dokaze Matka “zatarasit” TSR
a nechat ho hrat iba v tomto $tvorci. Ako? Nech da Matko na hociktoré zo zvy$nych A 1! X | B 1
7 okrajovych policok svoje X, ma na dosah iba tri policka mimo $tvorca. Preco? IRt e
Pretoze jediné dve policka v celom $tvorci, ktoré susedia s viac ako tromi polickami A | S | B
N e e - Ny . 219 D2
mimo $tvorca, su dolné rohové policka C; a C;. S nimi ale musi nejaké X-ko najprv | - _Z1__ 1 7|

susedit. To sa mdze stat iba cez jedno z policok A,, S a B,. Ak da Matko svoje X do Cl : Cz : C3
stredu $tvorca S, niekedy v priebehu hry (okrem siedmeho tahu), tak moze Vodka : :

dat vsetky tri svoje O dovnutra §tvorca. Ak nie su zabraté rohové policka C, a C;,

tak svoje O da prave na ne.

Ostava teda iba zacat na A, (B,). Ak ale najprv ddme X na A, (B,), Vodkova stratégia, bude dat tri O na tie
vonkajsie policka, s ktorymi susedi. Potom, ale rohovému poli¢ku uz skuto¢ne ostanti iba tri vonkajsie policka,
s ktorymi susedi. Preto nech robi Matko cokolvek, Vodka ho vie udrzat vo $tvorci.

Vyborne, uz ndm staci dokazat, Ze Vodka je vzdy schopny okrem toho, ze Matka udrzi vo §tvorci, dostat aspon
tri svoje O dovnutra $tvorca. Ako sme videli vyssie, Matko nesmie nikdy dat svoje X (okrem 7meho) do stredu,
lebo Vodka potom da tri O dovnutra $tvorca a vyhral.

Teraz trochu pocitania. Za 6 kdl, v ktorych musi Vodka uplne zablokovat Matka, stihne polozit 18 svojich
O-ciek. Aby Matko nemal kam dat siedme X, musia byt 3 z toho vo vnutri $tvorca. Ostava nam teda 15 O-
¢iek, na obkolesenie §tvorca. Nieco tu viak nesedi. Okolo $tvorca je 16 policok a my mame len 15 O-¢iek. To
vsak vobec nevadi, ked si uvedomime, Ze jeden z rohov sa nam urcite podari zablokovat priamo, a teda ho uz
nemusime blokovat z vonka. Na obklu¢enie ndm potom bude stacit 15 O-¢iek a vSetko zrazu do seba zapadne.

J, 73

Teraz uz naozaj na zaver, ukdzeme, ze Vodkovi ostane jeden "volny” tah pri obkolesovani skor, ako sa Matkovi
podari zablokovat vSetky rohy. Na zablokovanie troch rohov potrebuje Matko aspon 4 tahy. Jednoduchou
analyzou vsetkych moznosti, ktora prenechame (itatelovi, viak zistime, ze po $tvrtom Matkovom tahu uz
Vodka urcite nepotrebuje polozit vietky tri O-cka, lebo niektoré z vonkajsich poli¢ok uz skor zablokoval.

3.5 Konzultacia Machinelearningu Slava (x < 7) opravoval Lubo
Zadanie. Slavo sa rozhodol naucit pocitac hrat nasledovnii hru:

Najprv Slavo nakresli do roviny n bodov. Potom pocitac ofarbi tieto body dvomi farbami, zelenou a cervenou.
Nakoniec Slavo nakresli do roviny kruh. Pokial sa vsetky zelené body nachddzajii vnutri kruhu (alebo aj na
obvode) a vietky cervené body mimo kruhu, tak Slavo vyhrd. Inak vyhra pocitac.

Po chvili ucenia bol Slavo s vysledkom spokojny, preto sa rozhodol otestovat pocitac proti skiisenému oponentovi
- Matkovi. Matko to viak vyhldsil za prilis informatickii tilohu a odmietol to rdtat. Dokdzete tilohu vyriesit a
poméct Slavovi? V zavislosti od prirodzeného Cisla n, urcte, kto ma vyhrdvajicu stratégiu.’

KedZe zadana tloha sa zna¢ne meni podla toho, aké # si Slavo zvoli, skiisme sa najprv pozriet na nejaké pripady
pre malé n. Za¢nime pre n = 1. V tomto pripade pre [ubovolné ofarbenie pocitatom vieme povedat, ze urcite
vyhra Slavo (premyslenie nechame na ¢itatela). Pri n = 2 je pre lubovolne ofarbenie lahko dokazatelné, ze
Slavo ur¢ite vyhra (tento dokaz tiez nechame na predstavivost Citatela).

Pri pripade n = 3 to uz za¢ne byt zaujimavejsie. V pripade, ak by tieto body boli umiestnené na priamke, staci
pocitacu len zafarbit krajné body zelenou a stredny bod ¢ervenou farbou. V takomto pripade uz Slavo urcite
nevie nakreslit kruh. V tomto pripade by vyhral pocitac. Slavo je ale mlady $ibal a moze si vybrat, ako nakresli

*Hra¢ m4 vitaznu stratégiu, ak si vie svojimi tahmi zarucif vyhru bez ohladu na to, ako hré jeho stiper.

kms@kms . sk 5 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 3. kola zimnej Casti @@@

tieto body do roviny. Sta¢i mu nakreslit tieto body tak, aby tvorili vrcholy trojuholnika. V tomto pripade sa
stava znovu vitazom Slavo.

Zatial nam vychadza, Ze Slavo vzdy vyhra. zacina to prenho vyzerat sfubne. Pokra¢ujme ale dalej a pozrime
sa aj na pripad pre n = 4. Ak chce mat Slavo Sancu vyhrat, moze usporiadat body do roviny dvomi spésobmi
(ako uz vieme, nechce aby nejaké 3 lezali na priambke).

Jednym sposobom by bolo usporiadat body do nekonvexného $tvoruholnika. To si vieme lahko predstavit
ako tri body vo vrcholoch trojuholnika a §tvrty niekde vo vnutri trojuholnika. Hned vidime, zZe ak sa pocitac
rozhodne zafarbit bod vo vnutri trojuholnika cervenou farbou a vrcholy trojuholnika zelenou farbou, Slavo
prehra.

Druhym sp6sobom by bolo usporiadat ich do konvexného $tvoruholnika. Oc¢ividne problémovy bude prave
pripad, kedy st vyfarbené body na jednej uhlopriecke zelenou farbou a body na druhej uhlopriecke ¢ervenou
farbou (zvys$né teda radi prenechame citatelovi). Nakreslime si dva body do roviny a ozna¢me ich A a C a bez
ujmy na véeobecnosti vyfarbime tieto body zelenou farbou. Nakreslime si kruznicu k tak, ze tieto body A a
C lezia v kruhu ktorého hranicou je kruznica k. Ak Slavo chce vyhrat, musel by cervené body B a D umiest-
nit mimo kruhu ohraniceného kruznicou k. Aby body B, D tvorili uhlopriecku konvexného $tvoruholnika
ABCD, tak sa musia nachadzat v opa¢nych polrovinach uré¢enymi priamkou LR. Spravme si ete priamku
prechddzajucu bodmi A a C a jej prieniky s kruznicou k ozna¢me L a R.

Podme sa pozriet, ¢o vieme povedat o uhloch v takomto atvare. To, Ze bod B lezi vo vonkajsej oblasti kruznice
k, vieme pekne uchopit pomocou obvodovych uhlov. V takejto situdii musi platit

|<LSR| > |<LBR| > | < ABC],
pricom < LSR je obvodovym uhlom nad tetivou LR v polrovine LRB. Analogicky pre druhy bod dostavame:
|<LHR| > | <LDR| > |< ADC|.

Opit plati, ze <LHR je obvodovym uhlom nad bodmi L a R. Vieme, Ze pre obvodové uhly zodpovedajuce
rovnakej tetive, ale v opacnych polrovinach, plati:

| < LHR| + | < LSR| = 180°.
Plati teda:
180° > | < ABC| + | <ADC|.

Pocitac si ale moze zvolit, ktoré body zafarbi akou farbou. Sta¢i mu zafarbit cervenou farbou tie body na
uhlopriecke, ktorych sucet prisluchajucich vnatornych uhlov je aspon 180°. Zvy$né dva body zafarbi zelenou
farbou. Vtedy by pre sucet uhlov prisluchajucich ¢ervenym bodom platil nasledovny vztah:

180° > | < ABC| + | < ADC| > 180°.
Dostavame jasny spor, teda Slavo by nevedel nakreslit pre tento pripad kruh tak, aby vyhral. Pre pripad n = 4
ma teda uz vitaznu stratégiu pocitac.

Co sa deje pre n > 4? Zoberme z tychto bodov fubovolné styri. Pocita¢ ich ofarbi tak, ako sme si ukdzali pre
n = 4. Na ofarbeni a usporiadani ostatnych bodov potom uz nezalezi, nakolko ¢i budu v kruhu alebo mimo
kruhu zelené alebo ¢ervené body, uz Slavovi nepomoze splnit podmienku na vyhru.

Vyslo nam teda, Ze pre n < 3 ma vitaznu stratégiu Slavo a pre n > 4 ma uz vitaznu stratégiu pocitac.
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3.6 Kaloricka Mlaskacia Seansa opravovali Tom4s a Tomas

Zadanie. Pocas obedovej prestavky isiel Matko do jeddlne a tam s hrézou zistil, Ze jeho obliibené jedlo je vypre-
dané. Nastastie jeddleri robi pizzu, na ktorii si moZu zdkaznici objednat prilohy, aké chcu. Matko by rdad dal na
svoju pizzu niektorii z obliibenych postupnosti priloh, (prirodzenych ¢isel) {a,} .. Za chvilku sa od predavacky
dozvedel, Ze kazdd postupnost priloh musi splfiat ndsledujiicu podmienku

ap-1 < (an+1 - an)z <ay

pre vsetky celé cisla n > 2. Zistite, ¢i moZe existovat nejakd Matkova obliibend postupnost priloh, takd, Ze ju
naservirujii v jedalni.

Prvé, ¢o si mdzeme vSimnut je, ze Matkova postupnost musi byt neklesajuca, lebo a, > a,,_;. Preto (a,,; — a,)
je nezaporné, ¢ize moézeme odmocnit nerovnost v zadani.

A1 — Ay < v Gn>
Ay < a, ++\/a,.

Vidime, ze kazdy ¢len postupnosti je nejak zhora obmedzeny podla predchadzajiceho ¢lena a postupnost je
neklesajuca. Medzi kazdymi dvomi po sebe iducimi ¢lenmi a,_,, a, musi byt nejakda druha mocnina priro-
dzeného ¢isla (skratene Stvorec), lebo tam je (a,.1 — a,)?. MySlienka ndsho postupu bude, 7e druhé mocniny
rastu rychlejsie ako Matkova postupnost, preto sa niekde pokazi tato podmienka, a medzi nejakymi dvomi
nasledujicimi ¢lenmi nebude $tvorec.

Formalne, predpokladajme, Ze existuje vyhovujuca Matkova postupnost, a prideme k sporu. Mame vztah
Ay < a, ++/a,, v ktorom mozeme ¢len a, znovu odhadnut podla rovnakého sposobu a pohrat sa s pravou
vyrazu, ktory dostaneme.

2

1 1
Apt1 < ay + \/a_n Sap1+Van-1+ Va1 + /a1 =01 +/ap1 + \/( Van-1+ E) - Z <

1\? 1
<Qp_q+/Ap_1 + (\/an_l + E) =,y +2y/a,_1 + 3 < (V/an_, +1)?

V intervale <\/an—1) N/ 1) lezi len jedno celé ¢islo. Po umocneni na druht dostaneme, Ze v intervale
(an_l, (Van1 + 1)2) je najviac jeden $tvorec. KedZe a,.,; < (\/a,_; +1)?, tak vintervale (a,_;,a,,,) lezi najviac
jeden $tvorec.

Vieme, Ze v oboch intervaloch A = (a,-1,a,) a B = (a,,a,:1) je Stvorec, ale v ich zjednoteni (a,_1,a,.1) je

najviac jeden $tvorec, Cize Stvorec v A musi byt ten isty $tvorec ako v B. Intervaly A, B maju len jeden spolo¢ny
bod a,, ¢ize a, je Stvorec.

Pre vSetky n < 3 sme dokazali, Ze a, je Stvorec. Cisla a3, a, musia byt rozne $tvorce, lebo (a4 — as)? > a, > 1,
ale zéroven v intervale (a,, a,) moze byt najviac jeden $tvorec, a to je SPOR.

V jedalni neserviruju ani jednu z Matkovych oblubenych postupnosti priloh.
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3.7 Ked Mokro Skodi opravoval Marek

Zadanie. Vodicka sa nesiel do Nemecka flikat, ale seriézne studovat. Jedna z vect, ktorou sa zaoberd, sti vodotesné
¢isla. Dvojica kladnych celych ¢isel (a,b) sa nazyva vodotesnou, ak pre #iu existuje celé ¢islo d > 2 (nazyvané
tesnenie) také, Ze a” + b" + 1 je delitelné cislom d pre vsetky kladné celé ¢isla n. Ndjdite vsetky dvojice vodotesnych
Cisel.

Najprv sa zamyslime, Ze staci, aby d bolo prvocislo. Preco? Pretoze ak nejaké zlozené ¢islo d deli a™ + b" + 1,
tak aj prvocislo p, ktoré je delitelom ¢isla d, deli a” + b" + 1. Takze, nam staci uvazovat d prvocisla.

Dalej sa mézme zamysliet, Ze netreba uvazovat n > d. Pre¢o? Zoberme si nejaké &islo ¢ a za¢nime ho umoc-
novat. c',c%,c3,...,c", ... VSimnime si, Ze zvy$kov po deleni d je iba d, to s 0,1, ...,d — 1. No a ak sa ngjdu
nejaké k, I také, ze c* a ¢! maju rovnaky zvy$ok po deleni d, tak maju rovnaky zvyS$ok aj &isla ¢! a ¢! a tak
dalej. A kedze mame iba konec¢ny pocet zvyskovych tried po deleni d, tak urcite raz nastane, ze nejaké ¢ a
¢! maju rovnaké zvysky. No a z Dirichletovho principu to nastane najneskor pre n = d. D4 sa rozmysliet aj
to, ze ak ¢* = ¢! (mod d) tak ¢*! = ¢! (mod d). Pozndmka: zdpis a = r (mod n) znamend, Ze ¢isla a a
r maju rovnaky zvysok po deleni ¢islom n. Preto nam staci uvazovat, ze k = 1. A ked si takuto podmienku
napideme c* = ¢ (mod d) a zaéneme skimat, Ze pre ktoré k to bude platit, tak sa dopracujeme k Malej Fer-
matovaj vete. Ndm vsak sta¢i jej poznatok a ten je, Ze pre ¢, d nestudelitelné plati: ¢? = ¢ (mod d), a teda aj
¢l =1 (mod d).

Teraz s vedomostami o Malej Fermatovej vete sa mozme pustit do nasej tlohy. Predpokladajme, ze a aj b su
nesudelitelné s d. Kedze d | a" + b" + 1 pre vetky n, tak musi aj pre n := d — 1, a preto mozZme pisat:

a4 b+ 1=1+1+1=3(mod d).

Ale teda 3 = 0 (mod d), iba ak d = 3 alebo d = 1. Pozndmka: ak md nejaké ¢islo zvysok 0 po deleni d tak je
delitelné d. Kedze d + 1 tak musi platit d = 3. Teraz uz len stali najst vetky také (a,b). Mdzme sa taktieZ
zamysliet, Ze sa stali pozerat len na zvysky a, b po deleni d, teda dvojice (0,0), (0,1), (0,2), (1,1), (1,2) a
(2,2). Zvy$né st v symetrickej pozicii a teda ich nemusime riesit. A Tahko overime, Ze jedinou vyhovujicou
dvojicou je (1,1) (mod 3). Teda sme nasli vodotesné &isla tavru (a,b) = (3k — 2,31 -2),kde k,I ¢ N.

Teraz sa pozrieme na pripad, ked a aj b st sudelitelné, v skuto¢nosti delitelné d. Dostavame 0" + 0" + 1 =
1 (mod d), a teda také rieSenie nemame. T. j. muselo by d = 1 ale to nemoze.

Nakoniec sa pozrieme ked iba jedno z a a b je delitelné d. Bez ujmy na veobecnosti je to a. Potom 0" +b" +1 =
b" +1 (mod d), no ale pre n := d — 1 plati b! + 1 = 2 (mod d), a teda musi nutne d = 2. Co to znamen4?
Mame dalsie riesenie, kde jedno ¢islo je parne a druhé neparne.

Teda mnozina vSetkych vodotesnych ¢isel obsahuje prave dvojice (g, b) tvaru
(2k,21-1),  (2k-1,21),  (3k-2,31-2)

pre kazdé prirodzené ¢isla k, I.

3.8 Kamo, Mokry Si! opravovali Akos a Kika P.

Zadanie. Po niekolkych prechddzkach si Vodicka vsimol, ze vZdy skoncil v Ryne, to je takd velkd Vodicka. Kto by
vSak chcel zmoknuit pri kazdej prechddzke? Ukdzte Vodickovi, Ze vsetky cesty vedii do Ryna. Mdme stvoruholnik
ABCD taky, Ze existuje bod O taky, Ze platia ndsledujiice vztahy: | < AOB| = | < BOC| = | < COD| = | < DOA| = 90°.
Oznacme P priesecnik kruznic opisanych trojuholnikom ABO a CDO (rdézny od bodu O) a R priesecnik kruznic
opisanych trojuholnikom DAO a BCO (rozny od bodu O). Oznacme T priesecnik priamok p, r, pricom P € p,
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p LOPaRer r L OR Dokdzte, Ze priamka OT a spojnice stredov protilahlych strdan stvoruholnika ABCD sa
pretinajii v jednom bode.

Najprv si v§imneme, Ze o vlastne zadanie hovori o priamkach AO, BO, CO, DO. To, ze | < AOB| = 90° nim
hovori, ze AO L BO. Takisto uhly BOC, COD, DOA nam hovoria, ze BO 1L CO, CO L DO, DO 1 AO. Z toho
nam jednoznacne vyplyva, Ze trojice bodov A, O, Ca B, O, D lezia na priamkach, ktoré st na seba kolmé. Podme
najst vyznam bodov P, R. Zo zadania je jasné, Ze stvoruholniky ABOP, CDOP, ADOR, BCOR st tetivové (body
P a R st definované ako body na kruzniciach opisanych trojuholnikom).

1 P
( A
0
\\ T 7,
N 7
\\ f 7
\)([//
D 7 ’I \\
Z. N
7 N
0// O \\ BO B
p, Q,

Uvazujme teraz druhé priese¢niky priamok p, resp. g s kruznicami ABOP, CDOP, resp. ADOR, BCOR.* Nech
st to body postupne Py, P, Q;, Q,. VSimnime si, Ze tieto body vdaka kolmostiam OP L pa OR L r su body
protilahlé k bodu O v danej kruznici. Ale vieme, Ze dva rozne priemery jednej kruznice tvoria obdlZnik, teda
s$tvoruholniky AOBP;, CODP,, DOAQ,, BOCQ, su obdiiniky. Z toho vyplyva (z kolmosti AC a BD v bode O),
ze PQ,P,Q; je tiez obdlznik. TaktieZ vieme, ze Py, P,, T € paQ, Q, Teg,avieme aj to, ze T je stred tohto
obdlznika. Po spozorovani tolkychto veci sa pustime do dékazu ziadaného tvrdenia: Nech su stredy useciek
AB, BC, CD, DA postupne Ay, By ,Cy, Dy. VSimnime si, Ze stredy malych obdlZnikov AOBP;, BOCQ,, CODP,,
DOAQ, su postupne Ay, By, Cy, Dy, pretoze su stredom jednej z uhlopriecok. Zamyslime sa, ¢o vlastne spravi
s bodmi P;, Q,, P,, Q; rovnolahlost so stredom v bode O a koeficientom % Odpoved je jednoduchd, prenesie
ich postupne na body Ay, By, Co, Dy. Tak sa priamky P, P, = p a Q,Q, = q zobrazia na priamky A,C, a ByD,. A
¢o s ich priesecnikom? Je to obraz T, teda je nutne na priamke OT. Sucasne je to aj priesecnik priamok A,C,
a ByDy. Takze sme ukazali, Ze priesecnik dvoch priamok lezi nutne na tretej priamke. A tym je tento dokaz
hotovy.

Diskusia: Moze sa zdat, Ze je potrebny rozbor pripadov, ¢o sa tyka konvexnosti ABCD. Lenze sme nikde
nevyuzili ziadnu uvahu o polohe bodu O a nase pozorovania a myslienky platia aj pre pripad nekonvexného
$tvoruholnika a tym je dokaz naozaj hotovy pre lubovolny $tvoruholnik ABCD.

*Kruznicou KLMN oznac¢ujeme kruznicu, ktora je opisand tetivovému $tvoruholniku KLMN.
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3.9 Korporatna Mestska Stabilita opravoval Jozo

Zadanie. V Nemecku je 2n miest, z ktorych sii niektoré dvojice spojené cestou (najviac jednou). Kazda cesta je
zafarbend prave jednou farbou: ciernou, cervenou alebo Zltou. Z kazdého mesta vychddzaju prave tri cesty, kazdad
inej farby. V zavislosti od celého Cisla n > 2 ndjdite najmensie celé cislo k, pre ktoré mozno v Nemecku zaviest
ekonomickd rovnovahu bez ohladu na to, ako sii mestd pospdjané cestami. To znamend:

« Kazda cesta je vlastnend prdve jednym z dvoch miest, ktoré spdja.

o Ak mesto A vlastni cestu do mesta B, tak mesto B plati mestu A denne x eur, kde x je kladné celé ¢islo mensie
ako k (nie nutne rovnaké pre kazdu cestu,).

o Kazdé mesto denne zaplati za prendjom ciest rovnako vela, ako dostane od inych miest.

Uvod a obsah vzoriku

Na zaciatok by sme sa chceli ospravedlnit za to, Ze zadanie tejto ulohy nebolo dobre sformulované, co malo za
nasledok, Ze ste ho pochopili rdzne, vic¢sina z vas inak, ako sme ho mysleli my. TakZe na zaciatok si ujasnime
zadanie.

Pre lep$iu ndzornost nazveme ekonomickou rovnovihou stupria k, kde k je kladné celé ¢islo, stav v krajine, ktory
splia tri podmienky ako st v odrazkach v zadani (teda mest4 si platia navzajom v hodnotach 1, 2, ..., k-1 a
kazdé dostava rovnako vela ako plati). Chceli sme od vés ndjst pre dané celé ¢islo n > 2 najmensie také celé
¢islo k, pre ktoré sa da v Nemecku s 2# mestami zaviest ekonomicka rovnovaha stupna k bez ohladu na to, ako
su jeho mestd pospdjané.

To, Ze mate urcit k bez ohladu na pospdjanie miest, nebolo v zadni napisané, a tak, celkom pochopitelne, ste
si mnohi mysleli, Ze sa pytame na najmensie k, pre ktoré sa da pri nejakom pospajani miest Nemecka zaviest
ekonomicka rovnovaha stupna k.

Pre lepsiu nazornost sa pozrieme na pripad, kedy n = 3, teda ked mame 6 miest. Mesta budeme znazornovat
ako body a cesty medzi nimi spojnicami. Ak cestu z mesta A do mesta B bude vlastnit mesto B, ktorému
bude mesto A platit denne x eur, tak to budeme na nasich obrazkoch znazornovat tak, ze na spojnicu z mesta
A do mesta B pridime v tomto smere $ipku a k nej napi$me ¢islo x. Na obrazku nizsie st ilustrované dva
spdsoby, ako mozu byt mestd poprepajané. V prvom pripade sme nasli ekonomicka rovnovéhu stupna 3 a pre
druht krajinu stupna 4. Podla nami mysleného zadania je pre n = 3 hladané najmensie k = 4, podla druhej
interpretacie je to k = 3.
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Vzhladom na tato situaciu si ukazeme riesenie oboch casti. Tento vzorak teda obsahuje:
o Vzorak 1, v ktorom si ukazeme riesenie tlohy, ako sme ju mysleli my.
« Vzorak 2, v ktorom si ukdzeme rieenie tlohy, ako ste ju pochopili mnohi z vés.
o« Ukdzeme si eSte dal$iu interpretaciu zadania vo vzoraku 3.
« Na zaver si povieme este nieco o zovseobecneniach a zaujimavostiach ohladom tejto tlohy.

Riesenie kazdej z tychto troch uloh je nie¢im poucné. Hlavne chceme dat do pozornosti posledny vzorak,
nakolko sa tato interpretaciu ulohy nepodarilo vyriesit Ziadnemu z dvoch riesitelov.

Vzorak 1

Ked'si skusime tlohu vyriesit pre malé hodnoty n, isto objavime situdcie, kde je potrebné k > 4. Ide napriklad o
také poprepdjanie miest, v ktorom je trojuholnik, teda nejaké tri mestd A, B, C, z ktorych st kazdé dve spojené
cestou. V takejto krajine musi byt k > 4. Ak by isla nastolit ekonomicka rovnovaha len s platenim 1 a 2 eur,
tak za niektord cestu medzi mestami A, B, C by sa museli platit 2 eura, bez ujmy na véeobecnosti nech mesto
A plati mestu B 2 eurd. Potom C musi platit mestu A 1 euro a B musi platit mestu C 1 euro. Dostavame tak, Ze
mesto C dostdva 1 euro a plati 1 euro, teda tretia cesta tiito rovnovahu musi porusit (rozmyslite si to, cely tento
dokaz je len prebratie niekolkych pripadov). Pre kazdé n > 2 vieme najst krajinu s takymito tromi navzajom
poprepdjanymi mestami, teda pre kazdé n > 2 urcite plati k > 4.

Potrebujeme najst nejaky systém, ako najst pre lubovolné poprepajanie 2n miest ekonomicku rovnovahu. Za-
¢neme s tym, Ze mame mesta, ktoré su lubovolne poprepdjané cestami. Ista rovnovaha je uz medzi nimi aj
teraz: kazdé mesto dostava O eur a plati tiez 0 eur. Akurat sa Ziadne peniaze v krajine nehybu. Ekonomicka
rovnovahu budeme hladat tak, ze budeme postupne rozhybavat peniaze po cestach, pricom budeme zachova-
vat, aby kazdé mesto platilo rovnako vela ako dostava.

Pri tom nam pekne pridu vhod farebné cesty. Odmyslime si zlté cesty a pozrime sa len na Cierne a ¢ervené
cesty. Z kazdého mesta teda vychadzaju prave dve cesty. Ak sa z jedného mesta vyberieme po tychto cestach,
tak stale mame kam pokracovat - jednou cestou prideme a druhou odideme. Raz sa vSak musime vratit do
mesta, v ktorom sme uz boli, lebo miest je kone¢ne vela. Musime sa vratit do mesta, kde sme zacali. Totiz,
to je jediné mesto, v ktorom sme boli a ma este nepouzita cestu. Budeme chodit teda do kolecka po nejakych
mestach. Takéto kolecko budeme nazyvat cyklus. Tento cerveno-cierny cyklus nemusi prechadzat cez vsetky
mesta. Ak to tak nie je, tak ¢erveno-cCierne cesty vytvaraja viacero cyklov.

Teraz zoberieme tieto ¢erveno-cierne cykly a v kazdom cykle si mesta budd jednym smerom platit 1 euro.
Peniaze nam uz zac¢inaju prudit, ale stale su eSte cesty (zIté), za ktoré este nikto neplati. Preto zoberieme
podobne cerveno-zIté cykly a v kazdom z nich si budu mestd jednym smerom platit 2 eurd. Peniaze su uz
rozprudené. Za Cierne cesty sa plati 1 euro a za zIté 2 eurd. Pri ¢ervenych cestdch sa miesa platenie jedného
a dvoch eur. Ak obe platby idu tomu istému mestu, tak je to rovnaké, ako by to mesto dostavalo 3 eura. Ak
mesto A plati mestu B 1 euro a mesto B mestu A 2 eura, tak je to to isté, ako by mesto B platilo mestu A 1 euro.
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Teda dostavame, ze kazda cesta je vlastnena nejakym mestom a Ze sa za nu platia 1, 2 alebo 3 eurd. Z toho, ako
sme tieto dane urcovali, vyplyva, Ze kazdé mesto dostava rovako vela, ako aj plati. Teda sme nasli ekonomicku
rovnovahu stupna 4. Kedze sme ukazali, Ze ekonomicka rovnovaha nizsieho stupna ako 4 nejde zaviest vzdy,
tak hladané najmensie k je rovné 4 pre kazdé celé n > 2.

Vzorak 2

V zadani este nebolo tplne jasné, ¢i medzi dvomi mestami mdze viest viac ako jedna cesta. Ako si mozete ro-
zmysliet, rieSenie nasej interpretacie ulohy to neovplyviuje. No pri tejto interpretacii to mdze rieSenie vyrazne
zlah¢it. Preto budeme predpokladat, ze medzi kazdymi dvoma mestami vedie najviac jedna cesta. Ak mame
4 mestd, tak musi cesta viest medzi kazdymi dvomi mestami. Takéto prepojenie obsahuje trojuholnik, a teda
pre n = 2 musi byt k > 4. Ako sme ukazali v predchadzajicom rieseni, ekonomicka rovnovaha stupna 4 ide v
takejto krajine zavriet.

Co sa tyka n > 3, tak ekonomickd rovnovahu stupfia 2 nemozno zaviest. Z troch jednoeurovych dani totiz
nevieme dostat pomocou s¢itania a od¢itania nulu. Vieme uz v8ak najst krajiny, v ktorych pojde zaviest eko-
nomicka rovnovaha stupnia 3. Podme teda opisat, ako vyzeraji. Aby sa nam lepsie opisovali, ozna¢ime si mesta
v krajine ako M;, M,, ..., M,,. Zatneme tym, Ze si mestd budd do kruhu na striedacku posielat 1 a 2 eura.
Presnejsie, mesto M,; bude vlastnit ¢iernu cestu z mesta M,;_;, ktoré mu bude platit denne 1 euro. Podobne,
mesto My;,; bude vlastnit Cervenu cestu z mesta M,;, ktoré mu bude platit 2 eura denne. V oboch pripadoch
berieme i spomedzi ¢isel 1, 2, ..., na My, = M;.

Takto md kazdé mesto s parnym c¢islom stratu 1 euro a kazdé mesto s neparnym ¢islo zisk 1 euro. To napravime
tym, Ze tieto mesta pospdjame zltymi cestami. Potrebujeme vsak opisat, ako presne. Pre neparne n maju pre
kazdé i € {1,2,...,n} &islaia n + i rozne parity, preto moZeme spojit mestd M; a M,,,; Zltou cestou, za ktord
bude mesto s neparnym cislom platif 1 euro mestu s parnym ¢islom. Takto poprepajané mesta spliaju vietky
podmienky zo zadania (z kazdého mesta vychadzaju tri cesty roznych farieb) a zaviedli sme takto na nich
ekonomicku rovnovahu stupna 3.

Pre parne n ide tiez mesta poparovat, no opisat poparovanie je trosicku zlozitejsie. M6zeme to napriklad spravit
takto: Prei € {2,3,...,n—1} spojime mesto M; zltou cestou s mestom M,,_;,;. Okrem toho este spojime Zltymi
cestami mesta M; s M, a M,,, s M, ;. Cisla miest spojenych zltou cestou maju vzdy roznu paritu, tak opat mesto
s neparnym cislo bude platit za ttto cestu 1 euro. Takto sme opit nasli krajinu s ekonomickou rovnovahou
stupna 3.

Vzorak 3

Dvaja riesitelia pochopilo tlohu este tak, Ze mame najst najmensie celé k, pre ktoré ide zaviest ekonomicka
rovnovaha stupna k pre kazdé poprepajanie 2n miest a taktiez aj pre kazdé rozdelenie toho, komu patria cesty.
Musi vak platit, ze kazdé mesto vlastni jednu alebo dve cesty, inak by ekonomicka rovnovaha trividlne zaviest
nesla. Naznacime tu stru¢ne jedno z rieSeni. Budeme predpokladat, Ze krajina suvisla, teda medzi kazdymi
dvoma mestami sa da prepravit po niekolkych cestach.
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Ukazeme, ze najmensie je k = n + 1. To je potrebné napr. v krajine ako na obrazku. Cesta, za ktora sa
tam plati 5 eur nemdze mat mensiu dan, nakolko sa jej peniaze ,,musia rozdelit“ na dan piatich dalsich ciest.
Zovseobecnenie pre 2n miest ponechavame na vas.

Teraz ukazeme, Ze ekonomicku rovnovahu stupna n + 1 mozno vzdy zaviest. Predpokladajme, ze tomu tak
nie je. Zoberme si krajinu, ktora to kazi, a nech k (k > n + 1) je najmensi stupen ekonomickej rovnovahy;,
ktort mozno v nej zaviest. Potom musi v tejto krajine existovat aspon k — 1 ciest (teda aspon n + 1), ktoré
ked odstranime, tak budu existovat dve mesta také, Ze sa nevieme dostat z jedného do druhého chodenim po
cestach iba v rovnakom smere, ako po nich idu peniaze. To ale v§ak nie je mozné, ak mame len 2n miest. Dokaz
prenechame vam. To tvrdenie naozaj plati, ale aj napriek tomu je takéto riesenie tlohy nespravne. Zamyslite
sa nad tym preco. Chyba sa nachddza v samotnej $trukture dokazu, nie v nejakych detailoch.

Pokial potrebujete pomoc, tak skuste najst ekonomicku rovnovahu v krajine na nasledujucom obrazku.

Zjavne tu ekonomicka rovnovaha vobec nejde zaviest, nakolko mesta z vnutorného trojuholnika iba platia
zvy$Snym mestam krajiny a tieto peniaze sa nemaju ako vratit spat pdvodnym mestam. Teda rieSenie tejto
verzie ulohy pre n > 3 je, Ze sa vo vieobecnosti ekonomicka rovnovaha neda zaviest, teda hladané najmensie k
neexistuje. N4jst priklady krajin pre n > 4 prenechavame vam.

Ked si berieme najmensie ¢islo, pre ktoré nieco ide, tak si musime dat pozor, ¢i ta vec vobec ide — aby sme
nevyberali najmensie ¢islo z prazdnej mnoziny. Vo vicsine takychto optimaliza¢nych tlohach je zjavné, ze
nejaké rieSenie existuje. No, ekonomicka rovnovaha je celkom komplikovany pojem a pri tejto tlohe to az tak
jasné nebolo.

Zaujimavosti o ulohe a zovSeobecnenia

Vratime sa k nasej verzii lohy a povieme si o nej nieco viac. Skusent rieditelia si isto v8imli, Ze situdciu v zdani
mozno opisat pomocou grafov. V tedrii grafov dokonca existuje aj pojem, ktory opisuje ,,prudenie penazi® v
grafe. Tymto pojmom je tok, ktory priraduje kazdej hrane ¢islo a orientaciu tak, aby pre kazdy vrchol grafu pla-
tilo, ze sucet ¢isel na donho vstupujtcich hranach je rovny stctu ¢isel na vystupujiacich hranach. V samotnom
toku moézu byt hrandm priradené aj nuly. Pokial je vSak kazdej hrane priradené nenulové ¢islo, hovorime, ze
ide o nikde nulovy tok. Ak navyse plati, Ze hrandm su priradené ¢isla z mnoziny {1,2, ...,k - 1}, tak hovorime,
ze ide o nikde nulovy k-tok (angl. nowhere-zero k-flow). Takze v reci tedrie grafov bola tato uloha o hladani
nikde nulového k-toku.

Pojem tok mozno poznate aj v inej suvislosti, asi hlavne z informatiky. Aby sme boli presny, ide o tok v sieti. Siet
je graf, ktory ma dva vyznacné vrcholy zdroj a stok a kazda hrana ma maximalnu kapacitu. Tok v sieti je potom
podobné priradenie cisel a orientdcii hrandm s tym, Ze rovnost suctov na vchadzajucich a vychadzajicich
hrandch nemusi platit pre zdroj a stok. Typickym problémom je najst taky tok, ktory prepravi ¢o najvacsiu
hodnotu od zdroja k toku. Toky v sietiach maju velké uplatnenie v praxi. No my sa tu zaoberame tokmi v
grafoch. Tie maju sice dalej od praxe, no ide o krajsiu kombinatoricka vlastnost grafov. Zavisia totiz iba od
grafu samotného a nie od dvoch vrcholov navyse a kapacit hran (¢o je celkom dost informacif).
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Pozrime sa na to, ¢o sa stane, ak niektor z podmienok v zadani vypustime. Za¢nime s tym, ze odstranime
predpoklad o zafarbeni ciest. Takto v§ak dostaneme, Ze pre vac¢sinu n nikde nulovy tok nemusi vobec exis-
tovat. Prikladom takych grafov su grafy s mostom, o je hrana grafu, ktora ked z neho odstranime, tak sa
rozpadne na dva komponenty, medzi ktorymi sa neda po hranach dostat. Takze, aby to bolo zaujimavé, tak
budeme uvazovat len grafy, ktoré nemaji most. Stale vSak ostaneme pri grafoch, v ktorych z kazdého vrchola
vychadzaja prave tri hrany. Takéto grafy sa nazyvaju skratene kubické.

Z toho uz dostavame dost zaujimavu tlohu, hladat najmensie k, pre ktoré v kubickom grafe bez mostu existuje
nikde nulovy k-tok. Ukazali sme, ze ak sa hrany kubického grafu daju ofarbit tromi farbami, tak obsahuje
nikde nulovy 4-tok. Tato implikdcia plati aj naopak: v kubickom grafe s nikde nulovym 4-tokom sa daju hrany
ofarbit tromi farbami tak, aby z kazdého vrchola vychadzali hrany réznych farieb. Dokaz vam prenechdavame
za cviCenie. Taktiez sa da lahko ukazat, kedy kubicky bezmostovy graf obsahuje nikde nulovy 3-tok. Je to prave
vtedy, ked je bipartitny, teda ked sa daju jeho vrcholy rozdelit na dve casti tak, ze kazda hrana spdja vrcholy z
roznych casti. Tiez si toto tvrdenie mozete skusit dokdzat.

Ako teda s kubickymi grafmi bez mostov, ktorych hrany sa nedaju zafarbit tromi farbami? O existencii takychto
grafov sa dlho ani nevedelo. Prvy takyto graf bol bol objaveny v roku 1898 Juliusom Petersenom a nesie po
nom nazov Petersenov graf. Jeho objavenie vyvratilo vtedajsi nespravny dokaz (vtedy este) hypotéze o Styroch
farbach. Najdete ho na obrazku spolu s nikde nulovym 5-tokom.

Dé sa v kazdom kubickom grafe bez mostu najst nikde nulovy 5-tok? Zial, na ttito otizku nie je zndma odpoved,
ide o otvoreny problém. Podarilo sa ukazat, ze kazdy kubicky graf bez mostu obsahuje nikde nulovy 6-tok, ale
nie je znamy ziaden kubicky graf bez mostu, v ktorom by neexistoval 5-tok.

A ¢o sa stane, ak upustime od toho, Ze mame kubicky graf? Ni¢ az tak zaujimavé. Ak kazdy kubicky graf bez
mostu ma nikde nulovy k-tok, tak nikde nulovy k-tok ma aj lubovolny graf bez mostu. Toto si tiez mozete
dokazat sami. Staci si dany graf vhodne prerobit na kubicky tak, aby ste tok z kubického grafu vedeli prerobit
na tok v pévodnom grafe.

Teda vidime, Ze tento otvoreny problém sa tyka vsetkych grafov bez mostov a pyta sa, ¢i kazdy taky graf ma
nikde nulovy 5-tok. Prvy krat ho formuloval W. T. Tutte v roku 1954. Vidime, Ze pri rie$eni tohto problému
nam staci uvazovat len kubické grafy. Tento otvoreny problém sa radi medzi jedny z n

3.10 Kadejaké Mnohocleny Studujeme opravoval Maridn

Zadanie. Matko sa uz chystd na prdzdniny spdt na Slovensko. Potrebuje si vsak zbalit polynomy, ktoré stu-
duje. Tie uz ako vZdy postrdcal po svojom pracovisku. Pomdzte Matkovi ndjst jeho polynomy. Ndjdite vsetky
polynémy s redlnymi koeficientami P(x), pre ktoré existuje polyndm s redlnymi koeficientami Q(x) taky, Ze pre
vsetky prirodzené cisla n plati

P(1)+P(2) +---+ P(n) = P(n)Q(n).

Najprv si podmienku zo zadania mdzeme trochu upravit tak, aby sme sa zbavili toho stuctu, a to tak, Ze od¢itame
od seba podmienku pre n a n — 1. Potom dostaneme podmienku P(n) = P(n)Q(n) — P(n—1)Q(n — 1) pre
véetky prirodzené ¢&isla n > 2 a jednu podmienku pre n = 1: P(1) = P(1)Q(1). Prenesenim vsetkého na jednu
stranu dostaneme P(n)Q(n) - P(n—1)Q(n—1) — P(n) = 0. Vidime, Ze na$ systém rovnic v skuto¢nosti nie je
ni¢ iné, ako polyndm, ktory ma koren v kazdom prirodzenom ¢isle, ¢ize ma nekonecne vela korenov, a preto
je identicky rovny nule. Nulu teda nedostaneme len pre celé ¢isla n > 2, ale aj pre kazdé realne ¢islo x. Plati
teda

P(x) = P(x)Q(x) - P(x - 1)Q(x - 1). M)
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Teraz si moézeme v§imnut, Ze pre nenulovy polyném P moze stupen polynému Q byt rovny nanajvys 1, a teda
Q(x) = ax + b. Na to ideme sporom. Nech stupeii polynému Q(x) je asponi 2. Stupen polynému P(x)Q(x)
sa rovna suctu stupiiov polynémov P(x) a Q(x), ak su obidva nenulové. Pozrime sa na polyném P(x)Q(x) —
P(x—-1)Q(x —1). Ozna¢me stupen polynému P(x)Q(x) ako s. Potom dva veduce ¢leny tohto polynému st
asx* +a,_1x"!. Dosadenim x— 1 za x a orezanim na prvé dva ¢leny dostaneme a,x* + (a,_; —sa,)x*~!. Od¢itanim
dostaneme

(asx’ +a,_1x 1) = (ax + (as_1 — sag)x™') = 0x° + sax*?,

takze prvy ¢len sa vynuluje a druhy ¢len sa nevynuluje, pretoze koeficient pri nom je urcite nenulovy, nakolko je
s-nasobkom ay, ktoré je veduci koeficient polynému P(x)Q(x), a teda sa nerovnd 0. Teda polyném P(x)Q(x) -
P(x—1)Q(x—1) ma stupen s — 1. Ale z rovnosti (1) musi mat aj polyném P stupeii s — 1. No a to je spor s tym,
ze stupenl polynému Q je aspon 2, nakolko vtedy by mal polyném P(x)Q(x) stupen viac ako s.

Navyse, veduci koeficient polynému Q sa musi rovnat 1/(k+1), kde k je stupeii polynému P. To dostaneme tak,
ze do nasej rovnice dosadime Q(x) = ax+b. Oznalme si by koeficient polyndmu P(x) pri ¢lene x*. Dostaneme
P(x)(ax+b-1)-P(x—1)(ax+ b—-a) = 0. Pozrime sa na koeficient pri ¢lene x*. Pretoze tento vysledny
polyném musi byt nulovy, musi mat nulovy aj tento koeficient. Z prvej zatvorky ho dokazeme jednoducho
vyjadrit ako aby_; + (b — 1)by. Druhu zatvorku uz je roznasobit trochu tazie, a najprv vyjadrime prvé dva
¢leny polyndmu P(x — 1) ako bxF + (by_, — kby)x*~!, a potom to prendsobime druhou zétvorkou, a pri ¢lene
x* dostaneme (b — a)by + a(by_, — kby). Odéitanim tychto dvoch vyrazov dostaneme

[(Jlbk,l + (b - l)bk] - [(b - a)bk + a(bk,l - kbk)] = (b -1-b+ a)bk + abk,l - abk,l + akbk =
=(a—1+ak)b,=bi(a(l1+k)-1).

Kedze by, # 0, tak aby sa to rovnalo 0, musi platita(1 + k) = l,atedaa = 1/(k+1).

Niektori riesitelia tieto dve myslienky dostali zo véeobecne znameho Faulhaberovho vzorca, ktory hovori, ze
sucet Y1, i* je polyndm v premennej n stupiia k + 1 s veducim koeficientom 1/(k + 1). Tak sa vyhli dost
otravnym vypoctom.

Dosadenim Q(x) = % do rovnice (1) dostaneme

x+c % 1)x+c—k—1
—_— x_ —_—
k+1 k+1

Dosadenim x = 0 a s vyuzitim, Ze P(1)Q(1) = P(1) dostaneme, ze 0 = P(0)c, a teda bud P(0) = 0 alebo ¢ = 0.
Nech ¢ = 0. Potom dostaneme (k+1)P(x) = xP(x) — (x—1)P(x—1). Ztoho (x—k-1)P(x) = (x—1)P(x—1).
Ak k = 0, mame hned rieSenie: P(x) = 1; Q(x) = x. Ak k > 0, tak vyuZijeme, ze lavd aj pravé strana musia
mat rovnaké korene. Lava strana sa rovnd nule pre x = k + 1 a prava strana sarovnanuleprex=1#k+1. Z
toho ale vyplyva, Ze polyném P(x) misi mat korefi x = 1. To dalej znamend, Ze polyném P(x — 1) ma korei
x = 2, ktory musi byt na lavej strane koretiom polynému P(x). Podobne, P(x — 1) bude mat zas koreni vx = 3
az teda dostaneme, ze polyném P(x) ma korene vbodoch 1, 2, ..., k. No a pretoze P(x) je polyném stupna k
a pozname k jeho korenov, pozname aj cely ten polyném (az na prenasobenie konstantou). Dostali sme teda
rieSenia v tvare

P(x) = P(x)

P(x) =a(x-1)(x-2)...(x-k);  Q(x) = kx ,

+1

kde a # 0 je lubovoIné redlne ¢islo.

Teraz sa pozrime na ten druhy pripad, a teda ten, ze P(0) = 0. Prendsobme teda rovnicu konstantou k + 1.
Dostaneme P(x)(k+1) = P(x)(x+¢)-P(x—1)(x+c—-1), po tprave P(x)(x+c—-k—-1) =P(x—1)(x+c—1).
Podobne ako v predchadzajicom pripade dostaneme, ze podla hodnoty ¢ musi nasich k korenov polynému
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P(x) tvorit aritmetickd postupnost s diferenciou 1. Navyse, pretoze 0 je jednym z nasich korenov, nase ¢ musi
byt také, aby 0 bola jednym z jej ¢lenov. To znamena, Ze ¢ je prirodzené ¢islo rovné najviac k. Dostali teda
rieSenia tvaru

X+c

k+1

Ak zoberieme za a Tubovolné realne ¢islo a za ¢ prirodzené ¢islo rovné najviac k, tak nam tento zapis pokryje
prvy pripad. Taktiez ndm pokryje aj pripad P(x) = 0, ktory sme doposial ignorovali a zjavne vyhovuje.

P(x)=a(x+c-1)(x+c-2)...(x+c—k); Q(x) =

Teraz nam uz staci dokazat, ze tieto polynémy vyhovuji nasim podmienkam. Dosadime do nich teda nas
polyndm, a dostaneme

P(x)Q(x) - P(x=1)Q(x - 1) - P(x) =

= ﬁ[(x+c)(x+c—1)...(x+c—k)—(x+c—1)...(x+c—k)(x+c—k—l)]—a(x+c—1)(x+c—2)...(x+c—k).

Ako vidime, moZeme vela ¢lenov zo s¢itancov vybrat pred zatvorku, v skutonosti dokonca celé P(x) a dosta-
neme namiesto toho

a(x+c—1)(x+c—2)...(x+c—k)[ (x+c—x—c+k+1)—1] =P(x)(1-1)=0.

k+1
Teda sme ukdzali, Ze pre takéto polynémy P a Q plati rovnost 1. Uz len overime, Ze plati P(0)Q(0) = 0 (to
prenechavame na vas) a z tychto dvoch rovnosti vieme dostat pre kazdé prirodzené ¢islo n podmienku zo
zadania.

Nase vyhovujice polynémy st teda P(x) = a(x+c—1)(x+c—2)...(x + ¢ — k), kde c je z mnoziny {0, 1, ..., k}
a a je lubovolné redlne ¢islo.
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