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Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Kombinacie Merchu Skladujeme (x < 1) opravoval Janko

Zadanie. Je niekolko KMS, FKS a KSP triciek v Siestich krabiciach. Pocet KMS triciek v lubovolnej krabici je rovny
poctu FKS triciek vo zvysnych piatich krabiciach dohromady. Podobne, pocet FKS triciek v lubovolnej krabici je
rovny suctu KSP triciek vo zvysnych piatich krabiciach dohromady. Ukdzte, Ze celkovy pocet triciek je ndsobkom
31.

Kedze budeme vela pouzivat pocty tri¢iek v krabiciach, ozna¢me si poc¢et KMS tri¢iek M (ako matematické),
pocet FKS triciek F (ako fyzikdlne) a pocet KSP tri¢iek P (ako programatorske). Ozna¢me si aj pocty triciek v
krabiciach dolnym indexom, napriklad pocet KMS triciek v tretej krabici bude M;. Pri tomto oznaceni plati
M=M1 +"'+M6,F=F1 +"'+F6,P:P1 +"'+P6.
KedZe pocet FKS triciek v [ubovolnej krabici je rovny poctu KSP tric¢iek vo zvysnych piatich krabiciach dohro-
mady, musi pre i-tu krabicu platit:
F,=P-P.

Pricom P — P; znaci pocet KSP triciek mimo i-tej krabice. Ked s¢itame tieto rovnosti postupne prei =1, ..., 6,
dostaneme:

F=6P—P,—P,—P;—P,—Ps— P =6P— P =5P.

Nieco podobné plati aj pre KMS a FKS tricka:
M, =F-F.

Opit s¢itame pre i = 1...6 a dostaneme:

M = 6F~F=5F.
LenZze my uz vieme, Ze F = 5P, teda

M =5F=5-5P.

Celkovy pocet triciek je teda:
M+ F+P=25P+5P+P=231P.
Teda vsetkych triciek je 31-krat viac ako KSP triciek, je to teda nasobkom 31.

1.2 Kamarati Mince Strazia (x < 2) opravoval Slavo

Zadanie. V trojsten stanku na Naboji sa vyzbieral nepdrny pocet minci na pokrytie vyrobnych ndikladov. Kedze
deckd na Naboji pocitajui, tak Slavo a Miro nemajii Co robit. Vysypali teda mince na stol, pricom niektoré zostali
otocené hlavou hore a iné znakom hore. V kazdom tahu otocili tolko minci, kolky je to prave tah, teda v prvom
jednu mincu, v druhom dve atd. UkdZte, Ze je mozné otdcat mince tak, aby v jednom momente boli mince otocené
tou istou stranou, bez ohladu na to, ako boli pootdcané na zaciatku.
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Ako prist na riesenie

Pozrime sa na mince na stole. Pre jednoduchsie vyjadrovanie sa si ozna¢me mince oto¢ené hlavou nahor
pismenom H, mince oto¢ené znakom nahor pismenom Z. V k-tom tahu zmenime pismenko k minciam,
nasim cielom je dosiahnut stav, Ze maju vSetky mince rovnaké pismeno.

Viimnime si, Ze nezalezi na poradi minci na stole, zaujimavé st len pocty H a Z. Povedzme, Ze je viac minci
otocenych hlavou hore (to vieme povedat bez ujmy na vSeobecnosti — ak by neboli, vymenme si oznacenia H
a Z). Pokusme sa docielit, nech st na konci vSetky mince otocené hlavou hore. Ak mame spolu 2# + 1 minci,
sta¢i ndm otocit nanajvys n minci.

Skisme mince otacat dplne priamociaro. V prvom kole oto¢me 1 mincu zo Z na H, v druhom kole oto¢me 2
mince zo Z na H, ... Kedbudeme takto pokracovat, déjdeme do stavu, ked uz v k-tom kole budeme mat menej
ako k minci otoc¢enych znakom hore. V tomto momente pokracovanim v priamociarom otacani sa nam pocet
znakov modze dokonca zvy$ovat. Co teraz? Treba to nejak opravit.

Vsimnime si, Ze ak sa ndm to v jednom tahu pri otacani k minci pokazi, tak v nasledujicom tahu pri otacani
k+1 minci moézeme tych k minci otocenych v predchadzajicom kole dostat do pévodného stavu a okrem nich
otocit jednu mincu.

Ak toto spravime, pomocou dvoch po sebe iducich kol otoceni vieme otocit prave jednu (Iubovolnt) mincu.
Tym padom, ak sme v k-tom kole a ostalo nam / minci Z na stole (I < k), pomocou tahov k a k+1 oto¢ime jednu
z danych minci, pomocou tahov k+2 a k+ 3 oto¢ime druht z danych minci, ... poslednt (I-tt1) mincu oto¢ime
vtahoch k+2(1-1) ak+2l- 1. Uz to takmer médme hotové. K tiplnosti rieSenia treba este ukdzat, Ze sa nim
nestane, ze by sme v nejakom tahu mali otocit viac minci ako je na stole. To by nastalo, keby k+2/-1 > 2n + 1.
Ako na to? Cislo I ide odhadntt pomocou k vdaka [ < k, taktiez k ide odhadnut pomocou n ako k ~ (g)
(rozmyslite si), avsak takymto vypoctom sa vieme vyhnut. Celkovo mdme 27 + 1 otoceni, potrebujeme otocit
nanajvys$ n minci. Ak budeme uz od zaciatku parovat po sebe iduce kola otoceni, sta¢i nam vykonat nanajvys
n parov otoceni, t. j. vieme po nanajvys 2n kolach dosiahnut rovnaké symboly.

Strucné riesenie
Vzorové rieSenie napisané vyssie obsahuje intuiciu, ako prist na riesenie. To vo vaSom rie$eni pisat nemusite, na
zisk pIného poctu bodov staci iba dokaz, preco to tak je. Osnova stru¢ného rieSenia moze vyzerat nasledovne:

Poparujme si kola otacania minci, v paroch majme spolu kola 2k — 1 a 2k. Ak v tych kolach oto¢ime mince
nasledovne (...), tak po danom pare kol otoceni vieme dosiahnut oto¢ent prave jednu (Tubovolnt) mincu.
Kedze celkovo ndm staci otocit nanajvys$ n minci, lebo (... ), otocenie vietkych minci na rovnaku stranu vieme
docielit po nanajvy$ n paroch otoceni, t. j. v nanajvys 2n-tom kole. Teda nenastane pripad, Ze by sme mali
otocit viac minci, ako je na stole.

1.3 Kupili Mi Satky! (k <3) opravovali Kika a Marek

Zadanie. Tomds triedil trojsten bufky, ked si vsimol, Ze doddvatel na kazdii zo 100 bufiek dopisal identifikacné
ciselko od 1 do 100. Kazda trojsten bufka dostala iné Cislo. Avsak niektorych k bufiek uz bolo predanych a tieto
Tomds nenasiel. Je mozné bez ohladu na to, ktoré bufky boli predané, vybrat zo zvysnych nepredanych bufiek k
takych, Ze sucet ich Ciselok je 100, ak (a) k = 9? (b) k = 8?

(a) k =9: Aby sme ukazali, Ze to nie je mozné, sta¢i ngjst jeden pripad, pre ktory tvrdenie neplati. Zvolme
za vybrané lisla hned prvych devit ¢isel mnoziny {1,2,3,...,100}.

Teda modzeme vyberat z ¢&isel {10,11,12,...,100}. Ak s¢itame devét najmensich ¢isel z tejto mnoziny,
ich sucet bude vacsi ako 100. Ak by sme ktorékolvek z nich nahradili inym (vac¢$im) ¢islom, ich sucet
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bude este vacsi. Tym padom sme nasli pripad, pre ktory tvrdenie neplati. Po predani 9 buffiek sa teda
moze stat, Ze uz nevieme vybrat dalsich 9 so sactom 100.

(b) k = 8: Chceme vybrat osem ¢isel, tak aby ich stcet bol 100. Nad ulohou mdzeme uvazovat aj ako nad
vyberom $tyroch dvojic ¢isel, ktoré ked vsetky s¢itame, tak mame 100. Hladajme dvojice ¢isel, ktorych
sucet je 1/4 zo 100, teda 25. Takychto dvojic je medzi ¢islami od 1 po 100 az 12 a su to tieto:

{1,24},{2,23},{3,22},{4,21},{5,20},{6,19},{7,18},{8,17},{9, 16}, {10,15},{11, 14}, {12, 13}.

KedZze mame k dispozicii dvanast dvojic a ziadne ¢islo sa nenachadza vo viacerych dvojiciach, aj po
odstraneni ktorychkolvek osem ¢isel {1,2,3,...,100} ndm e$te zostani minimélne $tyri dvojice ¢isel,
ktorych sucet je 25 a teda ich celkovy stucet bude 100. To dokazuje, Ze po predani 8 buffiek vieme stale
vybrat 8 buffiek, ktorych sucet ¢isel je 100.

1.4 Kodansky Matematicky Sarlatan (x < 5) opravovali Lubo a Kubo

Zadanie. Ked'sa Kika vrdtila z Danska, tak vyprdvala ndsledujiicu prihodu: ,,V Kodani som narazila na Sarla-
tana Maridna. Na stole mal kartovii hru Sety a chcel ma obabrat. Ja som ho vsak zaskocila otdzkou: Kolko je
platnych setov, ktoré sa skladajii iba z modrych kariet.“ Akd je odpoved na Kikinu otdzku? (Ale neprezradte to
Maridnovi!)

Sety sii kartovd hra. Kazda setovd karta ma 4 vlastnosti: farbu, tvar, pocet a vypli. Kazda z tychto vlastnosti
moze na karte nadobudat tri stavy. Napriklad karta méze mat modri, cervenii alebo zelenii farbu. Priklady
kariet mozete vidiet na obrdzku. Balik obsahuje vsetky rozne kombindcie tychto vlastnosti, kazdi prave raz.
Setom nazyvame v hre takii trojicu kariet, Ze pre danii vlastnost si vetky stavy na kartdch bud rovnaké, alebo
rozne. Napriklad jeden modry prazdny trojuholnik, 2 modré plné trojuholniky a 3 modré srafované trojuholniky
tvoria set (trojica na obrdzku vlavo). Trojica kariet vpravo tiez tvori set.

O [ ]

A O
/\ )X A []
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Na zaciatok bude dobré si uvedomit, kolko roznych kariet vlastne obsahuje setovy bali¢ek. Kedze kazda karta
ma prave 4 vlastnosti a kazda tato vlastnost mdze nadobudat tri rézne stavy, tak celkovy pocet roznych kariet
vieme vypocitat ako 34=81.

Teda vieme, Ze celkovy pocet setovych kariet je 81. Nas vsak viac zaujima, kolko je medzi nimi modrych kariet
a kolko réznych setov z nich vieme vytvorit. KedZze mame tri rozne farby, modrych kariet bude presne tretina
z celkového poctu, ¢ize 27.

Teraz uz len potrebujeme zistit, kolko roznych setov vieme z tychto 27 roznych kariet vytvorit. Predstavme
si, Ze si vyberieme z tychto 27 kariet lubovolné dve. O tychto dvoch kartach vieme, Ze majui rovnaku farbu
(modru). Kazdu zo zvy$nych troch vlastnosti (tvar, pocet, vypli) mozu mat bud spolo¢nt, alebo rozdielnu.

Pozrime sa teraz na nejaka konkrétnu vlastnost tychto dvoch kariet, napriklad tvar. Mame dve moznosti:

1. Tieto dve karty majui rovnaky tvar. Aky tvar by teraz mala mat tretia karta, ktora s nimi tvori set? Ked
sa nad tym zamyslime, zistime, Ze tiez ten isty (teda napriklad ak povodné dve karty boli $tvorcové, aj
ta tretia musi byt §tvorcovd, inak by netvorili set).
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2. Tieto dve karty maju rozdielny tvar. Aky tvar by teraz mala mat tretia karta, ktora s nimi tvori set? Ked
sa znova zamyslime, zistime, Ze tato tretia karta nemoze mat rovnaky tvar ako niektora z pdvodnych
dvoch, inak by predsa netvorili set. To znamend, Ze tato karta bude mat ten treti, nepouzity tvar (teda
napriklad ak prva karta bola $tvorcova a druha trojuholnikovd, tak ta tretia musi byt urcite kruhova).

Mozeme si v§imnut, zZe ¢i uz ide o prvu, alebo o druhtt moznost, tak povodné dve vybrané karty ndm jedno-
znacne urcuju tvar tej tretej karty. Pri zvysnych dvoch vlastnostiach (pocet, vypli) moézeme uvazovat tplne
rovnako. Preto aj pocet znakov a vypln tejto tretej karty st ur¢ené pdvodnymi dvoma kartami jednoznacne.
KedZe st ale jednoznacne urcené vsetky vlastnosti tejto karty, aj karta samotna je ur¢end jednoznacne.

Vieme uz, ze ked vyberieme [ubovolné dve karty z danych 27 modrych, vieme k nim vybrat prave jednu tretiu
tak, aby sme vytvorili set. Kolkymi sposobmi vieme vybrat [ubovolné 2 karty z 27?2 To nam presne vyjadruje
kombinacné ¢islo (227):351 (Ak si sa s kombinacnymi ¢islami este nestretol, odporti¢ame dostudovat).

Teraz si uz staci len uvedomit, ze kazdému setu zodpovedaju tri rdzne vybery 2 kariet. (Majme napriklad set
pozostavajuci z kariet A, B a C. Tomuto setu zodpovedaju vybery: AB, AC a BC.)

Aby sme dostali celkovy pocet modrych setov, musime este ¢islo 351 predelit tromi, ¢im dostaneme finalny
pocet modrych setov 117.

Spravna odpoved na Kikinu otazku je 117.

1.5 Kikino Médne Sialenstvo (x < 8) opravovali Afia a Marcel

Zadanie. Kika si kiipila poncho v tvare lichobeznika. Na lichobezniku ABCD so zdkladiiami AB a CD lezia na
uhloprieckach AC a BD po rade body P, Q tak, Ze plati | < APD| = |< BQC|. Ukatzte, ze plati | < AQD| = |< BPC|.

Skusme sa na zaciatok tlohy odrazit od toho, ¢o vieme. Zo zadania plati: | < APD| = | < BQC]|. Vieme tiez lahko
odvodit, Ze | « DPC| = | <« DQC], kedze ide o susedné uhly s uhlami zo zadania.

Ked'sa pozrieme na trojuholniky DPC a DQC, zistime, Ze maju rovnaku zakladnu DC a aj rovnaku velkost uhla
oproti zakladni, teda pri vrcholoch P a Q. Mali by sme spozorniet a uvedomit si, ¢o nam to napoveda. Kon-
krétne to, Ze bodom P, Q, C, D vieme opisat kruznicu a tieto dva uhly st jej obvodovymi uhlami (prisluchajuce
zakladni DC).

Stvoruholniku PQCD sme vedeli opisat kruznicu a teda je tetivovy. Nezabudnime, Ze pre tetivovy $tvoruholnik
plati, Ze sucet jeho protilahlych uhlov je 180°. KedZe zakladne lichobeznika AB a DC st rovnobezné, vieme,
ze vdaka striedavosti uhlov plati | < BAC| = | < ACD|. Rovnako plati | < ABD| = | < BDC]|.

Z toho, Ze $tvoruholnik PQCD je tetivovy vieme, ze | < PQD| = | < ACD|.

Teraz ukazeme, Ze aj $tvoruholnik ABQP je tetivovy. Chceli by sme, aby platilo | < CAB| + |<BQP| = 180°.
| < BQP| mézeme vyjadrit pomocou jeho susedného uhla PQD ako 180°—| < PQD)|. Velkost | < PQD|a | < ACD| je
rovnakd, tiez vdaka striedavym uhlom, vieme Ze | <« PAB| = | < ACD| a teda | < BQP| = 180° — | < PAB|. Dokézali
sme, Ze protilahlé uhly v stvoruholniku ABQP majut sucet 180°, ¢ize ide o tetivovy stvoruholnik. Z toho vyplyva,
ze vieme bodom A, B, P, Q opisat kruznicu.
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Trojuholniky ABP a ABQ maju rovnaku zakladniu AB a rovnaku velkost uhlov pri vrcholoch P a Q, kedze ide
o obvodové uhly. KedZe maju rovnaku velkost, tak maji rovnaku velkost aj ich susedné uhly BPC a AQD, ¢o
bolo treba dokazat.

1.6 Kopu Mikin Separujeme opravovali Bea a Dominik

Zadanie. Marek ma prebytok UFO mikin, tak si zavolal Kubka a zacali sa s nimi hrat. Na zaciatku majii na
kopke 360 UFO mikin. Marek rozdeli mikiny na pdt neprdzdnych képok. Potom si Kubko zvoli tri kopky. Ak
celkovy pocet mikin na képkach, ktoré si Kubko vybral, je delitelny celkovym poctom mikin na zvysnych dvoch
kopkach, tak Marek vyhrd, inak vyhrd Kubko. Kto mad vitaznii stratégiu?'

Na zaciatok je dobré zamysliet sa, ¢i stratégiu jedného z hracov vieme overit jednoduchsie. Je dolezité uvedomit
si matematické znenie ulohy a sformulovat, co chceme dokazat. V nasom pripade by tato ¢ast mohla vyzerat
takto:

1. Ak by sme overovali Kubovu stratégiu, pytame sa, ¢i vieme najst trojicu s¢itancov, ktord nie je delitelna
suctom zvy$nych dvoch. Toto treba overit pre lubovolné pétice prirodzenych ¢isel, ktorych sucet je 360.
Pre tych z vés, ktori preferuji formalny zapis: u,v,x,y,z € N : (u+v+x)/(y+z) € N,u+v+x+y+z = 360.

2. V pripade, ak chceme overit Marekovu stratégiu tloha znie takto: Hladame aspon jednu piéticu pri-
rodzenych cisel, ktorych sucet je 360 a plati, ze stcet lubovolnych dvoch s¢itancov je delitefom suctu
zvysnych troch.

Vidime, Ze v pripade Marekovej stratégie je potrebné najst len jednu péticu cisel, pre ktoré nieco plati. To
vyzera ako jednoduchsia tloha :). Podme ju skusit vyriesit.

Pozrime sa na ¢isla n, ktoré st delitelmi ¢isla 360 a st vacsie alebo rovné ako 5. Mikiny rozdelime do n rovnako
velkych skupin. Tieto skupiny nasledne premiestnime na 5 kop. Potom sa pozrieme na to, kolko skupin je na
jednotlivych kopach. Ak je na lubovolnych troch kopach pocet skupin delitelny po¢tom skupin na zvy$nych
dvoch, bude to platit aj pre samotné mikiny. Dobre, a ¢o sme si tymto pomohli?

Teraz uz vieme, kde zacat. Vezmime n = 5. Mame 5 skupin po 72 mikin. Kedze kopy nemozu byt prazdne,
kazda skupina tvori jednu kopu. Modzeme si ale lahko uvedomit, Ze nami uvedena podmienka tu neplati,
pretoze 72 + 72 nedeli 72 + 72 + 72.

Skusme teda n = 6. Vytvorili sme 6 skupin po 60 mikin. Mame v$ak len jednu moznost, ako tieto skupiny roz-
delit do kdp. Na jednej z kop budu dve skupiny (120 mikin) a na zvy$nych kopach jedna (60 mikin). Overime,
¢i nami zadana podmienka plati.

Ak Kubo vyberie kopu so 120 mikinami, tak na nim vybranych kopach bude spolu 120 + 60 + 60 = 240 mikin.
Kubo bude ale smutny, pretoze na zvy$nych kopach zostane 120 mikin a teda prehra :(. Ak si Kubo nevyberie
kopu so 120 mikinami, na jeho kopach bude 60 + 60 + 60 = 180 mikin. Na zvy$nych dvoch kopach tak zostane
180 mikin, ¢o zase pote$i Mareka, pretoze Marek rdd vyhrava. V oboch pripadoch teda Marek zvitazi, ¢o
znamena, Ze ma vyhernu stratégiu.

Komentar

Ako mozeme vidiet, nie za kazdou ulohou st skryté komplikované matematické vypocty. Podobny typ tloh sa
da po spravnej ivahe jednoducho odhadnut. Za rieSenie povazujeme aj uvedenie konkrétnej vyhernej stratégie
(teda predchadzajice dva odseky), v tomto pripade nie je potrebné uvadzat cely myslienkovy postup.

"Hréa¢ ma vifaznu stratégiu, ak si vie svojimi fahmi zaruéit vyhru bez ohladu na to, ako hra jeho stper.
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1.7 Klukatého Mame Strkaca opravoval Toma§

Zadanie. Ucastnici spravili na sustredeni hada z ponoZiek. Spravny ucastnik v fiom vidi lomenii Ciaru v rovine.
Had pozostdva z 38 useciek (Ziadne dve susedné secky nezvierajii priamy uhol). Ziadne dve nesusedné tisecky
nemajti spolocny bod. Ked predizime kazdii tisecku na priamku, kolko najmenej roznych priamok moze vznikniit?
(Ak by sa mali dve tsecky predlZit na ti isti priamku, tak ju zapocitame iba raz.)

Medzi 38 useckami mame 37 bodov, v ktorych sa lomena ¢iara lame. Dve susedné tsecky lezia na réznych
priamkach, teda zlom medzi nimi je zaroven priesecnik dvoch priamok. Ked mame n priamok, pretinaju sa v
najviac (;‘) bodoch (lebo kazda dvojica priamok ma najviac jeden priese¢nik a symbol (;‘) hovori presne, kolko

dvojic priamok mame). Tychto priese¢nikov musi byt aspon tolko, kolko hadovych zlomov, takze (;) > 37.

Cim mdme viac priamok, tym viac priese¢nikov je medzi nimi, teda ¢im je vicsie n, tym je vicsie aj (g) Pre
; .« e 9 . v v . ’ . v 7 10

n = 9 mame najviac (2) = 36 priese¢nikov, ¢o je malo, potrebujeme aspon 37. Pre n = 10 mame (2) =45

priesecnikov, ¢o vyzerd, Ze by uz mohlo stacit.

Uz vieme, ze priamok bolo aspon 10 a ukazeme, Ze to mohlo byt presne tolko. Tym padom bude 10 hladané
minimum.

Takze chceme nakreslit hada, ktory cely lezi na 10 priamkach. Mo6Zeme si to predstavit aj tak, ze dame najskor
do roviny 10 priamok, vznikni nam nejaké priese¢niky a use¢ky medzi nimi. Potom chceme nakreslit ¢iaru,
ktora ide po tychto tseckach.

Ako by sme mohli rozumne umiestnit priamky? Aby sme sa v tom dobre vyznali a aby obrazok vyzeral pre-
hladne, asi by bolo dobré, keby je to rozmiestnenie ¢o najviac symetrické. Tiez potrebujeme mat vela prie-
se¢nikov. Taky pekny symetricky ttvar je pravidelny 10-uholnik. Ked jeho strany predlzime, dostaneme 10
priamok. Potom uz nie je tazké nakreslif $trkaca dlzky 38, napriklad tak ako na obrazku dole.

1.8 Kamarati Miro Slavomir opravovali Juro a Gianetta

Zadanie. KedZe Slavo, Miro vyriesili hlavolam s mincami prilis rychlo a deti este pocitali tak si nasli novii zabavku.
Miro povedal Slavovi mnozinu svojich n > 2 navzdjom réznych obliibenych kladnych celych cisel. Slavo potom
napisal najvicsieho spolocného delitela a najmensi spolocny ndsobok kazdej dvojice Mirovych cisel na papier. V
zavislosti od celého ¢isla n > 2 urcte, kolko najmenej mohlo byt na papieri roznych cisel.
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Zakladna veta vilohach s NSN (najmensi spolo¢ny nasobok) a NSD (najvacsi spolo¢ny delitel) ktora sa vyuziva
je indukcia a identita

ab = NSD(a,b) NSN(a, b).

Ukézeme, ze vysledok je n, teda ze na konci na papieri bude urcite aspon »n roznych ¢isel. Ako prvé si ukazeme
konstrukciu: Ak su Slavove oblubené ¢isla 20, 2!, 22, ..., 2"7!, potom na papieri budu napisané prave Cisla
20, 21, 22, ..., 2" a ziadne iné, pretoze NSD aj NSN mocnin dvojky mensich ako 2" je mocnina dvojky
mensia ako 2", a teda je na tabuli. ?

Dokaz, ze ich je aspon n je o nieco zlozitejsi — treba si po prvé precitat spravne zadanie a v§imnut si, ze Slavove
¢isla nie st na zaciatku na tabuli napisané a teda nie je zjavné zZe ich musi byt aspon n. Ako budeme dokazovat,
ze to nejde na menej ako n? Ak v priklade vidime vetu ,dokazte pre prirodzené n, ze...%, tak automaticky
pouzijeme indukciu. Pre n = 2 to zjavne plati. Predpokladdme, Ze pre k = 2,...,n — 1 plati, Ze ak je Slavova
mnoZzina velkosti k, potom na konci na papieri bude aspon k &isel. Dalej to dokdzeme pre k = n.

Oznaéme si Slavove &isla xp, ..., x,,.. O ¢o sa budeme snazif — chceme rozdelif tito mnozinu ¢isel na dve mensie
mnoziny, na ktoré budeme moct pouzit indukény predpoklad a vramci prvej mnoziny bude mat kazda dvojica
rozdielne NSD aj NSN oproti vietkym NSD a NSN vramci druhej mnoziny.

Vezmime si prvocislo p, ktoré deli aspon dve Slavove ¢isla. Také ¢islo musi existovat, pretoze ak by neexistovalo
znamenalo by to ze vietky Cisla s nesudelitelné a teda ¢&isla NSN(x1,x,), NSN(x,%3), ..., NSN(x;,x,) su
rozne a spolu s ¢islom 1 bude na papieri aspon » ¢isel. Nech toto prvocislo p deli prave m Slavovych ¢isel, kde
urcite 2 <m < n.

Tymto sa nam vsetky Slavove cisla rozdelili na dve mnoziny - tie, ktoré su delitelné prvocislom p a na tie,
ktoré nie st delitelné ¢islom p. Teraz pride hlavna myslienka: tieto dve skupiny maju rozdielne vSetky NSN
a NSD - ak spravime NSN alebo NSD Iubovolnej dvojice v jednej skupine, tak bude iné ako NSN ¢i NSD
[ubovolnej dvojice v druhej skupine, pretoze v prvej bude NSN aj NSD delitelné prvocislom p a v druhej nie.
Takze pouzijeme indukény predpoklad. Prva skupina ,,vyrobi® na papier aspon m ¢isel a druha aspon n — m
¢isel. Vsetky st vdaka tejto rozdielnosti NSN a NSD rozne, teda ich spolu bude aspon #. Jediny problém moze
nastat, ak jedno z ¢isel m, n — m nie je v mnozine indukéného predpokladu, ¢o nastane iba ak m = n alebo
m = n— 1. Toto st ale lahké moznosti. Ak m = n potom vsetky ¢isla st delitelné ¢islom p. Teda mozeme vynat
p» opakovat cely postup a vyjde nam to isté. Na druhej strane, ak m = n — 1, to znamena, Ze prave jedno cislo
(ozna¢me si ho x;) nie je delitelné p. Tu ale taktiez mozeme pouzit indukény predpoklad, n — 1 ¢isel bude mat
asponi 1 — 1 rozdielnych NSD, NSN a k nim priddme NSD(x;, x; ) ktoré ako jediné nie je delitelné ¢islom p a
teda so vSetkymi rozdielne. Teda spolu je na papieri aspon n roznych cisel.

1.9 KMS Ma SWAG! opravoval Jozo

Zadanie. Na Stanovacke KMS je potrebny KMS STAN. Ide o tetivovy stvoruholnik STAN. Na polpriamkach SN
a AN sa nachddzajii postupne body Py, Q, a na polpriamkach opacnych k polpriamkam SN a AN sa nachddzajii
postupne body P,, Q,. Pre tieto body plati |SP;| = |SP,| = |AT| a |AQ,| = |AQ,| = |ST|. Stredy useciek P,Q; a
P,Q; oznacime postupne W a G. Cim je tento KMS STAN vynimocny? Predsa ma SWAG! Dokonca, SWAG je
obdlznik, dokdzte to!

Mozeme si vS§imnut, ze v tlohe vystupuje dost stredov: S, W, A, G st postupne stredy useciek P,P;, P;Qy,
Q;Q,, QyP,. Preto nam pridu vhod stredné priecky. V trojuholniku P,P,Q; mame strednu priecku SW, a
preto je rovnobezna s tseckou P,Q;. Podobne, z trojuholnika Q,P,Q; dostaneme, Ze stredna priecka AG je

?Samozrejme nemusia to byt akurdt mocniny 2, mézu to byt mocniny fubovolného ¢isla. Navyse, nemusia to byt nutne ani
mocniny - staci aby kazdé ¢islo delilo to nasledujuce.
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rovnobezna so stranou P,Q;. Mame teda tri rovnobezky: SW, AG a P,Q,. Podobnym sp6sobom dostaneme
tiez rovnobezky WA, GS, P,Q,. Z toho vyplyva, ze SWAG je rovnobeznik. Aby sme ukazali, Ze to je obdlznik,
sta¢i nam ukazat, ze priamky P,Q; a P;Q, su na seba kolmé.

V zadani mame vela rovnakych dizok. Dobre sa s nimi pracuje, ked st pokope. Zvolme teda bod B tak, aby
STAB bol rovnobeznik. Dalej, obraz bodu T v osovej simernosti podla osi strany SA oznaéme C. Zjavne bod
C lezi na kruZnici opisanej tetivovému $tvoruholniku STAN. Dostali sme tak pekne pri sebe rovnaké dizky
|SP;| = |SP,| = |SB| = |SC| 2 |AQ,| = |AQ,| = |AB| = |AC|. Inymi slovami, body Py, P,, B, C lezia na kruzZnici k
so stredom v S a body Q;, Q,, B, C na kruznici I so stredom v A. Tieto kruznice st talesovymi nad priemermi
PP, a QQ,.

Podme zistit velkost uhla P, BQ,. Ozna¢me si| < NSC| = 2a. Z tetivového §tvoruholnika SCAN mame | < CAN| =
180° — 2a. Zas zo susednych uhlov méme | < P,SC| = 180° — 2a a | < CAQ,| = 2a. S vyuZitim stredového a ob-
vodového uhla v kruzniciach k a [ dostaneme | < P,BC| = |< P,SC|/2 = 90° — a a | <« Q,BC| = a. Dostédvame tak,
ze | < P,BQ,| = | < P,BC| + | < Q,BC| = 90°. Body P, a Q, leZia na kolmici na use¢ku P,B v bode B, preto body
P;, Q, a Blezia na jednej priamke. Podobne na jednej priamke lezia aj body P, Q;, B. Ako sme ukazali, tieto
priamky zvierajt pravy uhol, ¢o dokazuje, Ze SWAG je obdlznik.

Este si na zaver rozmyslime, Ze nase rieSenie funguje pre kazdu konfiguraciu. Body, ktoré vyuzivame totiz lezia
vzdy v spravnej polohe.
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Komentar

Ukazat, ze priamky P;Q, a P,Q,; st na seba kolmé bolo mozné mnoho dal$imi spdsobmi, s vyuzitim inych
uhlov. Pri niektorych si stacilo dokreslit len jeden z bodov B, C. Avsak pri mnohych sposoboch si bolo treba
dat pozor na konfigurdcie bodov. Napr. rovnost | < P,BQ,| = |<P,BS| + | < SBA| + | < ABQ,| neplati pri kazdej
konfiguracii bodov. Niekedy sa v nej zmenia niektoré znamienka plus na minus.

Ukéazeme este jedno riesenie, ktoré vyuziva $piralovi podobnost a jej vlastnosti. Mozete si o nej precitat od
strany 22 v seridli PraSe Geometrickd zobrazeni.

Iné rieSenie

Uvazujme $piralovi podobnost so stredom v bode C, ktora zobrazuje tsecku Q,Q; na P, P,. Vieme, Ze jej stred
C lezi na druhom priese¢niku kruznic opisanych trojuholnikom NP,Q, a NP,Q),. Tato $piralova podobnost
zobrazuje aj bod A (stred Q,Q;) nabod S (stred P, P;,). Preto jej stred Clezi aj na kruznici opisanej trojuholniku
SAN. Z koeficientov tejto $pirdlovej podobnosti dostaneme |CA| : |CS| = |Q,A| : |P1S| = |AC| : |SC| = |ST| : |AT].
Ked to spojime s rovnostou obvodovych uhlov |< SCA| = | <« STA|, tak dostaneme, ze trojuholniky SCA a ATS
st podobné. KedZe maju spolo¢nu stranu AS, tak st aj zhodné. Z toho dostavame, ze C je totozny s bodom C
z predchadzajiceho rieSenie, teda lezi na oboch talesovych kruzniciach nad priemermi P, P, a Q,Q,.

KedZe $piralova podobnost chodi po dvoch, C je aj stred $piralovej podobnosti, ktord zobrazuje usecku P, Q,
na P,Q. Jej uhol otocenia je | < P;CP,| = 90°. Preto su usecku P;Q, a P,Q, tieZ na seba kolmé.

1.10 Kloby Mi Smrdia opravoval Miro
Zadanie. Jozko md 31 pdrov ponoZiek, ktoré mu vystacia na cely mesiac. Na kazdii ponoZku si chce napisat
kladné celé cislo. Na lavé ponozky Cisla (1, 05, ..., {3 a na pravé ponozky Cisla py, ps, ..., ps1. Pre tieto Cisla
musi platit

. IS€1<€2<"'<€31S4247,
o 1<py<py<---<pa <4247,

[ ] €1+€2+"'+€31=p1+p2+"'+p31.

Najdite najvicsiu moznii hodnotu vyrazu

|6y = pi| + |6 = pa| + -+ + | €31 = p31]-

Majme ¢isla, ktoré vyhovuju zadaniu. Nech I je takd mnozina indexov, pre ktoru plati ¢; > p;, a nech ] je
mnozina zvy$nych indexov. Na zaciatok si trochu upravme rovnost v tretej podmienke zo zadania do zauji-

mavejsieho tvaru
Sh-p= -

i€l jeJ
¢ize nalavo s¢itavame cez vsetky dvojice, kde plati ¢; > p;, napravo cez zvysné dvojice. Hladané maximum bude
nasledne sucet oboch stran rovnosti

31
S= Zgi_Pi"‘ ij_éj = Z;'él—p,|

i€l jeJ i
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Tento vyraz chceme odhadnut zhora. VSimnime si, Ze sumy majui rovnaka hodnotu, takze S sa nezmeni ked
ich rozne navahujeme a vhodne cely vyraz predelime. Nech k je velkost mnoziny I. Navdhujme to nasledovne

25=(G1-B) X (l-p) kX (0~ ).

iel jeJ

Ked si predstavime vynasobenie k ako s¢itanie kazdého ¢lena sumy k-krat, tak obe sumy maji rovnaky pocet
¢lenov a vieme to zapisat ako jednu sumu nasledovne

31
S=

>S= 2 2 (li=pi+pi=1).

iel je
No a podme konecne odhadovat! Pre i > j médme p; > p; a plati
(; < 4247 - (31 - i),
~pitpi<—it),
—l; < —j,

analogicky pre i < j mame ¢; < {; a odhady budu rovnaké, len vymenime ¢ a p, preto

%s =33 WUi—pi+pi—0) <Y > ([4247 - (31 -i)] + (j—i) —j) = > > 4216 = 4216k(31 - k),

i€l jeJ iel jeJ iel jeJ
S <272k(31 - k).

Uz len najst maximum kvadratickej funkcie. Vyjde k = 31/2 a teda nds zaujima k = 15, 16. Vtedy S = 65 280.

Prei < 16: ;= i, prej > 16: |; = 4247 — (31 - j) a pre p; = 2040 + k sa maximum naozaj nadobuda a tieto ¢isla
zaroven vyhovuju zadaniu, teda maximalna hodnota je 65 280.
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