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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Kmen Majestatnych Savan (x < 1) opravovali Bea a Samo

Zadanie. Ndcelnik afrického Kmeria Majestdtnych Savin zorganizoval pre svojich domorodcov turnaj. Za kazdé
kolo turnaja, ktorého sa domorodec ziicastni, ziska 17 bodov. Za kazdé kolo, ktoré vyhra, ziska este dalsie 3 body.
Na konci turnaja mal domorodec Ka-Em-Es presne o jeden bod viac ako domorodec Em-Ka-Es. Aky je najmensi
pocet kol, ktorych sa mohol domorodec Ka-Em-Es ziilastnit?

Na zaciatok je fajn uvedomit si, Ze ak by nastala situdcia, Ze obaja domorodci by nejaky zapas vyhrali (pre-
hrali), ich poc¢et bodov by to zdvihlo o rovnaku konstantu, ¢o by neovplyvnilo bodovy rozdiel. Zaroven by to
znamenalo, Ze pocet absolvovanych zapasov domorodca Ka-Em-Es bude vacsi, o nechceme. Budeme sa teda
zaoberat len pripadmi, kedy jeden z domorodcov vsetky zapasy prehral a druhy vyhral.

Po rovnakom pocte absolvovanych kol sa rozdiel bodov domorodcov zvic¢si o nasobok 3, pricom vacsi pocet
bodov m4, logicky, domorodec, ktory vyhrava. Tento rozdiel m6zeme zmensit na jedna jedine tak, ze prehra-
vajuci domorodec absolvuje niekolko kol navyse - pripocitavame 17. Teraz teda hladime najmensi nasobok
¢isla 3, ktory sa s nejakym nasobkom sedemnastky 1isi o jedna. To je 3 - 6 = 18.

Vyhravajuci domorodec teda absolvoval aspon $est zapasov, za ktoré spolu ziskal 6 - 20 = 120 bodov. Domo-
rodec, ktory prehraval ziskal 7 - 17 = 119 bodov. Vieme, Ze domorodec Ka-Em-Es mal na konci turnaja o bod
viac, je teda domorodcom, ktory absolvoval najmenej $est kol.

3.2 Konzumacia Matematiky Syti (x < 2) opravovali Gianetta a Kika

Zadanie. Kmen Majestdtnych Savan si velmi cti prirodu. Preto jeho clenovia nehladajii potravu v prirode, ale v
matematike. V jeden deri dal ndcelnik svojmu ludu nasledovné instrukcie.

Ndjdite vsetky trojice (x,y,z) celych Cisel, ktoré vyhovuju siistave rovnic
x—-yz=1,

xz+y=2.

Prvé rieSenie
Budeme chciet z tejto stistavy rovnic vyjadrit z. Najprv vyriesime pripady, ked je jedna z neznamych x, y rovna
0.

x=0=>y=2, -yz=1.

Tato moznost zjavne nema celociselné rieSenie.

y=0=>x=1, xXz=2=2z=2.
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Nasli sme jedno rieSenie a to trojicu ¢isel (x, y,z) = (1,0,2).

Predpokladajme, Ze x, y su nenulové, potom nimi mézeme delit a vyjadrime z z oboch rovnic.

x—1
z= ,
y
2 —
=22
x
Dame do rovnosti pravé strany.
x-1 2-y
yoox

(x=1Dx=(2-y)y.

Vyraz x(x — 1) je pre vetky celé ¢isla nezdporny, pretoze ak ani jedno z ¢isel x, x — 1 nie je nula, tak maju obe
rovnaké znamienka (rozmysliet). Prava strana poslednej rovnice je nezaporna iba pre hodnoty y = 0, 1, 2. Pre
vietky ostatné hodnoty maju ¢isla y, y — 2 opa¢né. znamienko. Preto y moze nadobudnit iba jednu z hodnét
0, 1, 2. Spatnym dosadenim do ststavy rovnic nenulovych hodnét pre y lahko doratame hodnoty pre x a z.
Jediné celociselné rieSenie je trojica

(x,3,2) = (1,2,0).
Dokopy teda mame dve trojice (x,y,z) = (1,0,2) a (x,,2) = (1,2,0).

Druhé rieSenie:

Z druhej rovnice vyjadrime y = 2 — xz, a dosadime do prvej rovnice

x-z(2-xz)=1=xz-2z+(x-1) = 0.

Aby tato kvadraticka rovnica s parametrom x a premennou z mala riesenie, jej diskriminant musi byt neza-
porny, t. j.
D=4-4-(x-1)x=-4x*+4x+4 >0 = x> -x-1<0

Danej nerovnici vyhovuju len 2 hodnoty x a to x = 0 a x = 1 (to sa da zistit tak, Ze ju upravime na Stvorec).
Dosadenim do pdvodnej sustavy rovnic dostaneme necelociselné rieSenie pre x = 0 a dve rieSenia pre x = 1,
rovnaké ako v prvom rieseni.

3.3 Kmenovy Magicky Symbol (x < 3) opravovala Kika

Zadanie. Kmer Majestdtnych savan mad na svojom ritudlnom oltdari nakreslenti magickii hviezdu. VZdy pri ich
ritudli do jej policok vpisuje Saman Cisla podla posvitnych podmienok.

Do kazdého policka hviezdy treba vpisat jedno kladné celé cislo. Kazdé dve susedné policka (tie, ktoré sui spojené
ciarou) musia obsahovat Cisla, ktoré majii najvicsieho spolocného delitela vicsieho ako 1. Kazdé dve nesusedné
policka musia obsahovat ¢isla, ktoré maju najvicsieho spolocného delitela 1. Kolko najmenej roznych ¢isel mozno
pouzit na vyplnenie hviezdy?
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Na obrazku vidime 10 poli¢ok, do ktorych treba vpisat ¢islo. Najprv sa zamyslime nad tym, ¢i sa vobec da
obrazok vyplnit desiatimi ¢islami. Po chvilke skusania prideme na to, ze obrazok sa vyplnit da. Napriklad tak,
ako vidime na obrazku (ktory nam nakreslil Viktor Balan). VSimnime si, Ze sme nepouzili ¢islo 1. Nemoze
tam byt preto, lebo by toto policko nemalo najvéacsieho spolo¢ného delitela so svojimi susedmi, ktory by bol
vacsi ako 1.

Teraz sa zamyslime nad tym, ¢i by sa dal obrazok vyplnit aj s mensim poctom ¢isel. To by znamenalo, Ze aspon
dvakrat don napiSeme rovnaké ¢islo, oznac¢me si ho ako n. Vieme o nom, Ze je vicsie ako 1. Mdzeme ho
napisat na dve policka, ktoré spolu nesusedia? Nemodzeme, lebo potom by tieto dve policka mali najvacsieho
spolo¢ného delitela vicsieho ako 1 - obe st predsa delitelné ¢islom n.

Mozu byt rovnaké ¢isla na susediacich polickach? Mohli by, ale iba vtedy, keby tieto policka mali tych istych
susedov. Z obrazku vidime, ze také dve policka tam nie si. Ak existuje aspon jedno dalsie policko, ktoré susedi
iba s jednym z nich, nastane problém. Predstavme si, Ze namiesto 6 a 22 v obrazku dame ¢islo n. Policko, na
ktorom je teraz 15, potom musi byt sudelitelné s ¢islom n, ktoré s nim priamo susedi. Zaroven musi byt toto
poli¢ko nesudelitelné s druhym polickom s ¢islom n, ktoré s nim nesusedi. Takze ani na dve susedné policka

24

sa neda napisat rovnaké ¢islo.

Najmensi pocet ¢isel, ¢o potrebujeme na vyplnenie obrazka, je 10.

3.4 Kvetinky Musim Spojit (x < 5) opravoval Dominik

Zadanie. Ked sa bddatelka Jane predierala Africkymi dzunglami, velmi ju zaujal obdiznikovy kvetinovy zdhon.
Niektori ludia v fiom hladajti stvorlistky, no Jane v fiom chce ndjst obdlznik s celociselnymi rozmermi.

Kazdy bod obdlznika R (vrdtane vniitornych bodov) so stranami 4 a 40 je zafarbeny prdve jednou zo Styroch
farieb. Ukdzte, Ze v obdlzniku R existujii $tyri body rovnakej farby, ktoré tvoria obdlznik s celociselnymi dizkami
strdn.

Cielom riesenia je ukazat, ze v obdlzniku existuju $tyri body rovnakej farby tvoriace obdlznik so stranami
celociselnej dlzky. Na tvod je fajn uvedomit si, Ze vietky body nového obdlznika musia mat rovnaky desatinny
rozvoj. KedZe povodny obdlznik ma celo¢iselné rozmery, bodov s kazdym desatinnym rozvojom bude rovnako
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vela okrem tych, ktoré st na obvode(tam nam pribudne jeden navyse). Napriklad ak je Iavy dolny roh velkého
obdlznika v bode [0, 0], tak bodov s celoc¢iselnymi stiradnicami je v jednom rozmere 5 a v druhom 41, pri¢com
body s desatinnym rozvojom 0.5 st v jednom rozmere len 4 a v druhom ich je 40. V dalSom rieSeni budeme
uvazovat tie, ktorych je viac. !

Na zaklade predoglej ivahy mame namiesto obdlZnika uz len mriezku rozmerov 5 x41 s bodmi s celo¢iselnymi
stradnicami. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech je v kazdom riadku 41 bodov a v kazdom stlpci 5.

KedZe farby mame len $tyri, v kazdom stlpci sa nachadza dvojica vrcholov s rovnakou farbou. Ak sa pozrieme
na to, kolko réznych usporiadani moze mat tato dvojica v tomto stlpci, prideme na to, Ze ich je (;) = 10. Kazda
takato dvojica vSak moze byt roznej farby, preto ak berieme ohlad aj na farbu, moznosti mame 4 - 10 = 40. My
viak mame 41 stlpcov a ked%e v kazdom z nich nejaka takito dvojica byt musi, uréite existuji dva stipce, v
ktorych je dvojica bodov rovnakej farby na rovnakych poziciach. Inak povedané, existuji styri body rovnakej
farby, ktoré tvoria obdlznik s celo¢iselnymi dlzkami stran.

3.5 Kusok Mdjho Srdca (x < 8) opravovala Kika Pr§

Zadanie. Ked sa Jane dokochala kvetinovym zdhonom, tak nasla este nieco lepsie — Tarzana. Ten jej vravel:
wJane, darujem Ti kiisok mojho srdca.”

Kiisok Méjho Srdca je tvoreny rovnoramennym trojuholnikom KMS s pravym uhlom pri vrchole S. Bod E je stred
strany KM. Polkruznice v opacnej polrovine ku KMS nad priemermi KE a EM oznacme postupne k, m. Vyznacme
si v Kuisku Mojho Srdca nasledujiice body:

» Bod T je obraz bodu S v stredovej siimernosti so stredom v bode E.
* Bod R je stred strany KS.

 Bod D je stred tisecky KE.

o Bod C je priesecnik priamky RT a polkruznice k.

o Bod I je stred tisecky ET.

 Bod A lezi v polovici polkruznice I.

Dokdzte, ze sedemuholniku SRDCIAM mozno opisat kruznicu.

S

Riedit tuto ulohu sa da viacerymi spdsobmi. Dokazat, ze jednotlivé body lezia na kruznici sa da viacerymi spo-
sobmi. M6zeme dokazat, Ze nejaky $tvoruholnik je obdlznik a teda sa mu da opisat kruznica. (Stred kruznice

'V kazdej stradnici to méze byt iny desatinny rozvoj.
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je priese¢nik uhloprie¢ok a polomer je polovica dizky uhlopriecky.) Mozeme dokdzat, ze sucet protilahlych
uhlov v $tvoruholniku je 180°, a teda je to tetivovy stvoruholnik. Mdzeme dokazat, Ze dva uhly, ktoré sa po-
zeraju na tu isti usecku st zhodné, st to obvodové uhly nad tou useckou a teda lezia tieto $tyri body na jednej
kruznici. Mdzeme najst niekde mocnost bodu ku kruznici. V tomto rieSeni pouzijeme vsetky vyssie spome-
nuté postupy. Existuju aj iné postupy, ktoré su spravne. Da sa aj skromnejsi pocet tychto dokazovacich zbrani
vyuzit. No podme na to!

Trojuholnik KMS je rovnoramenny a pravouhly s pravym uhlom pri vrchole S. Z toho vieme, ze | < KMS| = 45°.
Usecka ME je priemer kruznice m (resp. I, zadanie sa rozhodlo znadit tito kruznicu oboma sposobmi. Za
vzniknuté komplikdcie sa ospravedliiujeme.) Bod A lezi na tejto Talesovej kruznici, preto |< EAM| = 90°.
Nakolko je bod A v polovici polkruznice m, tak trojuholnik EAM je rovnoramenny. Preto je | < AME| = 45°.
Velkost uhla AMS vieme doratat ako | < AMS| = | <« AME|+| < KMS| = 45°+45° = 90°. Ak e$te dokaZeme, ze bod
Elezi na tsecke RA, tak dostaneme obdlznik SMAR. Tento $tvoruholnik totiz ma tri pravé uhly, z ¢oho uz musi
byt obdlznikom. Z trojuholnika EMA vieme, 7e | < MEA| = 45°. KedZe je trojuholnik KMS rovnoramenny, tak
vyska na zakladiiu je taktiez taznica a taktiez osou uhla KSM. Z toho vieme, Ze | < SEM| = 90° a | <« ESM| = 45°.
Usecka RE je strednou prieckou, ¢ize je rovnobezna s SM. Uhly RES a ESM su striedavé, teda st zhodné a ich
velkost je 45°. Dopocitame velkost uhla REA: | < REA| = | < RES|+| < SEM| +| < MEA| = 45° + 90° +45° = 180°.
Teda REA je naozaj jedna tisecka a $tvoruholnik SMAR je obdlznik. Vieme uz, Ze body S, R, A, M lezia na
kruznici.

Usecka RD je strednou priec¢kou v trojuholniku KES. Preto plati, ze usec¢ky RD a SE st rovnobezné. Usecka SE
je kolma na KM, pretoze trojuholnik KMS je rovnoramenny, teda SE je nielen taznicou ale i vyskou. Potom je
RD kolmé na KS, resp. | < RDM]| = 90°. Vidime, ze sucet protilahlych uhlov je 90° + 90° = 180°. Z ¢oho vieme,
ze $tvoruholnik SRDM je tetivovy. Vieme uz, ze body S, R, D, A, M lezia na kruznici.

Pozrime sa teraz na trojuholnik DIE. Kedze SE je vyska v trojuholniku KMS, tak | < SEM| = 90°. Tento uhol
je vrcholovy s uhlom DEI, z ¢oho vyplyva | < DEI| = 90°. Trojuholnik KES je tiez rovnoramenny a pravouhly,
pretoZe ma pravy uhol pri vrchole E a zvy$né dva uhly zhodné s velkostou 45°. Teda |KE| = |ES|. Nakolko bod
T je stmerny s bodom § v stredovej simernosti podla E, tak aj |TE| = |ES|. Ked znalosti z poslednych dvoch
spomenutych rovnosti spojime, tak ziskame, Ze |TE| = |KE|. Kedze body D a I su stredy useciek KE a TE, tak
aj |DE| = |IE|. Trojuholnik DIE je rovnoramenny a pravouhly. Odkial vieme, Ze | < DIE| = 45°. Uhol DIE je
taktiez uhlom DIS a uhol KMS je taktiez uhlom DMS. Uhly DIS a DMS st zhodné a oba sa pozeraju na DS,
teda su to obvodové uhly. Preto body S, D, I, M lezia na jednej kruznici. Vieme uz, ze body S, R, D, I, A, M
lezia na kruznici.

Uz len bod C ndm chyba. KedZze RD je stredné priecka, tak [RD| = 1 - |SE| = 3 - |KE| = |KD|. Bod D je stredom
kruznice k. Body K a R st rovnako vzdialené od bodu D, preto bod R lezi na kruznici k (polkruznici k doplnenej
na kruznicu). Usecka ST je doty¢nica k tejto kruznici, pretoze | < DES| = 90°. Z mocnosti > bodu T ku kruznici
k médme |TC|-|TR| = |TE[?>. Uhol EMT je vnutornym uhlom rovnoramenného pravouhlého trojuholnika EMT.
Bod A lezi na usecke MT, pretoze | < EMT| = 45° aj | < EMA| = 45° (a su v rovnakej polrovine). Z mocnosti
bodu T ku kruZznici m mame |TA| - |TM| = |TE|. Plati, ze |TC| - |TR| = | TA| - |TM]|, preto tieto $tyri body musia
byt na jednej kruznici (inak by k nim bod T nemal rovnaki mocnost). Vieme uz, ze body S, R, D, C, I, A, M
lezia na kruznici.

AKk nie si kamarat s mocnostou bodu ku kruznici, tak mas aj ini moznost ako plakat do vankusa, Ze ja ten
bod C neviem dokazat. Moze$ spravit napriklad toto: Najprv dokdzeme, ze KSMT je $tvorec a bod A je v
strede TM (dokaz si!). Potom uhly TRA a ARM st zhodné, pretoze trojuholniky TRA a MRA su zhodné (napr.
lebo |RA| = |RA|,|TA| = |[MA| a uhol pri A je pravy). Bod D je stredom kruZnice k, pretoze KE je priemer
a bod D je v strede KE. Uz spominany uhol TRA je obvodovym uhlom nad oblukom CE, teda je polovi¢ny

20 mocnosti bodu ku kruZnici sa da dozvediet viac od v zbierke KMS od strany 37: https://kms.sk/zbierka/
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oproti stredovému uhlu CDE. Uvedomme si, Ze tento uhol CDE je aj uhol CDM. Velkost uhla CDM je teda
2:|<TRA| = | < TRA|+|<ARM]| = | < CRM]|. Vidime, Ze nad obltkom CM méme dva rovnako velké uhly (CDM
a CRM), a teda st to obvodové uhly a teda body R, D, C, M st na kruznici. Vieme uz, ze body S, R, D, G, I, A,
M lezia na kruznici.

3.6 Kocky Milované Snubencami opravoval Tomas

Zadanie. Jane a Tarzan sa uz nevedia dockat'ich svadby, preto si krdtia cas tym, Ze si hadZu (spravodlivou) mincou
a hraji hru. Jane vyhrd, ak hodi hlavu viackrat ako Tarzan. Tarzan je dZentlmen, takZe ju nechd hddzat 2019-
-krat, zatial ¢o on sam bude hddzat iba 2018-krdt. Akd je pravdepodobnost, Ze Jane vyhra?

Mozeme sa na zaciatok zamysliet, co by sme ocakavali intuitivne — kto bude mat vacsiu $ancu vyhrat. Jane ma
malu vyhodu vdaka tomu, Ze hadze o 1 hod viac. Tarzan ma ale tiez mala vyhodu, lebo vyhrava pri rovhakom
pocte hldv. Vyzera to, ze obaja budu mat pravdepodobnost vyhry blizku . Mézeme dufat, Ze sa vyhody vyvazia
a obaja budt mat rovnaku pravdepodobnost presne 3. Ukaze sa, Ze to naozaj bude, tak si to podme dokazat.

Uvazujme vsetky mozné hry, aké sa mohli odohrat. Jedna hra sa sklada z 2019 hodov Jane a 2018 hodov
Tarzana, spolu 4037 hodov. Pri kazdom hode mame 2 moznosti ¢o padlo. Pre predstavu, véetkych moznych
hier je 24037, Chceme dokazat, ze Jane a Tarzan majui rovnaku $ancu vyhrat, teda, ze pocet hier, v ktorych vyhra
Jane, zo vSetkych moznych hier, je rovnaky ako pocet hier, kde vyhra Tarzan. Chceme teda vSetky hry rozdelit
do dvojic, aby v kazdej dvojici bola jedna vitazna hra pre Jane a druhd pre Tarzana. Tym ukazeme, Ze oboch
typov hier je rovnako vela. *

Zoberme si jednu konkrétnu hru A a chceme k nej priradit ind hru B, aby vyhral ten druhy. Ak v hre A hodil
niekto vela hlav, potrebujeme aby v hre B hodil malo hlav a naopak. TieZz potrebujeme splnit, Ze ked ku hre
A priradime hru B, tak ku hre B musime priradit hru A. Dobry kandidat priradovania je nasledovny spdsob:
Predstavme si, Ze v kazdom hode by padla opa¢na strana mince a tym dostaneme hru B. (Rozmyslite si, ze
takto tiez ku hre B priradime spitne hru A, takze hry budu v dvojiciach ako sme chceli.)

Oznac¢me si J, T pocty hlav, ktoré hodili Jane a Tarzan v hre A. V hre B tym padom hodili 2019 - ], 2018 - T
hlav.

Ak hru A vyhralaJane ] > T= ] > T+ 1, ateda 2019 — ] < 2018 — T, ¢ize hru B vyhral Tarzan.
Ak hru A vyhral Tarzan J< T = J < T+ 1, a teda 2019 — ] > 2018 — T, ¢iZe hru B vyhrala Jane.

Vidime, ze v kazdej dvojici raz vyhra Jane a raz Tarzan a tym sme hotovi. Pravdepodobnost, ze vyhra Jane je
1
presne .

Iné riesenie
Zoberme si situdciu, ked Tarzan aj Jane odhadzali 2018 hodov, pre Jane teda ostava este jeden hod. Tarzan a
Jane hadzu rovnako vela krat, takze pre kazdého je rovnaka pravdepodobnost, ze bude mat viac hlav ako ten

druhy. Ak mala Jane viac hlav, bez ohladu na posledny hod bude mat stale viac hlav, teda vyhra. Ak mala Jane
menej hldv, poslednym hodom mdze prinajlepsom dorovnat pocet hlav, takze tak ¢i tak prehra.

Ak mali Jane a Tarzan po 2018 hodoch rovnako vela hldv, tak poslednym hodom méze Jane bud hodit hlavu
a vyhrat alebo hodit znak a prehra. Ak mali Jane a Tarzan po 2018 hodoch rozne vela hlav, Jane vyhrala v
polovici pripadov. Ak mali po 2018 hodoch rovnako vela hlav, Jane vyhrala tiez v polovici pripadov (ked
hodila v poslednom hode hlavu), takze celkovo ma Jane pravdepodobnost ; na vyhru.

*Tato technika sa nazyva princip bijekcie a obcas sa da pouzit v nejakej alohe.
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Iné rieSenie

Uvedieme este hlavnu myslienku dal$ieho zaujimavého rieSenia. Da sa rozmysliet, Ze hry, ktoré Jane prehrala,
su presne tie hry, ked hodila viac znakov oproti tomu, kolko znakov hodil Tarzan. Jane vzdy hodi bud viac
hlav ako Tarzan alebo viac znakov ako Tarzan (ale oboje nie), pricom vyhra presne tie hry, ked hodila viacej
hlév. KedZe hlava a znak st symetrické, tak vyhra s pravdepodobnostou 1.

3.7 Kubko Mapuje Stopy opravoval Juro

Zadanie. Bddatel Kubko sa dopocul, ze v Afrike sa nachddza velmi vzdcny drahokam. Stopy po jeho polohe st
zasifrované do Cisel p a k. Z nich md na zdklade tajnej formuly zistit jeho polohu. Boji sa vsak, Ze mu vyjde
viacero miest. Upokojte ho tym, Ze miesto je najviac jedno.

Nech p a k sui kladné celé isla také, Ze p je prvocislo a k > 1. Dokdzte, Ze existuje najviac jedna dvojica (x,y)
kladnych celych Cisel, pre ktordi plati x* + px = y*.

Dokaz spravime ako z rozpravky: tri krat spravime velmi podobny postup a na treti krat nam to da vytazeny
vysledok. Tri krat si preznac¢ime premenné, s takto oznacenymi premennymi si nieco dokdzeme — nas ciel je
vyjadrit p ako vyraz iba jednej premennej, a nie dvoch.

(1) : Ozna¢me y = x+z pre nejaké prirodzené z. UkdZeme, Ze z | x. Upravme si nasu rovnicu do nasledujiceho
tvaru.

&+ px =,
X+ px = (x+2)k,

px = (x+2)F -,

k—2x

px=(x+z-x)((x+2)" 1+ (x+2)2x+ -+ 55,

CZ(x+2) T (x4 2) 2+ x5
» .
Teraz st dve moznosti, bud p | zalebo p | (x + 2)* 1 + (x + z)2x + -+ - + XKL,
Ak p | z, potom ale
Z((x+2)F 1+ (x+ 2)2x + -+ x51)
p

pre k > 1, a teda rieenie neexistuje. Nutne teda p | (x + z)* + (x + 2)¥2x + - + x¥¥71, no ale kedze

>(x+2)" + (x+2) x4 w5 > x

((X+ Z)k_l + (x+ Z)k‘2x+ . +xk—1)

p b

dostiavame z | x.

(2) : Oznaéme x = zh pre nejaké prirodzené h. Ukdzeme, ze h = zZK-!. Upravme si pdvodnu rovnicu do
nasledujuceho tvaru:
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£+ px =y,
(zh)* + pzh = (zh + 2)F,
ph = 271 ((h+ 1) = b,

Teraz h je nesudelitelné s ((h + 1)k — h¥), lebo ak by nejaké prvocislo g delilo obe ¢isla, tak g deli aj (h + 1)k,
takze q | (h + 1), pri¢om q | h, ¢o nemdze zdroven. Preto nutne h | z5!. Plati dokonca h = zF1, pretoze po
vydeleni & dostaneme vyraz

Zk-1
p= T((I’l + l)k - hk)
KedZe ale p je sti¢in dvoch ¢isel, jedno z nich musi byt 1, ¢o ale nutne musi byt prvy ¢len, a teda h = 2F-1.

(3) : Kone¢ne, mozeme znacit x = z¥, ¢o ked dosadime do povodnej rovnice dostaneme

£+ px =y,
() + pZ = (x + 2)k,
&+ pZ = (& +2)k,

k4 )k _ K
- w I LI
z
V (itateli su po roznasobeni vSetky mocniny z-ka aspon na k-tu, takze vyraz na pravej strane je polyném
premennej z stupna najviac k> — k > 0 so vSetkymi koeficientami kladnymi (st rovné prislusnym ¢lenom
binomického rozvoja). Teraz pride ta hlavna myslienka: také z mdze existovat pre dané p maximalne jedno,
pretoze takyto polyném je rydzo rastuca funkcia na kladnych ¢islach. To znamena, Ze zvySenim z zvy$im aj
hodnotu polynému a teda moze nadobudat hodnotu p maximalne raz (v kladnych ¢islach).

No nie je to pekny happy end rozpravky?

3.8 Kubka Mori Strasidlo opravoval Liu

Zadanie. Kubko zistil, Ze drahokam sa nachddza v jaskyni uprostred africkej dzungle, kde ho strdzi strasidelnd
prisera. Kubko sa teda vybral na dobrodruznii vypravu do Afriky. Ked'tam prisiel, prisera mu zadala nasledovnii
ulohu.

Dany je lichobeznik ABCD (AB || CD). Kruznica k, sa dotyka tisecky AB a polpriamok AD, BC a kruznica k,
sa dotyka tisecky CD a polpriamok CB a DA. Oznacme P bod dotkyu kruZnice k; s iiseckou AB a Q bod dotyku
kruznice k, s iiseckou CD. Dokdzte, Ze priamky AC, BD, PQ prechddzajii jednym bodom.

Najprv rozoberme ak |AB| = |CD|. Nech Y je priese¢nik uhloprie¢ok AC a BD. Potom su k; a k, stredovo
sumerné podla bodu Y a teda nutne aj ich body dotykov so stranami P a Q. To znamena Ze P, Q a Y lezia na
jednej priamke.

Dalej predpokladame Ze |AB| # |CD|. Nech X je priese¢nik priamok AD a BC. BUNV nech |AB| > |CD],
tym padom k; je vpisanou kruznicou AABX a k; pripisanou ADCX (V opa¢nom pripade je k; pripisana, k,
vpisand a postup je analogicky). Ozna¢me P’ ako priese¢nik priamok XP a CD. KedZze AB || CD tak su AABX
a ADCX podobné a teda rovnolahlé podla bodu X, tak musi byt P’ zobrazenim bodu P v tejto rovnolahlosti.
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To znamena, Ze P’ je bodom dotyku kruznice vpisanej ADCX a podla znamej vlastnosti musi byt stredovo
sumerny s bodom Q (bod dotyku kruznice pripisanej) podla stredu strany CD, ¢ize musi platit :

pP| _JQc]
Pd D

Na druhej strane, z rovnolahlosti AABX a ADCX dostavame rovnost :

\DP'|  |AP|

\P'C|  |PB|’
a teda musi platit :

AR _JQd|

[PB[  [DQ|

Rovnako ako predtym, nech Y je priesecnik useciek AC a BD. Trojuholniky AABY a ACDY st podobné,
kedZe nachadzame dva striedavé uhly z rovnobeziek AB a CD. Tym padom su tieto trojuholniky rovnolahlé
podla bodu Y a kedZe body P a Q delia strany AB a CD v rovnakych pomeroch, musia byt v tomto zobrazeni
navzajom obrazmi, a teda nutne musia lezat body P, Y, Q na jednej priamke.

X

Sa

3.9 Kody Musim Stlacat opravoval Pedro

Zadanie. Potom, co Kubko tuspesne zdolal priseru, ostdava mu len jediné. Musi zadat do trezora s drahokamom
spravny kod - postupnost Cisel. Aby sa trezor odomkol, musia medzi zaddvanymi cislami platit spravne nerov-
nosti.

Majme lubovolnii postupnost kladnych redlnych Cisel ay, ay, ay, ... DokdZte, Ze nerovnost

1
1+an>an1(1+—)
n

plati pre nekonecne vela kladnych celych cisel n.

Pri takomto type tlloh sa nam celkom pontka to dokdzat sporom - budeme predpokladat, Ze nerovnosti typu >
je v danej postupnosti iba konec¢ny pocet. Jediny predpoklad, ktory v ulohe mame, je, Ze sa jedna o postupnost
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kladnych ¢isel, preto jediny spor, ktory mozeme dostat je, Ze v postupnosti (v pripade platnosti opa¢ného
tvrdenia k zadaniu) budu nekladné ¢isla.

Ak je iba konec¢ny pocet nerovnosti >, potom urcite existuje nejaka, ktord je ,najdalej“ - t. j. existuje také k,
ze pre véetky n > k plati

ay+1<a, 1 (1+1). (1)

Dokazeme, ze potom existuje také [, ze a; < 0. Odteraz, ked budeme nieco hovorit o premennej n, tak budeme
hovorit iba o tych n, ktoré su vacsie ako k.

Ked nieco chceme dokazat, ¢asto sa nam oplati — ak nam to dana uloha ponuka - uvazovat najhorsi mozny
pripad, aky pre nas moze nastat. Ak dokazeme, Ze tvrdenie je splnené pre najhorsi pripad a zaroven Ze dany
pripad je naozaj najhorsi v zmysle platnosti nasho tvrdenia *, tak sme vyhrali.

Intuitivne, najhorsi pripad, aky moze nastat, je, ked pre vSetky n nastdva v nerovnosti (1) rovnost. Pretoze
potom jednotlivé a; budu ,,najvacsie mozné®, a teda sa najviac budu branit nekladnosti. Toto samozrejme
musime dokazat nejako poriadne, lebo intuicia moze ¢asto klamat. UkaZeme to nasledovne:

Nech B = {b;}°, a C = {¢;}, su také postupnosti, Ze by = ¢, > 0 a pre obe postupnosti plati (1), aviak pre
postupnost B st vSetky nerovnosti dosahované s rovnostou. Ukazeme, ze potom Vn > k plati ¢, < b,. Opat
sporom, predpokladajme, Ze existuje také m, pre ktoré ¢,, > b,, a nech toto m je najmensie mozné s danou
vlastnostou (kombindcia sporu a extremalneho principu je opit velmi silny a spolahlivy dékazovy postup).
Potom, vdaka (1) mozeme pisat:

cna(1+ 1) =120, >bp=b, (1+1)-1.

Ked sa pozrieme na krajné strany série nerovnosti, tak po pouziti jednoduchych ekvivalentnych uprav dosta-
vame ¢,,—; > b,,_;, €0 je spor s tym, ze m bolo najmensie ¢islo s platnostou danej nerovnosti.

Sta¢i nam teda ukazat, ze v postupnosti B existuje nekladné ¢islo. Vyjadrime si teraz ¢len b, len pomocou by: °

bn:bnln+1_1:(bn2 n _1)n+1_1:bn2n+l_n+1_n+1:

n -1 n n-1 n n+1

‘(bn—3n_1— )n+1_n+1_n+1_ n_3n+1_n+1_n+1_n+1:
n-2 n-1 n n+1 n-2 n-1 n n+1

~ n+1 ”“n+1

o= l%:z

Sledujme teraz rozdiel b, a b,_;:

n+1 (SRR | "n | by kel g
by — by = - - big == - = —1+Y - -) =
" +1 1;2 ;1 k ;z k+1 i ;1

Postupnost S = {¥, +}7°, sa nazyva harmonicky rad a existuje nespocetné mnoZstvo elegantnych, aj neele-
gantnych dokazov, ze tato postupnost diverguje, t. j., intuitivne povedané, zZe ¢leny postupnosti S rastu s ras-

“Formélne, nech P je predpoklad nasej tilohy, nech B je nejaky pripad a nech pre vietky mozné pripady C plati (P = B) = C.
Potom (P = B) = (P = C).

Pre tych, ¢o nepoznaji ten zvlatny symbol, ktory sa nachddza na konci nasledujiceho odvodzovania, odportcam:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Sumace
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ticim 7 nad vSetky medze az do samého neba. Trochu formalnejsie: lim Y.I'; 1 = +o0, alebo, kto nevie ¢o je
n—>oo

limita, tak pre vietky ¢ € R existuje také n, € N, Ze pre vetky n > ng: Y12, 1 > c.

My si ukazeme jeden z nich (asi najznamejsi). © Myslienku si ukdZeme na 6smom ¢lene postupnosti:
1 1 1 1 1 1 1
l+5+3+3+s+s+z+5>

1 1 1 1 1 1 1 _ _ 3+2
l+S+3+5+gtstgtg=1+1/2+1/2+1/2=32

Vo vSeobecnosti (Iahko mozno uvidiet):

1 1 1 m+2
1+§+§+"'+2—m>7.

KedZe postupnost S je rastuca, tak touto hodnotou st ohranicené aj vsetky dalsie ¢leny S po nasledujucu moc-
ninu dvojky. Vidime teda, ze postupnost rastie nad vsetky medze.

Vrétiac sa spat k nasej tlohe, ukazali sme, Ze rozdiel b, — b,_; = kﬁ—"l —1+ Y 1 - Y%, 1 (kde prvé tri ¢leny
st iba konstanta) bude klesat a klesat, az raz bude urcite zaporny a aj potom bude stale len klesat a klesat. To
je ale rozdiel dvoch po sebe iducich ¢lenov postupnosti B. Teda postupnost B, bez ohladu na velkost by, raz
padne pod nulu. Teda aj postupnost C, ¢o je len posunuta postupnost A, raz padne pod nulu, ¢o je spor s tym,

ze nasa postupnost je nezaporna. A to je koniec.

3.10 Krajiny Moje Svadobno-cestové opravoval Jozo

Zadanie. Veronika a Cd sa chystajii na svadobnii cestu do Afriky. Veronika si vyberd z krajin Ks, Ky, K, ....
Pre celé cislo n > 3, sa v krajine K,, nachddza 2n miest Ay, A,, ..., Ay, B, By, ..., B,. Nasledovné dvojice miest
(a Ziadne iné) sii spojené priamou obojsmernou leteckou linkou:

« mesto A; s mestom B; pre kazdé celé i (1 < i< n);
« mesto A; je spojené s mestom A; prdve vtedy, ked'n |i—j+1alebon|i—j-1;
« mesto B; je spojené s mestom B; prave vtedy, kedn |i—j+2alebon|i—j-2.

Veronika chce ist len do krajiny, kde je mozné spravit okruznii cestu, na ktorej navstivi kazdé mesto prave raz (a

vrdti sa do mesta, kde zacala). Medzi mestami sa mozno presuvat len leteckymi linkami. Ndjdite vsetky celé cisla
n > 3 také, ze Veronika chce ist do krajiny K.

Priklad. Pre n = 5 su letecké linky prave medzi tymito dvojicami miest:
* {AI)BI}: {A2>Bz}> {A3,B3}; {A4)B4}, {A5>Bs};
o {ALAL} {A2 A3}, {As AL}, {AL As), {As A
o {B1,Bs}, {Bs,Bs}, {Bs,Bs}, {Bs, B1 }, {Bs, B, }.

Predslov

Najskor sa podme prehryzt tym, ako st mesta pospdjané. Prva odrazka je pomerne jasna. Aby sme zistili,
¢o hovori druha, je dobré skusit si najst vSetky vyhovujuce dvojice i, j opisané danou podmienkou (kludne aj
vyskasanim v$etkych moznosti). Ked to spravime, zistime, Ze st vlastne spojené mesta A; a Ay, A, a A, ...,
A, 1aA, A,aA,. Teda A-ckové mesta su pospajané do kruhu. Podobne, ked si B-ckové mesta usporiadame
do kruhu, tak letecké linky budu lietat ob mesto dalej, teda medzi B, a B;, B, a By, ..., B,_; a By, B, a B,. Preto
jednym peknym spdsobom, ako si mozeme kreslit takéto krajiny je nakreslit si mesta typu A do vonkajsieho

®https://cs.wikipedia.org/wiki/Harmonick%C3%A1_%C5%99ada
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kruhu a mesta typu B do vnutorného kruhu. Krajinu K; mdzeme vidiet na obrazku 1 a niekolko dal$ich malych
krajin (uz bez oznacenia miest) na obrazku 2.

Ay As

Obrazok 1: Krajina K; aj s oznacenim miest

Ak

Obrazok 2: Zndzornenie niekolkych malych krajin

Tato uloha je do istej miery pekne hrava, aspon té ast, ktora zahrna hladanie okruznych ciest v tych krajinach,
v ktorych ide spravit. Treba skusat, v§Simat si a hladat pekné vzory. Dost ndm pri tom pomoze to, Ze z kaz-
dého mesta lietaju prave tri linky. Preto prave dve z nich budu pouzité v okruznej ceste a prave jedna z nich
bude nepouzita. Ked ndjdeme nejaku nepouzitu linku, tak vieme, Ze vSetky ostatné linky, ktoré lietaju z jej
dvoch koncovych miest musia byt pouzité. Taktiez linka musi byt nepouzitd, ked by sme s jej pouzitim dostali
okruh, ktory neprechddza véetkymi mestami. Takéto a podobné tivahy ndm moézu znacne pomoct pri hladani
okruznych ciest.

Takymto skidsanim mozno prist na to, Ze okruznu cestu mozno spravit vo vSetkych krajinach K;,, v ktorych n
nie je tvaru 6k + 5. Priklady okruznych ciest v niektorych malych krajindch st znazornené na obrazku 3.

Kg K4 K7 KS K9

Obrazok 3: Okruzné cesty pre niektoré malé krajiny

V nasom vzorovom rieseni najprv opiseme okruzné cesty v tychto krajinach. Potom ukazeme, ze pre n = 6k+5
nemozno spravit v krajine K,, okruznu cestu. V celom nasom rieSeni budeme indexy miest brat vzdy modulo
n. To znamena, Ze ked niekde napiSeme mesto X; (X € {A, B}) s indexom i mimo rozsahu 1, 2, ..., n, tak tym

myslime mesto Xj, pre ktoré index j ddva po deleni ¢islom n rovnaky zvy3ok ako i. Napriklad Az, = Ay,
A_3 = An_3.
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Konstrukcie

Néjst okruznu cestu pre parne 7 je azda najjednoduchsie. Zjavne staci prejst mestami v poradi

Ay, Ay, By, By, ..., B3, By, Ay, Ayoys .o Ay, Az, Bs, Bs, ..., By, By, Ay

Pre n = 6k + 3, kde k > 1, spravime nasledovnu okruznu cestu:
o Prechadzame mestami Ag;y1, Asiv2> Agi+3> Beirs> Bsivs» Beiry pre i postupne rovné 0, 1, ..., k— 1.
« Dalej prejdeme mestami Agy1, Agks2> Agks3s Boki3> Ba» By, ¢im sa dostaneme opit k malym indexom.

o Este raz prehadzame v smere rasticich indexov mestami Ag;.4, Agiss, Asive> Beire> Bsivs> Bsi+10 pre i po-
stupne rovné 0, 1, ..., k — 1. Skon¢ime tak v meste Bgi,4 = By, z ktorého sa vratime spat do mesta Ay,
kde sme zacali.

Konstruckiu pre n = 3 sme uviedli na obrazku 3 Pre n = 6k + 1, kde k > 1, spravime nasledovnu okruznu cestu:
o Zacneme najskor s mestami As, Ay, Az, Bs, By, A1, Ay, By, By, Bg.
o Potom prechiadzame mestami Ag;, Agii1, Asiv2> Bsiva> Bsivar Bsive Pre i postupne rovné 1, 2, ..., k— 1.
« Nasledne prejdeme mestami Agy, Ask+1> Bok+1> Bek-1, ¢im sa otocime.

« Pokracujeme spét v opa¢nom smere Ag;is, Agiva> Asi+3> Beirss Beir1> Beio1 pre i postupne rovné k—1, k-
2, ... 1.

Vsetky opisané postupnosti miest s zjavne okruznymi cestami.

Nevyhovujuce krajiny

Ostavaju ma uz len n = 6k + 5, o ktorych ukazeme, Ze v nich nie je mozné spravit okruznu cestu. Zacneme
s najmensim pripadom n = 5. Krajina Ks je pekne symetricka, preto moézeme celkom lahko prebrat vsetky
moznosti. BUNV (bez ujmy na vSeobecnosti) okruzna cesta pojde linkou B;A; a stale si mozeme BUNV
povedat, Ze pokracuje linkou A, A,. Z toho dostavame, ze linka A; A5 nebude pouzita. Preto musia byt pouzité
linky BsAs a AsA,. Akbylinka A;B; nebola pouzitd, tak by musela byt pouzita kazda z liniek A, A3, A3A4, B, Bs,
B;Bs, ¢im by sa nam pouzité linky uzavreli skdr ako by presli vSetky mesta. Preto musi byt linka A;B; pouzita.
Dostali sme sa opat do symetrickej situacie, preto si BUNV mozeme povedat, ze pouzita je linka A,A;. Potom
linka A3A, je nepouzita, teda A4B, je pouzita. Aby sme nedostali krats$iu okruznu cestu, tak aj linka B, B; je
nepouzita. Preto su pouzité linky B;B, a B;Bs. Dostali sme tak opat okruznu cestu, ktora vynechala jednu
moznost. Ziadne iné moznosti n4m neostali, preto v krajine K5 okruznii cestu nenajdeme.

Predpokladajme teraz, Ze v niektorej krajine K,,, kde n = 6k + 5, mozno spravit okruznu cestu. Vyberme si
navyse takd krajinu, ktord md najmensi pocet miest. Jej okruznu cestu si ozna¢me C. Pozrime sa na mesta
typu A. Postupnost k miest A;, A;i1, ..., Aik—1 taku, Ze nimi za radom prechddza okruzna cesta C a taktiez
prechadza aj linkami A;B; a A;.x-1Bi1«-1 nazveme tisekom. Pocet miest typu A v useku, teda cislo k, nazveme
dizkou tiseku. Dlzka kazdého tseku je zjavne aspon 2.

Okruzn4 cesta C rozdeli okruh miest typu A na niekolko tsekov. KedZe sucet dlZok tsekov je 7, ¢o je neparne
¢islo, aspon jeden usek musi mat neparnu dlzku. Nech jetousek A;, Ay, ..., Ajk_1, ktory si pomenujeme U.
Nech jeho dlzka k je aspon 5. Kedze linky A;,,B;.2, AiraBitas ..., Aisk—3Bisk—3 sU nepouzité, musia byt pouzité
linky B;B;;2, BisaBitas ..., Bivk—3Bisk—1. Tieto linky vSak spolu s tusekom U vytvoria okruh.

Preto je nas usek U dlhy k = 3. Linka A;,,B;;; nie je pouzitd, preto musia byt pouzité linky B;_;B;,; a By Bi,3.
Z nepouzitych liniek B;B,,,, A;_1A; a A;12A 3 zase dostaneme pouzité linky B;B;_,, B;1»Bii4, Ai-2Ai-1, Ai-1Bi_1,
Bii3A;3 a Aj3A; 4. Dostaneme tak stav ako na obrazku 4.
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Aics Ay A A A; A1 Ao Ais Ay

Obrézok 4: Okolie tiseku dizky 3

Pozrime sa, aké useky sa nachadzaju vedla nasho useku U. Pokial je linka A;_,B;_, pouzitd, dostavame, ze usek
U susedi s usekom dlzky 2. Podobne by sme tisek dizky 2 dostali, ak pouzijeme linku A;,4B;,4. Ak by tsek Uz
oboch strén obklopovali useky dlzky 2, dostali by sme okruh cez 2 - 7 = 14 < 2n miest, ¢o nie su vietky. Preto
jedna z liniek A;_,B;_», A;;4B; 4 musi byt nepouzitd. BUNV, nech je to A, ,B;_,. V takom pripade st pouzité
linky B;_4B;_» a A;_3A;_, a taktiez aj A;_3B,_; a B,_3B;_s. Teda sme dostali dalsi usek dIiky 3 (pozri aj obrazok
5).

Ai;l A’L Ai'Jrl A;+2

Obrazok 5: Dva susedné tiseky dizky 3

Teraz vyhodime z krajiny K,, vietkych 2 - 6 miest s indexmi od i — 3 po i + 2. Sest liniek, ktoré lietali do tychto
vyhodenych miest zo zachovanych miest nahradime linkami A;_4A;,3, Bi_4Bi14 @ B;_sB;.3. Tato krajina K’ ma
stale okruznu cestu: Prechddza z mesta B;_, po p6vodnej trase po mesto B;_s a potom linkou B;_sB;,3. Dalej
pokracuje z mesta B;,3 do mesta B;,4 po pévodnej trase a vrati sa linkou B;,4B;_4 naspat na zaciatok. Navyse,
tato krajina K’ je totozna s krajinou K,,_¢, akurat ma inak nazvané niektoré mesta. To je vSak spor, lebo krajina
K, bola vybrana ako krajina s najmensim poc¢tom miest tvaru 6k + 5, v ktorej mozno spravit okruznu cestu.

Tymto je nas dokaz hotovy, a teda Veronika chce ist do krajiny K|, pre vSetky celé ¢isla n > 3, ktoré nie su tvaru
n =6k +5.
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