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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Kolacik Mojej Starkej (x < 1) opravovali Adam a Juro R.

Zadanie. Veronika nasla na povale babickin recept na famoznu angrestovo-broskyriovo-cviklovo-dyriovii tortu. V
recepte tiez stoji, Ze ak sa pri peceni pouZije carovny sucin ingrediencii, bude torta nielen chutnd, ale aj rozdelitelnd
medzi 12 ludi. Veronike sa to vSak sprvu nezdalo.

Pre $tyri celé ¢isla a, b, ¢, d nazvime carovny siicin hodnotu vyrazu (a — b)(a — ¢)(a — d)(b - ¢)(b - d)(c - d).
Pomézte Veronike ndjst véetky Stvorice celych ¢isel (a, b, c, d) také, Ze Ziadne dve z nich nemajii rovnakii hodnotu
a ich arovny sucin sa da vydelit ¢islom 12 bezo zvysku.

Chceme dokazat, Ze carovny sucin je vzdy delitelny 12-timi. To plati, ak je delitelny tromi aj Styrmi.

Najskor dokdzeme, Ze je delitelny tromi. MoZeme si vS§imnut, ze (a—b) (a—c¢) (a—d) (b-c)(b-d) (c—-d)
su vSetky mozné rozdiely medzi celymi ¢islami a, b, ¢, d.

Aby rozdiel dvoch ¢isel (k — 1) bol delitelny celym ¢islom n, k a I musia mat rovnaky zvy$ok po deleni n.
Napriklad, aby (k — ) bolo delitelné dvoma, tak k a l musia mat rovnaky zvy$ok po deleni dvoma.

St len tri mozné zvysky po deleni tromi: 0, 1 alebo 2. Teda aspon dve z ¢isel a, b, ¢, d budi mat rovnaky zvys$ok
po deleni tromi. Rozdiel tychto dvoch ¢isel bude delitelny tromi a ¢arovny stucin bude preto delitelny tromi.

Teraz potrebujeme dokazat este delitelnost $tyrmi. Sucin bude delitelny $tyrmi, ak budud aspon dva z rozdielov
parne. Rozdiel dvoch ¢isel je parny, ak maju rovnaku paritu. Ak su véetky z ¢isel a, b, ¢, d rovnakej parity, ich
rozdiely budu parne. Ak su tri ¢isla rovnakej parity a jedno je opacnej, tieto tri ¢isla vytvoria tri parne rozdiely.
Napokon, ak st dve ¢isla rovnakej parity a druhé dve opacnej, obe dvojice vytvoria parny rozdiel.

Stcin vsetkych rozdielov bude vidy obsahovat aspon dva parne rozdiely a preto bude vzdy delitelny Styrmi.
Okrem toho sme ukazali, ze bude delitelny aj tromi a teda bude delitelny aj 12-timi ako tvrdi zadanie.

1.2 Ktora Minca Spadla (x < 2) opravovali Kika a Veronika

Zadanie. Na Veronikinu oslavu a chutny koldcik prisla tieZz Bea, ktord si so sebou priniesla aj vrectisko s 10
mincami. Devit z nich je obycajnych, ale desiata je falosnd — md na oboch strandch znak. Bea vybrala z vrectiska
nahodnii mincu, hodila ju a padol na nej znak. Akd je pravdepodobnost, Ze minca, ktorou hodila, bola falosna?

Pravdepodobnost vieme vypocitat ako podiel priaznivych moznosti ku vSetkym moznostiam ktoré mohli na-
stat. Vsetkych stran minci, ktoré mohli padnut, je 20. Kazda strana kazdej mince mohla padnut s rovnakou
pravdepodobnostou 1/20. Vieme, ze padol znak. Z 20 stran minci vo vrecusku je na 11 z nich znak. Kazdy zo
znakov ma rovnakd pravdepodobnost, Ze padol. Na falo$nej minci st 2 z tychto znakov, preto pravdepodob-
nost, ze padla tato minca je 2/11.

Tato tlohu mozZeme ratat aj vSeobecnejsim postupom, a to pomocou podmienenej pravdepodobnosti. Mys-
lienka je podobna, ale ideme na to v podstate opa¢ne. Najprv sa zamyslime, akd je pravdepodobnost toho, ze
ked Bea hodi mincu z vrectska padne znak a bude to jeden zo znakov na falosnej minci. Tato pravdepodobnost
je 2/20 (stane sa to v dvoch z 20 pripadov).

V tejto pravdepodobnosti su ale zahrnuté aj pripady ked namiesto znaku padla druhd strana mince. My podla
zadania vieme, Ze znak padol, tieto pripady teda potrebujeme nejako odstranit. To dosiahneme tak, Ze prav-
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depodobnost, ktoria mame, predelime pravdepodobnostou toho, Ze padol znak (na akejkolvek minci). To je

11/20, vysledna pravdepodobnost teda bude znova % =2/11.

1.3 Krivky Mam Suabezné (x < 3) opravovali Gianetta a Kika B.

Zadanie. Na svojom tanieri nasiel JoZo nakresleny stvoruholnik ABCD, ktory mal strany AB a CD rovnobezné.
Na uhlopriecke AC bol v strede vyznaceny bod S. JoZo si vsimol, Ze trojuholniky ABS a ACD majii rovnaky obsah
a hned vyhldsil, Ze priamka DS je preto rovnobeznd s priamkou BC. Mal JoZo pravdu? Ak dno, ako na to prisiel?
Ak nie, preco?

Potrebujeme nejakym spdsobom vyuzit znalost Ze trojuholniky ABS a ACD maju rovnaky obsah. Obsah tro-
juholnika XYZ vieme vypocitat podla vzorca S = 3|XY||XZ|sin|< YXZ|. VSimnime si ze uhly CAB a ACD st
striedavé a teda | £ SAB| = |2 ACD| = a.

Podla zadania
1 1
5|AB||AS| sina = SAABS = SAACD = §|CA||CD| sin a. (1)

Sinusy v (1) st rovnaké, preto sa vykratia. !

Zo zadania vieme 2|AS| = |CA|. Po dosadeni poslednej rovnosti do (1) dostaneme

|AB| = 2|CD|.

Oznac¢me priese¢nik priamky AB a DS ako bod E.

Z toho ze uhly ASE a CSD su vrcholové a teda rovnako velké, vyplyva, Ze trojuholniky ASE a CSD maju rovnaké
2 uhly (teda vietky 3) a pretoze |AS| = |CS|, su zhodné. Potom |AE| = |CD| = 1|AB|, takZe |BE| = |AB| - |AE| =
|CD|. Dalej vieme, ze uhly CDB a EBD su navzajom striedavé, a teda rovnako velké. Trojuholniky EBD a
CBD st zhodné podla vety sus, pretoze maju rovnaké velkosti stran EB a CD, maju spolo¢nu stranu, a plati
|< EBD| = | < BDC|.

Z toho vyplyva |DE| = |BC|. Teda EBCD je rovnobeZnik, a priamka DE je totoznd s priamkou DS, teda DS a
BC st rovnobezné.

!Zrejme sinus toho uhla nemoze byt 0, lebo ten uhol by musel mat hodnotu 0° alebo 1800 a to v trojuholniku nie je mozné
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1.4 Kila Musia Sediet (x < 5) opravovali Dominik a Bea

Zadanie. Diana neverila Jozovi, Ze sti obsahy trojuholnikov ABS a ACD na jeho tanieri zhodné a tak sa ich
rozhodla odvazit. Pri tomto tikone sa jej akurdt tak podarilo tispesne rozbit Veronike vahu. Veronike tak neostdva
nic iné, iba si objednat novii sadu’ zavazi.

Hmotnost kazdého zavazia moZe byt lubovolné kladné redlne Cislo. Veronika chce, aby sa jej zdvazia dali rozdelit

na 5 kopok, z ktorych kazdd vazi rovnako vela. Podobne chce aj to, aby sa zdavazia dali takto rozdelit na 9 rovnako
vaziacich kopok. Najmenej kolko zdvazi musi Veronika objednat? Aké hmotnosti majii mat?

Na rieSenie uloh ako je tato, je potrebné mysliet na to, Ze nestac¢i len nejaké riesenie najst, ale aj dokazat, ze toto
rieSenie je najlepsie mozné. V naSom pripade to znamena najst najmensi pocet zavazi, ktoré vieme rozdelit
na 5 a zaroven aj 9 rovnako vaziacich kopok. Taktiez treba dokdzat, Ze mensi pocet zavazi by sme takymto
spdsobom nevedeli rozdelit.

Ozna¢me M hmotnost vietkych zdvazi, x = & hmotnost kopky pri rozdeleni na 5 kopok, podobne y = 4.
Medzi x a y je teda takyto vztah: x = 9%

Podme najst najmensi mozny pocet zavazi. Kedze celkovi hmotnost delime na devét Casti, zdvazi musi byt
aspon devit. Je zrejmé, ze devit zavazi s rovnakou hmotnostou nevieme rozdelit do piatich rovnako tazkych
kopok. Pozrime sa, ¢o sa stane, ak by zavazi bolo 10. Pri rozdeleni na devét ¢asti by osem kopok tvorilo prave
jedno zavazie s hmotnostou y. Dve zavazia by tvorili deviatu kopku. Ak by sme takato sadu zavazi chceli
rozdelit do piatich kopok, urcite by na niektorej z nich boli aspon dve s hmotnostou y. To by ale znamenalo,
ze sucet hmotnosti zavazi na tejto kdpke by bol aspon 2y. My ale vieme, ze x = 93}' < 2y.

Z tohto dovodu chceme mat nanajvy$ 5 zavazi s hmotnostou y. Kolko zavazi na to potrebujeme? Po podobnych
uvahach ako v predchadzajicom odseku prideme na to, Ze potrebujeme aspon 13 zavazi. Lebo pri rozdeleni
na 9 kdpok mame najviac 5 zavazi s hmotnostou y, teda na aspon 4 kdpkach musia byt aspon 2 zavazia. Podme
zistit, ¢i nam bude tolkoto zavazi stacit.

Majme 5 zévazi s hmotnostou y.> Okrem nich potrebujeme 8 inych zavazi, ktoré maju splnhat nasledujice
podmienky:

« zavazia sa daju rozdelit na 4 kopky s hmotnostou y

o zavazia sa daju rozdelit na 5 kopok s rovnakou hmotnostou

. 4y 4y 4y 4
Tieto podmienky splna napriklad takato sada: y, y, v, 5, y, ?y, ?y, ?)/’ ?y, g, %’ )g/, %

Ukazme si este, ako sa dé rozdelit na 5 respektive 9 kopok.

4
o rozdelenie na 9 kopok: 5 képok po y, 4 kopky po ?y + g
4
o rozdelenie na 5 kopok: 4 kopky po y + ?y, 1 kopka y + g + % + % + %

Tymto sme dokazali, Ze Veronike bude stacit objednat 13 zavazi s vyssie uvedenymi hmotnostami.

1.5 Kazdy Miluje Sladkosti (x < 8) opravovali Tom4s a Robber-ta

Zadanie. Zatial, co ostatni vediici riesili problémy s vdahou, Ondrej, Dominik a Tomds sa rozhodli rozdelit si n
rovnakych cukrikov, ktoré nevinne lezali na stole. Chcti si ich rozdelit tak, aby kazdy z nich dostal pdrny* pocet

?Za sadu povazujeme fubovolny kladny pocet zavazi lubovolnej hmotnosti.
*Hladdme jednu konkrétnu sadu zavazi, preto ak néjdeme riedenie, ilohu nemusime riesit pre iné pripady.
“Nula je parne ¢islo.
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cukrikov, alebo aby kazdy z nich dostal nepdrny pocet cukrikov. V zavislosti od hodnoty kladného celého cisla n
urcte pocet sposobov’, ktorymi si moézZu chlapci cukriky rozdelit.

Vsetky cukriky st rovnaké. Rozdelme si ulohu na dva pripady, ked je n parne a ked je n neparne. Pozrime sa
najprv na pripad, ked je pocet cukrikov parny. Ak je n parne, tak nemozu vsetci traja dostat neparny pocet
cukrikov, pretoze sucet troch neparnych ¢isel je neparne ¢islo, ¢o je v spore s tym, Ze n je parne. Takze kazdy
chlapec dostane parny pocet cukrikov. Aby sme zaistili, Ze vSetci dostant parny pocet cukrikov, moézeme dat
cukriky do ,balickov® po dvoch a rozdelovat tie. Mdme k = n/2 rovnakych balickov. Chlapci z nich mo6zu
dostat lubovolne vela, aj 0, ale musime rozdelit vsetkych k balickov. Dajme si tieto balicky do radu. Teraz
chceme rad balickov rozdelit na tri ¢asti. Hranice medzi tromi tisekmi vyzna¢ime pomocou dvoch ,,zaraziek®.
Prvy tsek dostane Ondro, druhy Dominik a treti Tomas. Zarazky nam jednoznacne urcia, kto kolko cukrikov
dostane. Zarazku mozeme dat aj na kraj (vtedy je prvy alebo posledny usek 0). Medzier, kam mozeme dat
zarazku aj s okrajmi je k + 1.

Vezmime si pripad, ked druhy usek, prislichajici Dominikovi nie je 0. To je presne vtedy, ked zarazky nie su
v rovnakej medzere. Sposobov ako do tychto k + 1 medzier umiestnit 2 zardzky vyjadruje kombinacné ¢islo

(k+1)=M.

2 2
Ked Dominik ni¢ nedostane, tak zarazky musia byt v rovnakej medzere. Vsetkych medzier je k + 1, vyberame
jednu z nich, do ktorej dame obe zarazky, ¢ize mame k + 1 moznosti.

Pocet vietkych spdsobov, ako rozdelit balicky pri parnom # teda je

(k+1)k+k+1: (k+1)k+2(k+1) _ (k+1)(k+2) _ (n+2)(n+4)'
2 2 8

Teraz sa pozrime na pripad, ked je n neparne. Vsetci traja nemozu dostat parny pocet cukrikov, pretoze sucet
troch parnych ¢isel je parne ¢islo, ¢o je v spore s neparnym n. Takze vSetci traja chlapci musia dostat neparny
pocet cukrikov a musia dostat aspon jeden (0 je parne ¢islo). Kazdy chlapec dostane 1 cukrik plus nejaky
parny pocet cukrikov. Dajme kazdému chlapcovi ten jeden nutny cukrik, ktory musi dostat. Ostane nam n -3
cukrikov, ¢o je uz parny pocet. Z nich musi kazdy dostat tiez parny pocet. Tychto n — 3 cukrikov rozdelime
rovnako, ako sme to urobili, ked bolo #n parne. Takze pre neparne n je rovnako vela sposobov ako pre parne
n -3, teda:
(n-3)+2)((n-3)+4) (n-1)(n+1)
8 8

Este stoji za to spomenut, Ze v pripade ked n = 1 je to rovnako ako pre n = —2 nula spdsobov, pretoze prin = -2
nevieme rozdelovat zaporny pocet cukrikov. Takisto ak mame 1 cukrik, nevieme ho rozdelit trom chlapcom
tak aby mal kazdy neparny pocet cukrikov.

1.6 Kratenie Mocniny Sedemnastky opravovali Juro a MiSo

Zadanie. Jerry s Pedrom sa zase chceli zahrat pocas oslavy videohru. Na to vsak najprv museli rozdelit 17
farebnych kablov do spravnych portov. Tak sa v tom zamotali az musel prist Vodka, ktory im prisliibil, zZe im
pomoze, ak vyriesia nasledovnii tilohu:

7 v7s

Kolko existuje prirodzenych Cisel n, pre ktoré je ¢islo 172°Y - n delitelné ¢islom 17 + 2n?

Dva spdsoby povazujeme za navzdjom rozne, ak aspon jeden z chlapcov méa v kazdom z nich iny pocet cukrikov.
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Pri tlohéch s delitelnostou sa ¢asto oplati pozerat na prvociselné delitele. Cislo 172°' - n ich uz na prvy pohlad
nema prave vela (len 17 a delitele ), a eSte k tomu ¢islo 17 +2n ma byt jeho delitelom. Vezmime si preto nejaké
prvocislo p, ktoré deli 17 + 2n. Toto prvocislo musi potom delit aj 17201 - .

Ak ma prvodislo delit nejaky sucin, musi delit prvého alebo druhého ¢initela. Ak p deli ¢initela 172019, potom
nutne p = 17. Ak naopak p | n, potom p | (17 + 2n) — 2n = 17, takze opit p = 17.

Zistili sme, Ze jediné prvocislo, ktoré moze delit 17 + 2# je 17, takze tato hodnota musi byt nejakou mocninou
sedemndstky. Nech teda 17 + 2n = 17* pre nejaké celé k. Aby bolo n prirodzené, musi platit k > 2. Vyjadrenim
n a naslednym dosadenim dostaneme

17k -17

17% | 172019.#’

a kedze delenie dvomi neovplyviuje delitelnost 17, mame

175 [ 1729 (178 - 17).

Tato delitelnost bude platit prave vtedy, ked sa prvocislo 17 bude nachddzat v rozklade vyrazu 17201°-(17% — 17)
aspon k-krat. Ked mame stcin viacerych ¢initelov, pocet vyskytov prvocisla v jeho rozklade bude rovny suctu
tychto poctov pre jednotlivé ¢initele (prvocisla sa ponasobia dohromady).

Prvy ¢initel (172°1) je delitelny 17 prave 2019-krat. Druhy Cinitel (17% — 17) je zjavne delitelny 17 aspon raz.
Predpokladajme teraz, ze by bol delitelny aspon dvakrét, teda by platilo 172 | 178 — 17. Kedze k > 2, plati
172 | 17*. Po od¢itani z toho vyplyva, ze 172 | 17, ¢o vSak nemdze nastat.

Dostali sme teda, Ze bez ohladu na hodnotu k, je nas vyraz delitelny 17 prave 2020-krat, takze si mézeme zvolit
fubovoIné 2 < k < 2020 a delitelnost bude splnena. Naopak, pre vacsie k splnena nebude. KedZe rozne k nam
daji rozne hodnoty #, existuje prave 2019 vyhovujucich ¢isel n.

1.7 Kradnutie Minci Striebornych opravovali JoZo a Pali

Zadanie. Vo videohre sa zlodejka Robber-ta vidmala do banky. Nasla tam 120 vriec, v kazdom je po 100 rovna-
kych minci. Avsak len jedno vrece je plné striebornych minci. Mince v ostatnych vreciach sui bezcenné, ale sui na
nerozoznanie od striebornych. Vie, Ze striebornd minca vdzi 9 gramov a bezcennd vazi 10 gramov. Robber-ta je
ale na lupez pripravend - kiipila si v Kanianke vreckovii vahu. LenZe, ako mozno od kanianskej vahy ocakdvat,
jej nosnost je len 1000 gramov. V jednom kroku méze Robber-ta poloZit na vahu lubovolné mnoZstvo minci (nie
nutne z réznych vriec) a vaha ukdze ich celkovii hmotnost. Ak vsak Robber-ta polozi na vahu vicsiu hmotnost
ako 1000 gramov, vdha sa pokazi, ni¢ neukdze, exploduje a Robber-ta prehrd. Najdite najmensi pocet krokov,
ktory Robber-ta zarucene potrebuje na to, aby zistila, ktoré vrece obsahuje strieborné mince.

Uvod

Na zaciatku rieSenia nam mozu napadnut nejaké sposoby, ako mdze Robber-ta najst vrece so striebornymi
mincami (dalej len srieborné vrece). Napriklad moze dat v kazdom kroku na vahu jedno vrece. Niektorych
riesitelov mdze napadnut postup ¢asto pouzivany v informatike: Robberta rozdeli vrecia na polovice a z jednej
polovice vriec da na vahu po jednej minci. Pokial vaha ukaze nasobok desiatich, strieborné vrece je v nevyb-
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ranej polovici, v opa¢nom pripade vo vazenej polovici. Takto po prvom kroku dostaneme 60 vriec, z ktorych
jedno bude strieborné. Opakovanim budeme dostavat postupne najviac 30, 15, 8, 4, 2, 1 vreco. Teda uz po 7
krokoch ndjdeme strieborné vrece. V informatike sa postup takéhoto typu nazyva bindrne vyhladdvanie.

Musime vsak pamadtat na to, ze pri takomto type uloh musime dokazat, ze sme skuto¢ne nasli najmensi pocet
krokov. Nie len preto, aby sme sa vyhli strhnutému poctu bodov za chybajtce zdovodnenie, ale aj preto, aby
sme sa vyhli zlému vysledku. Hoci binarne vyhladavanie sa zda byt dost efektivne, po blizSom zamysleni az
tak nevyzerd. TotiZ nijako nevyuziva to, ze v kazdom vreci je az 100 minci. Nevieme to nejako vyuzit na to,
aby sme z vazenia ziskali viac informacie?

Ulohu si najprv trochu pozmenime. Pokuisime sa zistit, kolko najviac vriec mé6ze byt v banke, aby Robber-ta ve-
dela najst strieborné na jedno vazenie. Potom budeme uvazovat dve vazenia a takto budeme pridavat vazenia,
kym budeme potrebovat. Takyto pristup nam umozni najst spravne rieSenie. Navyse, takto aj zdovodnime,
preco Robber-te nemdze stacit mensi pocet vazeni.

Pripominame, Ze do vasich rieSeni staci napisat veci, ktoré si potrebné pre spravnost riesenia. Nie je potrebné
pisat, ¢o ste skusali a ako ste na rieSenie prisli. Konkrétne, z tohoto vzorového riesenia by na tplné riesenie
stacili nasledovné dve alebo posledné dve sekcie.

RieSenie - dolny odhad

Co ak ma Robber-ta iba jedno vazenie? To, Ze vo vreciach je viac minci, vie Robber-ta vyuzit tak, ze vyberie z
nich na vahu rézne pocty minci. Ak ma Robber-ta 14 vriec, tak vie z nich vybrat postupne po 0, 1, 2, ..., 12, 13
minci a dat ich na vdhu. Vaha sa nepretaZi lebo na nej je najviac (0 + 1+ 2 +---+ 13) - 10 = 910 gramov. Ak
vaha ukaze 910 — s gramov, tak vieme, Ze na vahe muselo byt s striebornych minci. Podla toho Robber-ta najde
strieborné vrece. Teda na jedno vazenie vie Robber-ta najst strieborné vrece spomedzi 14 vriec.

Ak by vriec bolo viac, tak Robber-ta nevie z kazdého vybrat na vahu iny poéet — polozila by tam aspon ((0 +
1+2+---4+13)-10+ 14 -9 = 1036 gramov, ¢im by prehrala.® Preto by sme mali dve vrecia, ozna¢me si ich R
a J, z ktorych Robber-ta vazila rovnaky pocet minci. Robber-ta teda nevie rozlisit situacie, kedy st strieborné
mince vo vreci R a kedy st vo vreci J. V oboch pripadoch jej vaha dava rovnaké informécie. Preto na jeden
krok vie Robber-ta rozliit najviac 14 vriec.

Co ak ma Robber-ta dva kroky vézenia? Aby vedela strieborné vrece najst v druhom vézeni, nesmie jej po
prvom kroku ostat skupina aspon 15 vriec, z ktorych v prvom vazeni vybrala rovnaky pocet minci. Teda do
prvého vazenia moze Robber-ta vybrat najviac zo 14 vriec po Ziadnej minci, najviac zo 14 vriec po jednej minci
arovnako po dvoch a troch minciach. Teraz mdze mat Robber-ta na vahe najviac (0-14+1-14+2-14+3-14)-10 =
840 gramov. Aby nepretazila vahu, mdze este na nu pridat po 4 mince z najviac 4 dalsich vriec. Teraz je na
vdhe (0-14+1-14+2-14+3-14+4-4)-10-s = 1000 — s gramov, kde s je pocet striebornych minci. Teda opit
z ukazanej hmotnosti vieme zistit, v ktorej skupine vriec sa nachadza strieborné. Ak by Robber-ta pridala na
vahu ¢o i len jednu dal$iu mincu, uz by sa pretazila. Teda na dva kroky vie Robber-ta rozlisit najviac 60 vriec.

Tymto sme dokazali, Ze Robber-ta potrebuje aspon tri kroky vazenia. Teraz uz nepotrebujeme zistovat, kolko
vriec je schopna rozlisit (modzete si to véak premysliet). Sta¢i nam opisat, ako rozlisi 120 vriec, ¢o ide celkom
jednoducho - staci nam v provom kroku rozdelit vazenie na polovicu.

Postup vazenia

V prvkom kroku si Robber-ta vyberie 60 vriec a vyberie z nich po jednej minci na vahu. Ak vaha neukaze
nasobok 10, Robber-ta pokracuje s vybranymi vrecami, inak s nevybranymi. V druhom kroku si Robber-ta

SNie vietky mince v4zia 10 gramov. V nagom odhade uvazujeme pripad, kedy strieborné vrece je to, z ktorého sme vybrali najviac
minci. Ak by bolo iné vrece strieborné, mali by sme na véhe este va¢$iu hmotnost. Teda Robber-ta by tieZ prehrala.
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rozdeli 60 vriec na skupiny po 14, 14, 14, 14 a 4 vrecia. Skupiny si ocisluje 0, 1, 2, 3, 4. Z kazdého vreca
zo skupiny ¢islo i (i € {0,1,2,3,4}) vyberie na véhu po i minci. Vaha ukdze hmotnost 1000 — s, kde s je
&islo skupiny vriec so striebornym vrecom. Dalej pokracuje s touto skupinou, ktora ma teda najviac 14 vriec.
Vyberie z vriec postupne po 0, 1, ..., 13 minciach na vahu. Z toho zisti pocet striebornych minci na vahe, z
¢oho jednoznacne vie, z ktorého vreca boli vybrané. V kazdom vazeni sme na vahu vybrali najviac 100 minci,
¢im sme ju isto nikdy nepretazili.

Najmensi pocet krokov, ktory Robber-ta potrebuje na najdenie strieborného vreca, je teda 3.

Iny sposob dolného odhadu

Ukéazeme este iny sposob, ako mozeme zd6vodnit, preco 2 kroky vazenia Robber-te nestacia. V tomto pripade
nam staci okrem neho dopisat do riesenia postup vazenia ako je v predchadzajuicej sekcii.

Predpokladajme, ze by Robber-ta vedela najst strieborné mince len na dva kroky. V prvom vazeni moze
Robber-ta polozit na vahu najviac 100 minci. Preto existuje aspon 20 vriec, ktorych mince este neboli va-
zené. Ak by Robber-ta z kazdého z nich vybrala rézny pocet minci, polozila by na vdhu asponn 0-9 +1-9 +
2:9+3...9+---+19-9 = 1710 gramov, ¢o sa nemohlo stat. Preto existuji aspon dve vrecia, ozna¢me si ich
R a ], z ktorych Robber-ta v oboch krokoch dala na vahu rovnaky pocet minci. Robber-ta teda nevie rozlisit
situdcie, kedy su strieborné mince vo vreci R a kedy su vo vreci J. V oboch pripadoch jej vaha déva rovnaké
informacie.

1.8 Kolmicu Musim Spravit opravovali Marek a Stevka

Zadanie. Vodka sa na oslave zacinal nudit, lebo Robber-ta uz nebola s nim, ale vo videohre. A tak sa kamardt
Jozo rozhodol, Ze ho zabavi svojou novou geometriou.

Je dany trojuholnik ABC, v ktorom plati |AC| = 2|AB|. Oznacme O stred kruznice opisanej tomuto trojuholniku.
Os uhla BAC pretina stranu BC v bode D. Nech E je kolmy priemet O na AD. Dalej nech F je bod na priamke
AD rézny od D, pre ktory plati |CD| = |CF|. Dokdzte, Ze uhly EBF a ECF majii rovnakii velkost.

Vodka sa na tilohu pozrel, ihned ju vyriesil a nudil sa dalej...

Na zaciatok sa pokusme vytazit nieCo zo zadania. Ked si nakreslime obrazok, asi ako prvé si poznacime
|<BAD| = | < CAF|, kedZe AD je os uhla BAC. Tiez ndm moze udriet do o¢i, Zze |CD| = |CF|, z ¢oho vieme
| < CFD| = | < CDF|, ¢o sa vdaka vrcholovym uhlom rovnd | < ADB|. Takyto obrdzok nds navadza k tomu, Ze
trojuholniky ABD a ACF st podobné.

KedZe zo zadania vieme, Ze |AB| = 3]AC], spolu s podobnymi trojuholnikmi nés to istym sposobom vedie k
zadefinovaniu stredu strany AC, ozna¢me ho S. Ked ho dokreslime do obrazka, os uhla BAC nas nabada k
osovej sumernosti podla tejto osi. Prave vtedy sa bod B zobrazi na S. To nas zaujima hlavne kvoli tomu, Ze
potom < EBF sa zobrazi na < ESF, kedze body E a F s samodruzné. Teda namiesto |< EBF| = | < ECF| sta¢i
ukazat | < ESF| = | < ECF|, a teda Ze 4-uholnik EFCS je tetivovy.

To sa zvyc¢ajne dokazuje bud pomocou obvodovych uhlov, alebo vdaka tomu, ze sucet jeho protilahlych uhlov
je 180°. KedZe uz z podobnych trojuholnikov ABD a ACF vieme, 7e plati |< ABD| = |<SCEF|, chceli by sme
ukdzat aj rovnost | < SCF| = | < AES|.

Este sme nevyuzili, ze bod E je kolmy priemet bodu O na priamku AD. Taktiez bod O je $pecidlny tym, ze
je definovany ako priese¢nik osi stran trojuholnika ABC. Z toho si mdzme v§imnut, Ze 4-uholnik AEOS je
tetivovy. Preto si na§ hladany uhol AES m6zme preniest na uhol AOS. Toto je uz pomerne bezny a znamy
uhol, kedZe z vety o stredovom a obvodovom uhle plati, Ze | < AOC| = 2-| < ABC|, a teda |< AOS| = |<ABC|. Z
toho mame | < SCF| = |< ABC| = | <« AES]| a to sme chceli.
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Teraz si musime dat pozor na konfiguracie. Bod § je vzdy blizsie k bodu A ako bod C, avsak to nemozno
povedat o vzéjomnej polohe bodov E a F. Ak bod F leZi na polpriamke EA, vieme, Ze plati | < FES| = | <SCF|, a
teda vdaka obvodovym uhlom lezia body F, E, C a S na kruznici (v tomto poradi).

Ak F lezi na polpriamke opacnej k polpriamke EA, plati | < FES| = 180° — | < AES| = 180° — | <SCF|. Z toho
vidime, Ze sucet protilahlych uhlov v 4-uholniku SEFC je 180°, a preto je tetivovy (body st na kruznici v poradi
E,F, C,S). Ak E = F, rovnost uhlov trividlne plati (kedZze ich velkost je 0°).

Iné rieSenie
Ukdazme si, ako inak mozno dokézat tetivovost 4-uholnika EFCS. Znova sme v bode, Ze chceme ukazat rovnost

uhlov | < SCF| = | < AES|. Taktiez uz vieme, Ze | <SCF| = | <ABC|. Teda by sme chceli, aby platilo |< AES| =
|<ABC|.

Moézme si v§imnut, Zze bod A lezi na ramene oboch uhlov. Preto si prenesme uhol ABC po kruznici opisanej
trojuholniku ABC tak, aby jedno jeho rameno lezalo na priamke EA. Ozna¢me si teda bod G taky, ze G lezi na
opisanej kruznici a tiez na priamke EA.

V tomto momente chceme dokdzat, Ze | < AES| = | < AGC|, kde body A, E, G lezia na priamke. Vdaka tomu je to
ekvivalentné s tvrdenim, Ze priamky ES a GC st rovnobezné, resp. Ze usecka ES je stredna priecka trojuholnika
AGC. Mozme si premysliet, Ze bod E je stred tetivy AG prave preto, ze je kolmym priemetom bodu O na
priamku AD. Preto naozaj plati | < AES| = | < AGC| = | < ABC| = | < SCF|.

Samozrejme, existuje este mnoho dalsich rieseni. Niektoré st velmi podobné tym vyssie uvedenym. Niektoré
zas vyuzivaju zaujimavé fakty, ako napriklad, Ze bod D je taziskom trojuholnika ACC’, kde C’ je obraz bodu C
v osovej sumernosti podla priamky AD.

1.9 Kuchtenie Muc¢nika Starkinho opravovali Maridn a Majo

Zadanie. Po oslave sa Veronika vybrala do pivnice, kde nasla dalsi babickin recept. Tiez vyuzival rovnaké in-
grediencie ako ten prvy, ale tentokrdt ich miesal do carovného stvorpomeru. Babicka v recepte tvrdi, ze z tohto
koldca sa vzdy naje aspori 0 ludi. Podme to dokdzat.
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Dokdzte, zZe pre kazdu Stvoricu kladnych redlnych cisel a, b, c, d plati:

a—b+b—c+c—d+d—a>0
b+c ¢+d d+a a+b

Zistite, kedy nastdva rovnost.

Dokaz nerovnosti

O nejakom vyraze mame ukazat, ze nikdy nebude zaporny. Kedze ¢isla a, b, c, d st kladné, je aj ich sucet vzdy
kladny. Preto st menovatele vetkych zlomkov vyrazu na lavej strane dokazovanej nerovnosti vzdy kladné. To
ale neplati o ich ¢itateloch. S ¢islami, ktoré mozu byt zaporné, sa ale v nerovnostiach pracuje velmi neprijemne,
lebo potom nemdzeme vyuzivat niektoré zname nerovnosti ako napriklad AG-nerovnost. Podme preto najprv
upravit dokazovanu nerovnost tak, aby boli vSetky zlomky na favej strane vzdy kladné.

Spravit tieto zlomky kladnymi vieme najlahsie tak, ze k nim pripocitame nejaké konkrétne ¢islo. Tym sa me-
novatele zachovaju, no k ¢itatelu daného zlomku pripocitame nejaky nasobok menovatela tohto zlomku. Aby
sme sa zbavili minusov v ¢itateloch a zaroven Ccitatele obsahovali ¢o najjednoduchsi vyraz, dava zmysel pripo-
¢itat ku kazdému zlomku ¢islo 1. Pozrime sa, ¢o to spravi s prvym zo zlomkov:

a—b+ _a—b b+c_a+c
b+c " b+c b+c b+c

Ked toto spravime pre kazdy zo zlomkov, dostaneme na dokazovanie ekvivalentni nerovnost (nesmieme vsak
zabudnut pripocitat 4 na pravu stranu, 1 za kazdy zo zlomkov):

a+c b+d c+a d+0b
+ + + >4
b+c c¢+d d+a a+b

Sice sme tymto naoko stazili to, ¢o chceme dokazat (nezapornost nejakého vyrazu sa zvycajne ukazuje jedno-

duchsie ako to, Ze je nieco vdcsie alebo rovné ako nejaké ¢islo), no na lavej strane dokazovanej nerovnosti uz
mame iba kladné vyrazy. V§imnime si, ze zlomky na [avej strane maju iba dva typy ¢itatelov: a + c alebo b + d.

To nas mdze navadzat na to, Ze by sa nam mohlo zist to, Ze sa pozrieme na zlomky s rovnakym citatelom.
Pozrime sa najprv na zlomky s ¢itatelom a + ¢ a prepisme ich do jemne krajsieho tvaru:
a+c c+a 1 1

= (a+c)( + )

b+c d+a
Tu si m6zeme vSimnut dal$iu zaujimavi vec - Ze kazdé z ¢isel a, b, ¢, d sa vyskytuje v niektorom z menovatelov
druhej zatvorky prave raz. Zatial ale nemame spdsob, ako ich dat nejako dokopy. Keby sme ale vedeli nejako
tieto zlomky prevratit, tak by sa pekne dali dokopy. Ak mame nejaké skusenosti s nerovnostami, tak tu by nam
uz malo napadnut, Ze potrebujeme pouzit AH-nerovnost.

+
b+c d+a

Na pripomenutie, AH-nerovnost hovori, ze aritmeticky priemer niekolkych kladnych redlnych cisel je vzdy
vacsi alebo rovny ako ich harmonicky priemer. NavyS$e nam hovori, Ze rovnost nastava vtedy, ked st véetky
priemerované cisla rovnaké. Pre dve kladné redlne ¢isla x a y tak AH-nerovnost vyzera takto”:

x+y2 2
2 +

R I=
==

7Skus si rozmysliet, Ze takdto nerovnost pre dve ¢isla naozaj plati a ze rovnost v nej nastava iba vtedy, ked x = y.
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Ked teda pouZzijeme AH-nerovnost na &isla x = - a y = -, dostaneme platnd nerovnost:

LU S 4 _ 4(a+o)
b+c d+a’ (b+c)+(d+a) a+b+c+d

(a+c¢)

Podobnym spdsobom vieme dostat takuto nerovnost aj pre zlomky s ¢itatelmi b + d. Platia tak urcite tieto dve
nerovnosti:
atc c+a 4(a+c)

b+c d+a a+b+c+d
b+d+d+b> 4(b+d)
c+d a+b a+b+c+d

Ich s¢itanim dostavame, Ze plati:

a+c+b+d+c+a d+b> 4(a+c) . 4(b+d) 4(a+b+c+d)
b+c c+d d+a a+b a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Tym sme dokazali, ze plati nami upravena nerovnost. Ta je ale ekvivalentna s tou zo zadania, a tak sme ukazali,
ze plati aj ta.

Kedy nastava rovnost?

Zadanie od nas ale este chce, aby sme ur¢ili, kedy v tejto nerovnosti nastava rovnost. Na to musi nastat rovnost
vo vsetkych nerovnostiach, ktoré sme pouzili. Pouzili sme avsak iba dve AH-nerovnosti, a tak prave v nich
museli nastat rovnosti. Ako sme si uz povedali, v AH-nerovnosti nastava rovnost iba vtedy, ked st priemero-
vané kladné redlne ¢isla rovnaké. Tie su rovnaké v tomto pripade, ak platia pre jednotlivé AH-nerovnosti tieto
vztahy:

1 1
— = = d+a=b
b+c d+a T e
1 1
el — a+b=c+d

Ked scitame tieto dve podmienky, dostavame:
2a+b+d=2c+b+d = a=c

Dosadenim naspét napriklad do prvej z podmienok dostavame rovno b = d. Lahko si overime, Ze pre $tvo-
ricu kladnych redlnych ¢isel (a, b, a, b) naozaj nastavaji rovnosti v oboch AH-nerovnostiach a aj v povodnej
nerovnosti®.

Takze sme ukazali, Ze dokazovana nerovnost plati pre vSetky redlne ¢isla a aj to, Ze rovnost v nej nastane pre
v8etky usporiadané stvorice (a, b, ¢,d) tvaru (a, b,a,b), kde a, b st nejaké kladné reédlne ¢isla.

1.10 Knizka Moja Stratena opravoval Pedro

Zadanie. Veronika v pivnici tiez nasla starv ostichanii knizku. Mimo iného v nej bola legenda o bdjnom uhorskom
kralovstve a tdto tiloha:

7

Dané sii prvocisla p a q také, ze q = 2p + 1. Dokdzte, Ze existuje prirodzené Cislo delitelné q také, Ze jeho ciferny
sucet v desiatkovej siistave je najviac 3.

Inspirované skuto¢nou udalostou a tiez rieSenim Lukasa Gaborika.

8Takato skugka ale nebola nutna, kedZe to, kedy nastdva rovnost, je pre AH-nerovnost ekvivalenciou.
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Najprv odetrime jednoduchy pripad, a to Ze g = 5. Za tohto predpokladu je riesiaci nasobok tohto ¢isla na-
priklad 10. Vidime, Ze ¢ nemoze byt rovné dvom ani trom, lebo by to nesedelo s tym, ze g = 2p + 1, kde p je
prvocislo.

Teraz seridznejsia matika. Vhodni kandidati na ¢isla s cifernym suc¢tom mensim ako 4 st mocniny desiatky,
pripadne sucty niekolkych mocnin desiatky. Preto nie je zIé sa hrat prave so zvyskami mocniny desiatky po
deleni q. Aplikujme Malt Fermatovu vetu na desiatku a upravime:

107'=10% =1 (mod q),
10¥-1=0 (mod q),
(10 -1)(10°+1) =0 (mod q).

KedZe q ako prvocislo deli sucin zatvoriek v poslednej kongruencii, musi delit aspon jednu z nich (a m6zeme
si v§imnut, Ze dokonca prave jednu z nich). Ak g | 107 + 1, tak sme vyhrali, lebo pouzijeme toto ¢islo ako
priklad spominaného ¢isla.

Uvazujme teda naopak, ze g | 107 — 1. Z toho ale vyplyva, ze rad’ prvku 10 modulo g deli prvocislo p a teda je
bud rovny 1, alebo p. Ak je rovny 1, potom musi platit, Ze 10! = 1 (mod q), a teda g = 3, ¢o je spor. Preto rad
10 modulo g je presne p.

Pozrime sa, aké zvy$ky moze nadobudat 10¥ modulo g, pre 1 < x < p. Zjavne pripad 10* = 0 (mod q) nemoéze
nastat, pre g > 5. Ak existuje x, Ze 10* = 2p (mod q), potom 10* + 1 je prikladom ndsobku g s poZadovanym
cifernym su¢tom. Ak existuje x, ze 10* = p (mod q), tak 2-10* + 1 je onym prikladom (stale splfa podmienku
o cifernom sucte).

V pripade, Ze ani jedna z predoslych moznosti nenastava, musia byt zvysky mocnin 10* modulo g, v mnozine
{1,2,...,p-1,p+1,...,2p — 1}. Rozdeliac tito mnozinu na p — 1 dvojic s rovnakym zvyskom po deleni p a
vyuzijuc fakt, ze zvysky 10* modulo g, pre x € {1,2,...,p} musia byt na zédklade vlastnosti radu rozne ¢isla,
dostavame z Dirichletovho principu, Ze aspon jedna dvojica bude dosahovana na oboch svojich prvkoch. Nech
prislichajiice mocniny 10, pre ktoré sa nadobudaju dané zvysky su k, I. Potom zjavne g | 105+ 10"+ 1 a zaroveri
toto ¢islo zrejme spliia podmienky zo zadania.

%v pripade, Ze ste eSte nepoculi o rade, silno odpori¢am pozriet si prvy ¢ldnok tohto pekného zborniku:

http://iksko.org/files/sbornik5.pdf
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