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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kralovna Milujuca Sedlakov (x < 1) opravoval Marek

Zadanie. Kde bolo, tam bolo, bolo raz jedno Uhorské krdlovstvo. V tomto krdlovstve viddla krdlovnd Kika. Kika
vsak nebola iba takd hocijaka kralovnd, ale krdlovna Miest Spdlenych so zlatym trojuholnikom na cele.

Majme rovnoramenny trojuholnik ABC, v ktorom |AB| = |AC|. Bodom A vedime priamku p rovnobeznii so stranou
BC. Kruznica so stredom v bode A, ktord prechddza bodom C pretina priamku p v bode D takom, Ze uhol CAD
je ostry'. Dokdzte, Ze bod D lezi na osi uhla ABC.

Priamka DB bude osou uhla CBA vtedy, ked velkosti uhlov CBD a DBA budu rovnaké a polovi¢né oproti
velkosti uhla CBA. My ukazeme, zZe velkost uhla DBA je polovi¢na oproti velkosti uhla CBA.

Oznadime « = | < BAC|. Z rovnoramennosti trojuholnika ABC vieme, Ze

180° —
|<CBA| = |<ACB| = — %

Nakolko tsecka AD je rovnobezna s tiseckou BC, tak aj

180° — «

|<CAD| =
2

Nakolko bod D je na kruznici s polomerom |AC| a stredom v bode A, tak vzdialenost |AD| = |AC| = |AB|. Preto
je trojuholnik ABD rovnoramenny a vieme vyjadrit velkost uhla ABD. Ten je

180° — |<BAD| 180° —a— =2 1g0° —q
2 B 2 o4

| < ABD| =

Vidime, ze | < CBA| = 2 - | < DBA|, a preto je skuto¢ne tsecka BD osou uhla CBA.

'Teda ak existuji dva mozné body D, vezmime ten s ostrym uhlom.

kms@kms . sk 1 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 2. kola zimnej Casti @@@

2.2 Kubko, Medzinarodny Saso (k < 2) opravoval Dominik

Zadanie. Po tom, ako sa princ Akos vrdtil z vojny, zistil, Ze uz nemal ¢o robit so Zivotom. Aby sa nenudil, dal si
zavolat Jakuba, najsldvnejsieho dvorného klauna Siroko-daleko. Avsak Jakub uz mal tii Cest sa s Akosom spoznat
a velmi dobre si pamidital, Ze pdn uhorsky princ je nielen krvilacny, ale aj velmi naladovy. A tak sa stalo, zZe klaun
dnes pre istotu princovi predvadzal iba svoje slavne Cisla.

Hovorime, Ze prirodzené n-ciferné Cislo také, Ze 3 < n <9, je sldvne, ak spliia tieto dve podmienky:
o (islo obsahuje kazdui cifru od 1 po n prave raz;

o pre kazdu cifru okrem prvych dvoch plati, Ze dvojndsobok danej cifry je vicsi alebo rovny ako sticet dvoch
predoslych cifier.

a) Ukdazte, Ze Ziadne stvorciferné Cislo, ktoré je slavne, nemad cifru 4 ako druhii v poradi.

b) Zistite, na ktorych pozicidch sa méZe nachddzat cifra 7 v sedemcifernom sldvnom Cisle.

Pri rieSeni mnohych uloh, tito nevynimajuc, je dobré zacat jednoduchymi pozorovaniami. Skusme to.

V nasom pripade je dobré zamysliet sa, kde sa v slavnom ¢isle m6ze nachadzat cifra 1. Vieme, Ze 1-ka bude v
kazdom disle, a teda je to pomerne v§eobecny fakt, ktory nam moze pomoct. Druhé pravidlo nam hovori, ze
pre kazdu z cifier okrem prvych dvoch plati, Ze jej dvojnasobok je aspon taky ako stcet dvoch predoslych cifier.
Dvojnasobok 1-ky je ¢islo 2. To je vzdy mensie ako sucet akychkolvek dvoch inych cifier. Z toho vieme, Ze
jednotka bude na niektorom z prvych dvoch miest. Podobne vieme ukazat, Ze 2-ka musi byt na prvych dvoch
miestach alebo za dvojicou 1, 3 v [ubovolnom poradi. V tomto momente by sme mohli pokracovat s dal$imi
ciframi, no my namiesto toho skusime nase pozorovania vyuzit.

Prvé zistenie ndm velmi pomdze v Casti a). Ak md byt totiz v $tvorcifernom ¢isle 4-ka druhd, tak cifra 1 musi
byt na prvom mieste. Ostali nam tak len dve mozné ¢isla — 1423 a 1432. Lahko overime, Ze ani jedno z nich
nie je slavne: v prvom 2 -2 < 1 + 4, zatial ¢o vdruhom 2-2 <4+ 3.2

Na uvod riesenia Casti b) je dolezité povedat, Ze ak pre lubovolnt poziciu ndjdeme jedno ¢islo, ktoré je sldvne,
iné nam hladat netreba. Zatial ¢o ak chceme ukazat, Ze také neexistuje, potrebujeme to ukazat pre vsetky
mozné ¢isla. Overme postupne kazdu poziciu.

Ak by sa cifra 7 mala nachddzat na prvom mieste, za nou musi byt podla pozorovania 1-ka. Otazka je, kam
mozeme dat 2-ku. T4 uz nemoze byt na prvych dvoch miestach, teda ostala len moznost, ze je za dvojicou
1,3. Vieme, Ze 1-ka je druhd. Z toho musi byt 3-ka na tretom mieste, inak pre 2-ku miesto nendjdeme. Lenze
2-3 < 1+7,takze aj tato moznost nas vedie k sporu. 7-ka preto na prvej pozicii byt nemoze.

Obe nase pozorovania vyuzijeme aj pre pripad, ze by 7-ka bola na druhej pozicii. 1-ka potom musi byt prva a
2-ku uz nemozeme dat nikam. Teda ani na druhej pozicii 7-ka nebude.

Pre tretiu poziciu fahko overime, Ze na prvych dvoch musi byt 1-ka aj 2-ka. Kam ale teraz dame 3-ku? Na
$tvrtej pozicii byt nemoze a ani na Ziadnej dalSej, lebo jej dvojnasobok je vidy mensi ako stucet dvoch ¢isel,
ktoré su od nej vacsie.” Takze zase nic.

Ak dame 7-ku na $tvrté miesto, aké ¢islo mdze byt hned za nou? Moze to byt len Cislo véacsie ako 4. Preco?
Dvojnasobok mensich ¢isel je mensi ako 7. Pre 4-ku to tak nie je, lenze to by musela byt presne pred sedmickou
1-ka a z pozorovania vieme, Ze to tak byt nemdze. Preto na piatej pozicii je bud 5-ka alebo 6-ka. Na Siestej
pozicii v§ak potom nemdze byt ni¢ mensie ako 6, z ¢oho vyplyva, Ze mame ¢islo tvaru abc756d. Lenze d musi
byt opét aspon 6, ¢o nie je mozné. Teda ani §tvrta pozicia nevyhovuje.

2Citatel moze tiez postrehnut, 7e uz z druhého pozorovania vieme, ze dvojku neméme kam dat.
*Mensie ¢isla sme uz minuli.
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Pre dalsie pozicie nie je ndro¢né* najst slavne ¢isla. St nimi napriklad 1243756, 1234576 a 1234567.

Sedmicka sa preto v sedemcifernom sldvnom ¢isle moze nachadzat na piatej, Siestej alebo siedmej pozicii.

2.3 Katapult MonS$trudznej Sily (x < 3) opravovali Kika a Barbora

Zadanie. Zakial, ¢o sa uhorsky princ Akos zabaval Jakubovymi sldvnymi Cislami, potajme vyvijal jeho vhlavny
nepriatel Kazisvet Matus Strasny vsemohiici trebuchet. Takyto katapult by navzdy rozmetal krdlovské mestské
steny a vyhnal Kiku z Uhorského kralovstva. Problém viak nastal, ked sa zistilo, Ze takyto mocny katapult mozno
postavit iba na Specidlnej n-uholnikovej podstave.

7 vrs

Najdite vietky celé cisla n > 3, pre ktoré existuje n-uholnik, ktory:

o md celociselné dizky stran;
o kazdé jeho dve susedné strany sii na seba kolmé;

o nedd sa cely pokryt neprekryvajiicimi sa dlazdicami rozmeru 1 x 2, ktorych strany sii rovnobezné so stra-
nami n-uholnika (otdcat ich mozno).

Najprv sa zamyslime kolko-uholniky spliiaji prvé dve vlastnosti. Pre sucet vnutornych uhlov n-uholnika plati,
ze je rovny (n —2) - 180°. ° Strany n-uholnikovej podstavy katapultu maju byt na seba kolmé. Teda kazdy
vnutorny uhol podstavy katapultu musi byt bud 90° alebo 270°. Majme k vnutornych uhlov s velkostou 270°
a (n — k) vnutornych uhlov s velkostou 90° (pretoze spolu méme n vnutornych uhlov). Ak takyto n-uholnik
existuje, tak musi platit rovnost: (n —2) - 180° = k-270° + (n — k) - 90°. To vieme jednoducho upravit na tvar
2n — 4 = n + 2k. Mozeme si v§imnut, Ze vyraz na lavej strane je vzdy parny. Vyraz na pravej strane je parny
prave vtedy, ked n je parne. Teda tato rovnost moze platit len pre parne », ¢o znamena, ze podstava katapultu
moze mat len parny pocet stran.

Teraz skiisme hladat konkrétne n-uholnikové podstavy, ktoré splnaju aj tretiu vlastnost. Ak n = 4, tak si
mdzeme zobrat $tvorec velkosti 1 x 1 a ten rozhodne nejde pokryt dlazdicami s rozmermi 1 x 2. Dalej mdzeme
hladat 6, 8, 10 a viac uholniky a podari sa nam najst napr. takéto ,,schodikové podstavy*:

Po troske skti$ania a ukladania dlazdi¢iek nadobudneme dojem, e ked je najmensia strana dlzky 1, tak to
naozaj nepojde vydlazdit. Uz to len treba dokazat. Pri ulohach s dldzdenim sa ndam mnohokrat oplati vyfarbit
si policka. Bude tomu tak aj v tejto tlohe. Vyfarbime $tvorceky ako policka sachovnice, teda striedavo na bielo
a na ¢ierno. Mozeme to vidiet aj na obrazku.

* Ak neverite, skuste si to.
>Skuste si rozmysliet, Ze toto naozaj plati aj pre nekonvexné mnohouholniky.
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Dlazdica rozmerov 1 x 2 zakryje dva susedné §tvorce, teda jeden biely a jeden Cierny. Vidime, Ze vietky pravé
horné $tvorcéeky (3tvoréeky, ktoré tvoria najdlhsiu diagonalu) su biele. Stvoréeky, ktoré s nimi susedia ($tvor-
¢eky pod nimi) su vsetky cierne. Kazda dlazdicka, ktora nam zakryje horny biely §tvorc¢ek musi zakryt, este
susediaci ¢ierny Stvorcek. Tych je vSak o 1 menej. Z toho vyplyva, ze takéto schodiky sa nedaju pokryt dlazdi-
cami 1 x 2. Takéto podstavy splnaju vietky tri vlastnosti. Hladané 7 st vietky parne ¢&isla, az na ¢islo 2. Mohli
by sme aj zamysliet nad po¢tom bielych a &ernych $tvoréekov. Ciernych je vidy menej. (Rozmyslite si.) Z
toho znova vyplyva, ze takéto schodiky sa nedaji pokryt dlazdicami 1 x 2 a hladanymi n st vSetky parne ¢isla
okrem ¢isla 2.

2.4 Konik Modry Statny (x < 5) opravovali Adam a Roman

Zadanie. Styria rytieri - Liu, Zhen, Ning a David — sa vybrali na uhorsky rytiersky turnaj. Zial, vybrali sa
tam prilis neskoro a v ich meste ostalo uz len 8 koni - ¢ierny, modry, sivy, biely, hnedy, béZovy, brontofiizikovy a
kapurkovy.

Kolko je réznych kombindcii, ako sa mohli do mesta vybrat, ak na jednom koni mohli ist najviac dvaja rytieri a na
ciernom aj modrom konikovi musel ist do mesta aspori jeden rytier? Dve kombindcie povaZujeme za navzdjom
rozne, ak aspon jeden z rytierov prisiel na koni inej farby.

Moznosti ako mohli rytieri prist do mesta je mnoho, dobrym zaciatkom je rozdelit si ich na niekolko skupin,
ktoré skiisime spocitat samostatne. Tychto rozdeleni je viacero moznych, v tomto vzorovom rieseni to spravime
podla toho, kolki z rytierov isli spolu na koni. Su tri rozne skupiny moznosti ako mohli prist do mesta - tie
v ktorych isli rytieri ako dve dvojice, tie v ktorych isli ako jedna dvojica a dvaja samostatne, a nakoniec tie, v
ktorych isiel kazdy sam. Mame tri skupiny, podme kazdu spocitat.

Ak i3li ako dve dvojice, vieme, Ze jedna dvojica isla na modrom koni a druhd na ¢iernom (na tychto dvoch
konoch musi vzdy niekto jazdit). Pozrime sa na modrého kona - pocet roznych dvojic, ktoré na nom mohli ist
je kombinacné ¢islo © (‘21), pretoze vyberame dvoch rytierov zo Styroch a nezalezi ndm na poradi v ramci danej
dvojice. Tym, ze ur¢ime jednu dvojicu sme automaticky ur¢ili aj druht. Celkovy pocet moznosti v pripade, ze
pojdu rytieri ako dve dvojice je teda (3) = 6.

Druha skupina moznosti je, ze i8li ako jedna dvojica a dvaja samostatne. Najprv nas zaujima kolko je moz-
nosti ako vytvorit ti jednu dvojicu. Je to (;) tak ako v predchadzajtcej moznosti. Teraz ideme zistovat kolko
je moznosti ako rozdelit tri posadky (jedna dvojica a dvaja samostatne) na 8 koni. Jedna posadka bude musiet
sediet na modrom koni, druhd na ¢iernom a tretia na jednom zo zvy$nych (budeme ich zatial brat ako jednu
skupinu). Spocitajme moznosti tak, ze budeme posadky postupne usadzat — prva posadka ma tri moznosti kde
moze sediet, druhd dve (lebo niekde uz sedi prva) a tretia si sadne tam kde ostalo miesto. Toje 3-2-1 = 6 moz-

nosti. UZnam ostdva vyriesitlen jednu vec, a to kam si sadne posadka ktord bude sediet na jednom zo zvy$nych

Ak  vdim  pojem  kombinatné  &slo  ni¢  nehovori, kratke  vysvetlenie  je  napriklad tu
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kombina%C4%8Dn%C3%AD_%C4%8D%C3%ADslo
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koni (nemodrom a neciernom). To je ale jednoduché, zvysnych koni je 6, ma preto 6 moznosti. Dajme to teda
dokopy: je (3) moznosti ako vznikne dvojica, 6 moznosti ako sa rozsadia tri posadky a 6 moznosti ako si sadne
jedna z posadok na jedného zo zvy$nych koni. V tejto skupine je teda 6 - 6 - 6 = 216 moZnosti.

Ostava nam uz len posledna skupina - tie moznosti pri ktorych ili vSetci samostatne. Najprv obsadime mod-
rého kona. Na to mame Styroch moznych rytierov, takze 4 moznosti. Na ¢ierneho kona mame 3 moznosti,
lebo jeden rytier uz sedi na ¢iernom koni. Dvaja rytieri sedia, teraz zmenime uhol pohladu a na situdciu sa po-
zrieme oc¢ami tretieho rytiera: potrebuje si sadnut na kona, ostdva mu 6 moznosti. Nakoniec ostava posledny
rytier a vybera si z piatich koni. Dokopy je teda v tejto skupine 4 -3 - 6 - 5 = 360 moznosti.

Kedze vsetky tri skupiny dokopy obsahuju véetky moznosti, vSetkych moznosti ako mohli rytieri prist do mesta
je 6 +216 + 360 = 582.

2.5 Kova¢ Marianosza Spotvoril (x < 8) opravovali Lubo a Ondro

Zadanie. Knieza Maridnosz v den rytierskeho turnaja po prvy raz v Zivote zocil krdlovninu nebeski krdasu zo-
sobneni v jej prenddhernom zlatom trojuholniku a hned po turnaji sa rozhodol, Ze musi mat rovnaky. Ved musi
byt najkrajsi v okoli. Zial, u kovdca si neprecital vieobecné obchodné podmienky a ked prisiel domov, zistil, Ze na
Cele nemd zlaty, ale bronzovy trojuholnik ABC.

Na strane AB trojuholnika ABC sii dané body D a E tak, Ze plati |AD| = |DE| = |EB| a body A, D, E, B leZia
na priamke v tomto poradi. Rovnobezka so stranou AC, ktord prechddza bodom D pretina stranu BC v bode F.
Dalej nech M je stred strany BC. Priamka EM pretina priamku AC v bode P. DokdZte, Ze priamka AF prechddza
stredom tisecky BP.

Mame dokazat, ze stranu BP pretina priamka AF na polovicu. V geometrii maju tato vlastnost taznice troju-
holnika. Pokusime sa teda dokazat, ze usecka AS je taznica. Druhd vlastnost, ktora nam pomoze je, ze taznice
sa pretinaju v £ svojej dizky od vrchola. Zadefinujme si bod S ako priese¢nik polpriamky AF a tsecky BP.

Zo zadania vieme, ze |AD| = |DE| = |EB| = 3|AB|. KedZe robime rovnobezku so stranou AC cez bod D,
dostdvame dva podobné trojuholniky AABC a ADBF a tiez vieme, ze FC = 1|BC|. Teda ak by bol bod C
stredom usecky AP tak usecka BC by bola taznica trojuholnika AABP a bod F by bol taziskom trojuholnika
AABP z ¢oho by vyplyvalo, Ze usecka AS je taznica.

Zadefinujme si bod G ako priese¢nik polpriamok DF a EM. Priamky EM a CD st rovnobezné, lebo EM je
strednou prieckou v trojuholniku CDB. Trojuholniky ADC a DEG maju vSeky dvojice stran rovnobezné, takze
st podobné. Tiez maju rovnako dlhé podstavy AD a DE, takze su zhodné. Vidime, ze AADC = ADEG ~
AAEP. Z tohto dostaneme
IDE| |DG| |AC|] 1

AE| |AP| |AP| 2’
z ¢oho vyplyva, ze bod C je stredom usecky AP, a teda usecka BC je taznica trojuholnika ABP a bod F je
taziskom AABP.

A kedZe usecka AS vychadza z vrcholu A a prechadza cez tazisko F, tak musi byt taznicou trojuholnika A ABP,
a teda deli stranu BP na polovicu.
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2.6 Kralovskych Murov Skolidza opravovali Juro a Juro

Zadanie. Templdar Slavomir, vracajiici sa zo zemi saracénskych domov, si nemohol nevsimniit krivost mestskych
stien. Ako povinnost kdze, ihned o tom upovedomil svoju kralovnii Kiku. Tii to tak vyviedlo z miery, az prikdzala
svojmu najlepsiemu architektovi Mirovi, aby hradby zdemoloval (v tom je on expert) a nahradil ich najnovsim
typom trojcipich hradieb stojacich na $pecidlnej trojuholnikovej sieti.

Rovnostranny trojuholnik so stranou dlzky n je rozdeleny na n® rovnostrannych trojuholnikov so stranou dlzky 1.
Miro si vyberie niekolko z tychto trojuholnikov tak, aby sa po strandch vybranych trojuholnikov dalo prejst medzi
lubovolnymi dvoma z nich. Ndsledne postavi hradby na tiseckdch medzi vybranymi a nevybranymi trojuholnikmi
a tiez medzi vybranymi trojuholnikmi a obvodom velkého trojuholnika. Kolko réznych poctov trojuholnikov si
moze vybrat, ak celkovd dizka hradieb musi byt presne 3n? Na obrdzku moZete vidiet priklad mozného vyberu
trojuholnikov, ktory vyhovuje podmienkam.

Riesenie takejto ulohy sa deli na dve ¢asti. Najskor dokazeme, Ze to nejde pre nejaké pocty trojuholnikov a
potom ukdzeme, Ze vSetky ostatné pocty trojuholnikov vyhovuju, teda ze existuje vhodny vyber trojuholnikov.

Najskor si mozeme vsimnut, ze potrebujeme aspon # trojuholnikov. Kazdy trojuholnik méze prispiet najviac
tromi hradbami. Teda aby sme mali 3n hradieb, potrebujeme aspon n trojuholnikov. Najviac ich mézeme mat
n?, ¢o je pocet malych trojuholnikov v celom velkom trojuholniku.

Ukazeme, ze vietky mozné pocty ktoré si Miro moze vybrat, su presne tie, pre ktoré plati :

« pocet trojuholnikov je vacsi alebo rovny n
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o pocet trojuholnikov je mensi alebo rovny n?

o pocet trojuholnikov ma ta istd paritu ako n a n?

Tu mame jednu moznost pre n = 6 ako si mozeme vybrat 14 trojuholnikov tak aby sme mali 18 hradieb.

Predstavme si, ze nazaciatku su vybraté vsetky trojuholniky a my ich postupne budeme odoberat tak, aby ostali
vybraté tie, ktoré chceme. Na predchadzajucom obrazku sme odobrali vsetky trojuholniky, ktoré uz nie st
vyfarbené. Toto odoberanie trojuholnikov moéZeme robit postupne, vidy po jednom trojuholniku. V kazdom
kroku tohto odoberania trojuholnikov mame 4 moznosti ako sa celkovy pocet hradieb méze zmenit:

Ak odobraty trojuholnik (na obrazku vzdy stredny trojuholnik) ma vsetky 3 strany spolo¢né s vybranymi
trojuholnikmi, ked odoberieme tento trojuholnik, budeme mat o 3 hradby viac.

+3 hradby

B —

6 hradieb 9 hradieb

« Ak odobraty trojuholnik ma 2 strany spolo¢né s vybranymi trojuholnikmi, ked odoberieme tento troj-
uholnik, budeme mat o 1 hradbu viac.

+1 hradba

_—

5 hradieb 6 hradieb

Ak odobraty trojuholnik ma 1 stranu spolo¢nt s inym vybranym trojuholnikom, ked odoberieme tento
trojuholnik, budeme mat o 1 hradbu mene;j.
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—1 hradba

_—

4 hradby 3 hradby

Ak odobraty trojuholnik nema ziadnu stranu spolo¢nu s inym vybranym trojuholnikom, ked odobe-
rieme tento trojuholnik, budeme mat o 3 hradby mene;j.

? ? —3 hradby % %
_—

3 hradby 0 hradieb

Poznamenajme, Ze aj ked odoberame maly trojuholnik na kraji alebo v rohu velkého trojuholnika, pocet hra-
dieb sa bude menit rovnako ako na predchadzajucich obrazkoch. Podla toho s kolkymi vybranymi trojuhol-
nikmi odoberany trojuholnik susedil.

Vsimnime si, Ze vzdy zmenime pocet hradieb o nepérne ¢islo, takze parita po¢tu hradieb sa zmeni zakazdym
ako odoberieme jeden trojuholnik. Teda aby sme sa vratili k 3n hradbam rovnako ako sme mali nazaciatku
procesu, musime menit paritu parny pocet krat, teda odobrat parny pocet trojuholnikov. Mézu ndm teda ostat
len tie pocty trojuholnikov, ktoré st medzi n a n? a maju tu ista paritu ako n?. Este treba dokazat, Ze mozeme
dosiahnut vsetky tieto pocty.

Na to sta¢i najst nejaky postup ktorym dostaneme vetky tieto moznosti. Za¢neme s #n?* trojuholnikmi. V
prvom kroku odoberieme 2 horné trojuholniky a zostane nam stéle 3» hradieb.

Pokracujeme tym istym spdsobom, budeme odoberat 2 trojuholniky v tvare kosostvorca a zostane nam 3n
hradieb po kazdom kroku. Tento proces sa skon¢i, ked nam zostane » trojuholnikov. Posledny krok bude
vyzerat takto :
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JAVAVAVANEEEEERYAVAVAVAN
AAAAALA

Vsetky mozné pocty trojuholnikov ktoré si Miro moze vybrat st teda vSetky polty tej istej parity ako je n a n?
medzi n a n?.
2

To je + 1 moznych poctov trojuholnikov.

2.7 Kombat Mohacskych Soldierov opravovali Jozo a Matds

Zadanie. Obdobie saskovania a turnajov sa skoncilo! Turci na Cele s novym sultanom Kebabom Muhammadom
Sulejmanom tiahli do vojny proti nd$mu Uhorskému krdlovstvu. Urychlene boli vydané rozkazy, aby Akosovi
podriadeni zacali namiesto zapatrosenej cabajky hladat vsetkych bojaschopnych muzov. Ndjdite ich! A rychlo!
Nech sa mozZeme Co najskor vratit k hladaniu klobdsky madarskej stratenej.

Ndjdite vsetky trojice redlnych ¢isel (a, b, c), pre ktoré plati:

1
a-b+ = =1526,

c
1
b-c+ = =1526,
a

+1 1526
c—a+— = .
b

Na zaciatok by sme sa vam chceli ospravedlnit za neprimeranud naro¢nost tejto tlohy. Pri vybrani tlohy sme
ju mali nespravne vyrieSend, ¢o sme zistili len nedavno. Podobné rieSenie malo aj viacero riesitelov. Preto
verime, ze tato uloha bola pou¢na aj pre vas riesitelov, aj pre nas veducich.

Tato tloha je ukazkou toho, Ze nie vSetky veci v matematike st pekné a existuje vela tloh, ktoré maju skaredé
riedenie. Ako uvidite, tdto tloha je jednou z nich. Z rieseni, ¢o ndm poslali rieSitelia, sme vybrali dve. Obe
obsahuje pekné myslienky. Ich spolo¢nou ¢rtou je dopracovat sa k polynomialnej rovnici, z ktorej budeme
vediet riesenia zistit. Najprv vSak uvedieme pre vase poucenie jedno nespravne rieSenie.

Nespravne riesenie

KedZe sustava rovnic je cyklicka, tak moézeme bez ujmy na véeobecnosti predpokladat, ze a je najvacsie z Cisel
a, b, c (inak si premenné cyklicky preznacime). 7 Preto je a — b nezaporné, a tak z prvej rovnice dostaneme

’Cyklické stistava rovnic je takd, v ktorej ked cyklicky zamenime premenné, tak sa nam rovnice nezmenia. Cyklicky zamenit
znamend miesto trojice premennych (a,b,c) dosadit (b,c,a) alebo (c,a,b). Ale pozor! Nemoézeme vo vieobecnosti dosadit aj
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1< 1526. Podobne je ¢ — a a nezéporné, a preto z tretej rovnice mdme 3 > 1526. Spojenim tychto nerovnosti
mame 1 <1526 < 4, ¢iZe £ < ;. Z toho dostdvame, Ze b < c.

Potom vieme povedat, Ze b — ¢ je nekladné a podobnou tvahou z prvej a druhej rovnice dospiet k tomu, ze
1< 1526 < 1. Teda dostavame, Ze mé platit aj a < c. My v8ak predpokladame, Ze a je najvacsie, teda a > c. To
sa moZe stat len ak a = c. Z tretej rovnice tak dostaneme rovno, ze 0 + ; = 1526, teda b = 1/1526. S¢itanim
prvej a druhej zas mdme, Zea —b+b—a+2 = 21526, teda c = a = 1/1526.

Teda rovnica ma len jediné riesenie a = b = ¢ = 1/1526, ktoré zjavne vyhovuje.

Preco je to rieSenie nespravne?
Skuste si toto rieSenie pozorne prejst a najst chybu.

AKko z nerovnosti 3 > 1 vyplyva, e ¢ > b? Po chvilke zamyslenia si isto v§imnete, Ze tato tivaha neplati, ak

c
bc < 0. Vtedy dokonca z toho dostavame, ze ak a je najvacsie, tak musi platit b > ¢, teda nam tato uvaha nic¢

nepovie — nedostavame ziaden dévod, prec¢o by premenné nemohli byt usporiadané ako a > b > c.

Spravne riesenie (podla Lucie Krajcoviechovej)

Oznacime si k = 1526 a premenné si substituujeme nasledovne:®

1
a=k+A, 1_9:3k+B’ c=C-k. (1)
Sustava rovnic sa nam tak zmeni na
1 1 1
k+A- ——+— =k A= + , 2
3k+B C-k 3k+B k-C @
1 1 1 1
—— - C+k+ =k, C-= + , 3
3k+B k+A 3k+B k+A ®)
C-k-k-A+3k+B-=k, A=B+C. (4)
Tretia rovnica sa nam pekne zjednodusila a tak si z nej moézeme A dosadit do prvych dvoch:
B+C= + L
" 3k+B k-C
1 1
C= .
3k+B " k+B+C
Po odstraneni zlomkov mame rovnice
(B+C)(3k+B)(k-C) =4k+B-C, (5)
(k+B+C)(3k+B)C=4k+2B+C. (6)

trojicu (a,c,b). Vtedy by sme dostali napr. rovnicu b —a + % = 1526, ktora v pévodnej stistave nie je. To nam mozZe zmenit aj
mnozinu koreniov. Preto si nemdzZeme bez ujmy na v§eobecnosti povedat, Ze a > b > ¢, lebo iba cyklickym menenim premennych
si ich nevieme garantovane usporiadat. Sice za tohto predpokladu by sme o rieSenia neprisli, ale napr. pri predpoklade a > ¢ > b by
sme dostali len rieSeniesa =b = c.

8K tejto substitucii sa d4 prist napr. postupnym odhadovanim a, b, c. Vieme sa dostat k tomu, Ze k+ i <a<k+ i, 3k < b < 3k+ f—k
a—k+ 5 <c<—k+ 12, & nds moze naviest na tito substitiiciu. Inou motiviciou méze byt zjednodusit si jednu rovnicu, aby sme
z nej mohli jednoducho vyjadrit jednu neznamu.
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Lavu stranu rovnice (6) si ¢iasto¢ne roznasobime

kC(3k+B) + (B+C)(3k+B)C=4k+2B+C
a pripocitame k rovnici (5), ¢im dostaneme
kC(3k+ B) + (B+ C)(3k + B)k = 8k + 3B, (7)

kC(3k + B) + kC(3k + B) = 8k + 3B - kB(3k + B), (8)

_ 8k +3B-kB(3k + B)

2k(3k + B) ®)

Dostali sme tak vyjadrenti neznamu C. Ked ju dosadime do rovnice (5), tak na lavej strane dostaneme

kB? + (3 + 3k*)B + 8k
2k(3k + B)

kB? + (5k* —3)B + 6k> — 8k
2k(3k + B) -

(3k + B)

OBt + 8K3B® + (21K + 6K — 9) B> + (18K° + 34Kk — 48k)B + 48k* — 64K
- 4k2(3k + B) '

Na pravej strane zas mame

3kB? + (17k* - 3)B + 24k® — 8k _ 6k?B + (34k> — 6k)B + 48k* — 16k
2k(3k + B) - 4k2(3k + B) '

Ked dame vsetko na jednu stranu, dostaneme tak polynomialnu rovnicu $tvrtého stupna s premennou B
P(B) = K*B* + 8k’B® + (21k* - 9)B* + (18k® — 42k)B — 48k* = 0, (10)
pripadne s vycislenymi koeficientmi
2328676B* + 28428476608B° + 113877370172487B* + 148951600185560676B — 111776448.

Polyném §tvrtého stupiia ma najviac 4 korene. Jeden z nich je P(-3052) = 0, ktory zodpovedé po dosadeni
rieSeniu a = b = ¢ = 1/1526. Dosadenim vhodnych hodnét vieme zistit, ze P(-4579) > 0, P(-4578) < 0,
P(-4577) >0, P(0) <0aP(1) > 0. Z toho vyplyva, ze polyném P ma aj tri dalsie redlne korene By, B,, B, pre
ktoré plati —4579 < B; < —-4578 < B, < —4577 < 0 < B; < 1. (Uvedomte si, ze -3k = 4578 a —2k = -3052.)
Keby sme velmi chceli, vieme ur¢it aj ich explicitné formy, kedZe pre rieSenie polynomialnych rovnic 4. stupna
existuju vzorce. My sa vSak uspokojime s tym, Ze toto je dostatocny opis troch realnych ¢isel. Pre kazdé B; (pre
i€{1,2,3}) potom vieme uréit

- 8k + 3B; — kB;(3k + B;)
b 2k(3k + B;)

Ai = Bi+ Ci.

Potom podla substiticie (1) uré¢ime spétne hodnoty g, b, c.

Ostdva ndm uz len overit, ze $tyri takto urcené trojice (a, b, ¢) naozaj vyhovuji pévodnej sistave rovnic. Majme
&islo B, pre ktoré plati P(B) = 0 (rovnica (10)). K nemu si uré¢ime C, A postupne podla vztahov (9) a (4). Cisla
A, B, C vyhovuju rovnici (4) vdaka tomu, ako sme ich zvolili. Podobne vyhovuju aj rovnici (5), lebo sme ju
ekvivalentne upravili na polynomickd rovnicu (10). Rovnica (5) je vSak ekvivalentna s rovnicou (2), takze aj
t4 je splnend. Dalej vdaka volbe C vieme, Ze rovnica (7) je splnend. T sme dostali s¢itanim splnenej rovnice
(5) a rovnice (6). Preto mdzeme odcitanim rovnice (5) od (7) spéatne dosat rovnicu (6), ktora je ekvivalentna
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s rovnicou (3). Mame tak, Ze ¢isla A, B, C vyhovuju ststave rovnic (2), (3) a (4). Spatnou substiticiu podla
vztahov (1) zas dostaneme vyhovujtce rieSenie pre pdvodnu ststavu.

Dostali sme tak, Ze nasa sistava ma 4 riesenia, a to trojicu (1/1526,1/1526,1/1526) a tri trojice tvaru

(1526-+fL3 (;-—1526), preie {1,2,3}.

4578 + B;’

Iné rieSenie (podla Lukdsa Gdborika)

Na tvod ulohy si bolo fajn uvedomit, Ze ziadne z trojice ¢isel a, b, c nemdze byt rovné nule, lebo sa nachadzaju
v menovateli. Preto vieme, Ze pri rozoberani moznosti ndm staci iba rozhodovat o kladnosti a zdpornosti
jednotlivych ¢isel a, b, c.

Teraz sa podme pozriet na jednotlivé zo zadania zadané rovnice. Ked ndm porovnavanie neznamych nevyslo,
dal$im dobrym napadom na tvod pri rieSeni takéhoto typu tloh je si zadané rovnice s¢itavat, od¢itavat, pri-
padne si ich este nie¢im prendsobovat, aby sme ziskali nejaky nadhlad a nové informacie. V tejto ulohe si
mozeme v§imnut, Ze ak s¢itame vsetky 3 rovnice dokopy, tak sa nam tam vela premennych navzajom od¢ita a
dostaneme sa ku takejto rovnici:

1 1 1
S+ +-=3-1526. (11)
a Cc

Dalej sa vieme zbavit zlomkov v jednotlivych pociatoénych rovniciach tak, e ich postupne prendsobime c-
¢kom, a-¢kom a b-ckom. Potom s¢itanim troch novovzniknutych rovnic ziskavame rovnicu:

a+b+c= (12)

1526

Vhodnymi tpravami vieme obe tieto rovnice upravit do stavu, Ze na pravej strane budeme mat vyraz tvaru

1

536> @ teda vyrazy na lavych strandch oboch rovnic sa rovnaju. Tak si ich rovnost zapiSme:

a+b+c_
3 =

3
1
+E+

o=

1
a
Tu si moézeme vSimnut, Ze ak st vSetky ¢isla kladné, tak ide o $pecialny pripad nerovnosti medzi aritmetickym a
harmonickym priemerom?, v ktorej rovnost nastava vtedy a len vtedy, ked'a = b = c. Dosadenim do lubovolnej
rovnice potom dostavame, ze a = b = ¢ = 3, pri¢om skuskou ahko overime, Ze toto rieSenie vyhovuje.
Ostava nam este presetrit pripad, ked aspon jedno ¢islo z a, b, ¢ je zaporné. Ak by boli zaporné vsetky tri, tak
na lavej strane rovnice (12) by sme dostali zaporné ¢islo, pricom ¢islo na pravej strane je kladné, o je spor.

Pripustme teraz, zZe dve ¢isla st zaporné. KedZe sustava rovnic je cyklicka, tak mozeme bez ujmy na vSeobec-
nosti predpokladat, ze jediné kladné ¢islo je b. Potom ale ak sa pozrieme na prvi rovnicu zo zadania, tak fahko
uvidime, Ze na lavej strane rovnice dostavame zaporné (islo, zatial ¢o ¢islo na pravej strane je vzdy kladné, ¢o
opat vedie k sporu.

Nakolko sme si prave ukazali, Ze ani vSetky tri, ani prave dve z ¢isel g, b, c nemodzu byt zaporné, tak plati, ze
zdporna moze byt preto najviac jedna z nezndmych. Ked sa pozrieme na to, ze vieme hodnoty a+b+ca1+;+1,

Pokial ste o nej este nepoculi, mozete si o nej preditat napr. na
https://cs.wikipedia.org/wiki/Nerovnosti_mezi_pr%C5%AFm%C4%9Bry.
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tak je klucové uvedomit si ich stvis s Vietovymi vztahmi pre kubické rovnice. Pozndme hodnotu a + b + ca ak
by sme poznali aj hodnoty ab + bc + ca a abc, tak by sme Cisla a, b, ¢ vedeli urcit ako korene kubickej rovnice.
O to viac ndm hra do kariet skuto¢nost, ze abc(: + ; + 1) = ab + bc + ca. Teda nam stali uz urcit len jednu z
hodnét ab + be + ca, abc. Postupujme teraz tak, Ze v poc¢iato¢nych rovniciach zo zadania presunieme nezname
so zapornym znamienkom na pravu stranu a potom rovnice medzi sebou vynasobime. Dostaneme tak:

(a+ 1) (b+ l) (c+ %) = (1526 + b)(1526 + ¢)(1526 + a),

C a

1 1
abc+a+b+c+—+—+—+7:15263+15262(a+b+c)+1526(ab+bc+ac)+abc,
a ¢ abc

1 1 1 1 1 1 1
(a+b+c)+(—+—+—)+—:15263+15262(a+b+c)+1526abc(—+—+—).
a b ¢/ abc a b ¢

Teraz vieme vyuzitim vztahov z rovnice (11) a (12) nahradit niektoré vyrazy, ¢im tto rovnicu zjednodusime.

3 1 X , 3
—— +3-1526+ — =1526° + 1526° - —— + 1526 - abc-3 - 1526
1526 abc 1526

(1526%abc - 1)(3abc + 1526) = 0

Z toho ndm priamo vyplyva, ze abc = = alebo abc = -2, My viak vieme, Ze prave jedno z ¢isel a, b, ¢ je

teraz zaporné. Tym padom tiez vieme, Ze aj sucin abc musi byt zaporny, ¢ize

Teraz sa eSte pozrime, ze comu sa rovna vyraz ab + bc + ac, ¢o pouzijeme neskdr v rieseni. Vieme, Ze:

ab+bc+ac=abc(L+1+1)asacasne vieme, ze abc = —222° a 1 + 1 + 1 = 1526. Potom plati:

1 1 1526
ab+bc+ac=abc(— + -+ —) =" .3.1526 = —1526°.
a b ¢ 3

Dostali sme teda, ze pre a, b, c ma platit

1526
a+b+c=———, ab + bc + ca = —1526 a abc = ———.
1526
To v§ak znamend, Ze a, b, c musia byt korene kubickej rovnice
3 1526
3 2
x) =x - ——x" —1526°x + —— =0. 13
f(x) 526 3 (13)

To, ze tato rovnica ma tri redlne korene vieme overit tym, ze f(—1526) < 0, f(0) > 0, f(1) < 0 a f(1526?) > 0.
Nech teda x, y, z st korene rovnice (13), pricom x > y > z. Ako sme uz ukazali vyssie, tak ak a je najvacsie,
tak musi platit a > b > c. Preto trojica (x, z, ) a ani jej cyklické obmeny (z, y, x) a (y,x,z) nevyhovuji. Ostava
»len“ overit, Ze trojice (x,y,2), (1,2, x) a (2, x, y) vyhovuju nadej ststave. Vdaka cyklickosti ndm to sta¢i overit
pre jednu z nich.
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Zial, spravit skisku spravnosti nie je také jednoduché. Oproti predchddzajicemu rieeniu je toto neprakticky
tvar rieSenia. Korene kubickej rovnice sice vieme najst'’, ale uz tieto samotné korene vyjda dost skaredo.
Dosadit ich do rovnic, miestami ich prevratit a overit, Ze v kazdej rovnici vyjde 1526 je maximalne odpudivé.'!
V zaujme ochrany nasho dusevného zdravia jediné, co ndm ostava, je prenechat tuto otrockd pracu pocitacu.
Existuju kniznice, ktoré takyto typ Gprav zvladaju — miesto toho, aby si pamatali redlne ¢isla priblizne si ich
pamitaju symbolicky, podobne, ako si ich my Iudia zapisujeme na papier. Rovnako vedia takéto symbolické
vyrazy s¢itavat, odc¢itavat, odmocnovat, zjednodusovat ... Prikladom takej kniZnice je sympy v programovacom
jazyku Python. Pre zdujemcov uvadzame program, ktory urci korene nasej kubickej rovnice, dosadi ich do
povodnych rovnic a vetky tieto obludné vyrazy (vo forme lava strana minus 1526) zjednodusi na 0, teda
skuska prejde.

from sympy import Rational, Symbol, solve, simplify

m = 1526

# koeficienty polynomu

a =1

b = Rational(-3, m)

cC = -m ** 2

d = Rational(m, 3)

# Urcenie korenov a, b, c polynomu

x = Symbol(’x’)

a, b, ¢ = solve(a * x**3 + b * x**2 + c * x + d)

# Teraz zapiseme vyrazy pre jednotlive rovnice (prehodime vsetko na jednu stranu).
# Program vypise zjednodusene vyrazy: su to nuly, teda a, b, c sustave vyhovuju

print(simplify(a - b + 1 / c - m))
print(simplify(b - c + 1 / a - m))
print(simplify(c - a + 1 / b - m))

Na zaver podotkneme, Ze vypoctovu techniku sme pouzili iba na vykonanie skisku spravnosti. Vzhladom na
narocnost tejto ulohy povazujeme, Ze to je v poriadku. ZvySok rieSenia obsahuje dostatok peknych myslie-
nok. Pripominame vsak, Ze pokial by pouzitie vypoctovej techniky vyrazne zjednodusilo riesenie tlohy, také
rieSenie zvykneme hodnotit mensim poc¢tom bodov.

Explicitné formy rieSenia
Dostali sme teda, Ze sustava rovnic ma 4 rieSenia: (1/1526,1/1526,/1526), (x,y,2), (y,2,x) a (z,x, y). Priblizné
hodnoty tychto rie$eni st x ~ 1526,00087374437, y ~ 0,000218435998252476, z ~ —1525,99912625638. Z

Lukasovho riesenia sa nam podarilo urcit aj celkom jednoducho explicitné formy tychto rieseni. Pre zvedavcov
ich uvadzame.

L1 (~16268195738937) . Y/~16268195738937+/ -3 + 23286761/3i
1526 4578/-3 + 23286761/3i 4578
1 (~1)% /16268195738937v/—3 + 2328676+/3i L VAL 162681957389375
y= - ’
1526 4578 4578/ —3 + 2328676+/3i
R S 16268195738937v/ 3 + 2328676+/3i 162681957389375
1526 4578 4578v/ -3 + 23286767/3i

19Vjete si o tom precitat napr. na https://en.wikipedia.org/wiki/Cubic_equation
""Mozno z toho bude dobry quest na sustredeni :P.
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kde i = \/-1 je imaginarna jednotka. Ano, v tychto zépisoch sa vyskytuji komplexné ¢isla, no napriek tomu
ide o ¢isla redlne.

2.8 Kvanta Miest Spalenych opravovali Akos a Miso

Zadanie. Akosova nepritomnost neostala nepovsimnutd. Matis ju hned vyuzil na to, aby virhol do kralovstva a
rad za radom plienil uhorské mestd. Bez princovej armddy ho uz nemal kto zastavit, a tak kralovnej Kike ostdvala
len poslednd moznost - rychlo vyslat poslov do ohrozenych miest, aby evakuovali lokdlne obyvatelstvo. Najprv
vSak bolo treba rad ohrozenych miest ndjst.

Ndjdite vetky kladné celé cisla d, pre ktoré existuje celé cislo k > 3 také, Ze ¢isla 1d, 24, ..., kd mozZno usporiadat
do radu tak, Ze stuicet kazdych dvoch susednych Cisel je druhou mocninou celého Cisla (nie nutne toho istého).

Pre kazdé d nas zaujima, ¢i sa da niekolko jeho prvych nasobkov (aspon 3) zapisat do radu tak, aby sucet
kazdych dvoch susednych bol stvorcom - druhou mocninou celého ¢isla.

Takmer vzdy sa oplati zac¢at od najmensich ¢i najjednoduchsich pripadov. Pozrime sa teda najprv na pripad,
kedy d = 1. Pre lepsiu predstavu o tom, aké mame moznosti, si méZeme na papier napisat niekolko prvych
prirodzenych ¢isel a spojit ¢iarou tie dvojice, ktorych sucet je druhou mocninou. Dostaneme tak akysi graf a
chceme vediet, ¢i v nom existuje cesta po ¢iarach cez vsetky ¢isla (vrcholy). S tromi ¢islami to zjavne nejde,
preto skisame dokreslovat postupne dalsie a dalsie ¢isla. Teda zakazdym pridame ¢islo, spojime ho so vSetkymi
existujucimi ¢islami, s ktorymi dava sucet rovny nejakej druhej mocnine a pozrieme sa, ¢i uz existuje cesta cez
vietky cisla. Je to celkom efektivny sposob ako skiasat postupne malé hodnoty k bez nutnosti skusania uplne
vsetkych moznosti.

Ked takto pokracujeme dalej, zistime, Ze pridanim ¢isla k = 15 sa nam cesta naozaj vytvori. Dostaneme takito
postupnost: 9, 7, 2, 14, 11, 5, 4, 12, 13, 3, 6, 10, 15, 1, 8, kde naozaj sucet kazdych dvoch susedov je
$tvorcom. To znamend, Ze ¢islo 1 je jednym z hladanych d.

Dalej si v§imnime, Ze ak vetky ¢leny prenasobime nejakym &islom d, potom aj sticet kazdej dvojice sa vynésobi
d-krat. Preto ak d je druhda mocnina, postupnost

9d, 7d, 2d, 14d, 11d, 5d, 4d, 12d, 13d, 3d, 6d, 10d, 15d, 1d, 8d

je vyhovujtica. Ked totiz v povodnej postupnosti bol sucet dvoch susedov $tvorcom, po jeho prenasobeni
dal$im $tvorcom (¢islom d) dostaneme vzdy znovu $tvorec.

Preskimajme teraz pripady, kedy d nie je druhou mocninou. Ked'si opét skisime podobné grafické znazorne-
nie ako predtym, zistime, Ze ani po pridani dostatocne vela ¢isel sa nas graf neprepoji cely, ostanti aspon dve
oddelené casti, v ktorych sice cesta existovat moze, ale z jednej sa do druhej dostat neda. Podme to dokazat.

Vezmime si nejaké ¢islo d, ktoré nie je $tvorcom. Aby sme nemuseli uvazovat tplne vsetky mozné hodnoty
d, ukdzeme, ze staci uvazovat tie d, ktoré nie su delitelné ziadnou druhou mocninou (kazdé prvocislo v jeho
rozklade je v prvej mocnine). Ak by sme totiz mali vhodné usporiadanie nasobkov pre d = a?p, kde p uz v
rozklade nemad Ziadne prvocislo v druhej ani vy$$ej mocnine, potom mdzeme vydelit vietky ¢cleny postupnosti
a? a dostaneme vyhovujucu postupnost pre d’ = p. Ak boli vietky sucty susedov $tvorcami predtym, po vy-
deleni $tvorcom ostanu §tvorcami (ostanu celociselné, kedze vsetky ¢leny postupnosti st nasobkom d, a teda
aj nasobkom a?). Z toho obmenou plynie, ze ak postupnost neexistuje pre takéto p, nemoze existovat ani pre
d = a’p.

Predpokladajme pre spor, Ze pre nejaké k vieme Cisla 1d, 2d, ... kd usporiadat do radu podla podmienok v
zadani.
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Sucet kazdych dvoch susednych ¢isel bude delitelny d, pretoze vsetky cisla su delitelné d. Kazdy $tvorec, ktory
je delitelny d, je z vlastnosti d delitelny aj d>. Najmensi taky $tvorec je d?, druhy najmensi je 4d. Ked si
vezmeme [ubovolné ¢islo b, ktoré nie je na zaciatku ani konci predpokladaného radu a ozna¢ime jeho susedov
aac, potoma+bajb+ csistvorce, a to rozne (pretoze a a ¢ su rozne). Preto niektory sucet musi byt aspon
druhy najmensi mozny (4d?) a niektoré z ¢isel v rade musi byt aspon jeho polovica, teda 2d2. Pouzité budu aj
véetky mensie ndsobky d, teda pouzité budd uréite d? aj d.

Teraz ukazeme, ze v rade nemozu stat vedla seba také dve ¢isla, Ze jedno z nich je delitelné d? a druhé nie je
delitelné d? (teda je delitelné iba d-ckom), teda Ziadne dve ¢isla tvaru xd? a yd, kde d + y nemoézu v rade stat
vedla seba. Z toho uz vyplyva, Ze v rade mame bud len nasobky alebo len nenasobky d2, ¢o je v pripade d # 1
spor. Stcet xd? + yd ma byt $tvorec delitelny d? (vSetky $tvorce, ktoré vieme ziskat, st delitelné d aj d?). Teda

& | xd* + yd,
& | yd,

dly,

¢o je spor s vyberom y. Hladané ¢isla d su teda prave vsetky druhé mocniny prirodzenych ¢isel.

2.9 Kompletne Marna Situacia opravoval Tomas

Zadanie. Vzhladom na to, Ze Akosa s vojskami stdle nebolo a Matusova armdda sa nezadrZatelne bliZila k
Vysehradu, rozhodla sa krdalovnd Kika povolat svojich troch najspolahlivejsich pomocnikov - Kubka, Marianosza
a Slava. Ti dostali za ulohu preskumat bliZziacu sa hrozbu z nového uhla a ndjst rozumné vychodisko z tejto
Slamastiky. Zial, nech sa na problém pozerali ako len chceli, vysledok bol vZdy rovnaky...

V trojuholniku ABC, v ktorom plati |AB| < |AC|, oznacme D priesecnik osi vniitorného uhla pri vrchole A a strany
BC. Nech P je priesecnik osi vonkajsieho uhla pri vrchole A a kruznice opisanej trojuholniku ABC rozny od A.
Uvazujme kruznicu k, ktord prechddza bodmi A a P. Predpokladajme, Ze k pretina visecku BP v jej vnutornom
bode E a uisecku CP v jej vnuitornom bode F. Dokdzte, Ze uhly DEP a DFP maju rovnakii velkost.

Nazaciatok sa zamyslime, ¢o za bod je bod P. Je to priese¢nik osi vonkajsieho uhla a opisanej kruznice troj-
uholnika ABC. Tento bod je vyznacény pre trojuholnik. Nazyva sa Anti$vrckov bod a je o iom zname, Ze lezi
presne v strede horného oblika BC (toho oblika, ktory obsahuje bod A) na opisanej kruznici. Ak ste o nom
eSte nepoculi, nevadi, teraz si spominanu vlastnost dokazeme.

Oznac¢me si X nejaky bod na priamke AB taky, ze A lezi vnutri usecky BX, aby sa nam lepsie popisovali uhly.
Priamka AP je os vonkaj$ieho uhla, ¢o je inak povedané, ze | <« PAX| = | <« PAC|. Nad tetivou PC médme obvo-
dovy uhol PAC. Nad tetivovou PB médme obvodovy uhol | < PCB| = 180° — | < PAB| = | < PAX| = |< PAC|. Nad
tetivami PB a PC su rovnako velké obvodové uhly, takze |PB| = |PC|. Z toho priamo vyplyvaju zaujimavé veci,
napriklad Ze trojuholnik PBC je rovnoramenny, ze dlzky oblikov CP a PB st rovnako velké, a Ze bod P lezi na
ose usecky BC.
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Pozrime sa teraz na tlohu z opacnej strany. Aby sme dokazali | < DEP| = | < DFP)|, sta¢i ndm dokdazat rovnost ich
doplnkovych uhlov DEB a DFC. Vsimnime si, Ze trojuholniky EBD a FCD uZz maju jednu dvojicu rovnakych
uhlov | < EBD| = | < FCD], kedZe trojuholnik PBC je rovnoramenny. Teda potrebujeme dokézat, Ze EBD a FCD
su podobné, aby mali rovnaké vietky uhly. Ak maji byt podobné, tak v akom pomere to bude? Predsa v
pomere |BD| : |[DC|. To je presne pomer useciek, na ktoré deli priamka AD (¢o je os uhla BAC) tsecku BC.
No a to vSetci vieme, Ze os uhla deli protilahla stranu v pomere zvy$nych dvoch stran trojuholnika. V nasom

pripade v pomere
|BD| |AB|

IDC|  JACI
Chceli by sme ukazat, ze aj strany BE, CF st v tomto pomere, aby trojuholniky DBE a DCF boli podobné.

Podme najst nejaké iné podobné trojuholniky, aby sme vedeli vypocitat dany pomer. KedZe |AB| < |AC|, bod
A lezi na opisanej kruznici medzi bodmi B, P. Dokazeme, Ze trojuholniky ABE a ACF su podobné. Plati
| <ABE| = | < ACF|, lebo ide 0 obvodové uhly nad tetivou AP na opisanej kruznici. Takisto | < AEP| = |< AFP|,
lebo st obvodové na kruznici k, takze sa rovnaju aj ich doplnkové uhly |< AEB| = | < AFC|. Trojuholniky ABE
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a ACF maju rovnaké dva uhly, takze su podobné. Zapisme pomer podobnosti.

[EB| |AB]
IFC| ~ |AC|

Nasledne st podobné aj trojuholniky EBD a FCD, lebo | < EBD| = | < FCD| a obe dvojice strdn su v rovnakom
pomere:

|EB| |AB| |BD|

IFC| ~ |AC|  |DC|

Preto | < DEB| = | < DFC]|, ¢o sme chceli dokazat.

2.10 Konstrukény Mirov Seminar opravoval Marek

Zadanie. Nakoniec sa trio KMS rozhodlo povolat architekta Mira. Miro ako spravny znalec miestnych pomerov
hned vedel, Ze jedinym moznym riesenim v danej situdcii bude konstrukcia vsetkych moznych obrannych funkcii
na nasich krdalovskych mestskych stendch. Taktiez tusil, Ze lokdlne obyvatelstvo si pri tom vytrpi svoje...

Najdite vsetky funkcie f: N — R také, ze
flx+y) = flx) +fy)

plati pre vietky x, y € N také, Zze 105 — 1076 < x/y < 10° + 10°.

Riesenie (podla Lucie Krajcoviechovej)

Kedze y € N, tak ur¢ite y # 0, a preto moZeme podmienku zo zadania prepisat na podmienku (10° — 107%)y <
x < (10° +107%)y. Pre jednoduchost si ozna¢ime m = 10° - 10~¢ a M = 10° + 10-°.

Teraz by nam stacilo hladat funkcie spliiujuce rovnicu f(x + y) = f(x) + f(y) na mnozZine [x,y] € Zc N xN
danou my < x < My. Toto budeme nazyvat podmienkou mnoziny Z. Zadefinujme si este mnozinu Z’ danu
my +2m + 1 < x < My, ktora je podmnozinou Z. Toto budeme nazyvat podmienkou mnoziny Z'. Vsetky
dvojice [x, y] € Z' st tiez z mnoziny Z, takze pre ne plati funkcionélna rovnica zo zadania.

Teraz vieme, Ze pre [x,y] € Z' plati my + 2m + 1 < x < My. A preto platia aj nasledujuce vztahy:

my < x < My,

m(y+1)<x—-1<M(y+1),
m(y+1)<x<M(y+1),
m(y+2)<x—-1<M(y+2).

Nechdvam na rozmyslenie. Preto moZeme napisat, Ze

fix+y) = flx) +fy) = flx = 1) + fly + 1),
flxty+1) =fx) + fiy +1) = flx = 1) + fly +2).

Na to, aby sme toto mohli ukazat, tak sme potrebovali ukazat, Ze dvojice [x, y], [x—1, y+1], [x, y+1], [x—1, y+2]
vyhovuju tiez podmienke mnoziny Z. To presne hovoria predchadzajice nerovnosti.

Upravou dostaneme

f(x) - flx=1) = fly+1) - fy),

https://www.kms.sk/ 18 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti
f) =flx-1) =fly+2) - fly+1).

Porovnanim pravych stran dostaneme

fy+1)=fy) =flx) -flx-1) =y +2) - fly + 1).

Tato rovnica musi teda platit, pre lubovolné y, pre ktoré existuje x také, Ze [x,y] € Z'. Kedy také x existuje?
Napriklad urcite vtedy ked My — (my + 2m + 1) > 1, lebo medzi dvomi ¢&islami, ktoré st odseba dalej ako 1 je
urcite celé ¢islo. To je vtedy ked

2+2m
=102 +10°-1.

y>

Cize y > 10" + 10°. Také najmensie y oznaime y, = 10'2 + 10°. A ozna¢ime konstantu ¢ = f(y, + 1) — f(yo).
Potom vieme, Ze pre vetky prirodzené &isla y > y, plati f(y + 1) — f(y) = fly + 2) — f(y + 1), takZe pre vetky
¥y > yo + 2 plati

o) =2y-1)-fly-2). (14)
Teraz indukciou ukazeme, zZe pre vsetky y > y, plati

f) = (o) + (o + 1) = f(0)) (¥ = 30) = fyo) + (¥ = yo)- (15)

Pre y = y, aj pre y = y, + 1 tvrdenie zjavne plati. Pre y > y, + 2 pouzijeme indukciu vyuzivajicu posledné dva
kroky a rovnicu 14, a induk¢ny predpoklad 15 pre y — 1 a y — 2. Dostaneme

) =2f(y-1) - fly = 2) =2f(yo) +2c(y = 1= y0) = f(yo) = c(y =2 = y)

=f(n) +c(y = yo)-

Tym sme induckiou ukazali, Ze pre vietky y > y, plati f(y) = f(yo) + c(y — yo). Teraz zvolme x = 10%yy, y = y,.
Zjavne x + ¥, aj x su vacsie ako yy, taktiez my < x < My. Takze vyuzitim 15 musi platit aj

fo) =fx+y0) = f(x) = f(yo) +c(x+y0 = y0) = (o) + c(x = y0)) = cyo.

Teraz to iba vhodne dosadime do 15
f) =f(no) +c(y =) = cyo+ c(y = y0) = ¢y. (to)

Teraz potrebujeme dokazat, Ze aj pre vietky y < y, plati f(y) = c¢y. To dokdzeme indukciou, av$ak tentokrat
indukény krok bude klesajuci, tj. z toho, ze (to) plati pre y = y, ukdzeme, ze (to) plati pre y = yo — 1 a z toho
nasledne ukdzeme, Ze (to) plati pre y = y, — 2 atd. Zaroven mozeme predpokladat, Ze pre vsetky y > y, uz
tvrdenie plati, pretoze sme ho dokazali. Pre y = y, pochopitelne mame tvrdenie dokazané. Podme dokazat, ze
(to) plati aj pre y < y,. Zvolme x = 10°y zjavne podmienka mnoziny Z je splnend, a kedze x > y aj x + y > y tak
z (to) mame:

f) =fx+y) = flx) = c(x+y) —ex = cy.
Rovnost f(y) = cy teda plati ako aj pre y > y, tak aj pre y < y,, a teda plati pre vSetky y € N.

Teraz nastala vhodnd chvila, ked treba overit, Ze vSetky funkcie f(y) = cy, pre lubovolné ¢ € R vyhovuju zadaniu.
Nastastie f(x + y) = c(x +y) = cx + ¢y = f(x) + f(y) plati, a preto je to rieSenim nasej funkciondlnej rovnice.
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Iny zaver (podla Jakuba Paradu):

Teda zdverom mame na mysli dokaz, ze pre y < y, (to) plati.

Zvolme si najvacsie y pre, ktoré f(y) nie je linedrna funkcia tj. f(y) # cy. Nech [x, y] € Z. Potom mdZeme pisat
fx+y) = f(x) +f(y). Plati v§ak, Ze f(x + y) je tvaru c(x + y) a f(x) je tieZ tvaru cx. Potom nutne aj f{y) je nutne
cy. Co je spor. Také x, x > y vidy existuje, sta&i zobrat x = 10°y, a pre také ¢&islo je (fo) zarucené.
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