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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Krajina Matematickych Spasov («x < 1) opravovala Robberta

Zadanie. Uprostred stola stdla kristalova gula. Z jedného konca na niu hladel jasnozrivy kralik a z druhej ziifaly
Kebab. Teraz uz vedel, ze nahanat pred bitkou krdlika a skocit za nim do nory bola osudovad chyba. Skonci
rovnako ako Afia, navzdy strateny v Krajine matematickych spasov a nikdy odtialto neujde. A mal pravdu, pretoze
vSevidiaca gula uz hladala ndhodné ¢islo, zatial o krdlik mu poloZil prvii hddanku.

Nech vsevidiaca gula ukdze ndhodné celé ¢islo x medzi 1 a 10'2(vrdtane). Akd je pravdepodobnost, Ze posledné
dvojcislie ¢isla x* bude 11?2

Najprv sa pozrime na to, ktoré ¢isla medzi 1 a 102 daju po umocneni na tretiu posledné dvojcislie 11. Ne-
musime na to skimat kazdé jedno ¢islo zvlast. Staci, ak sa pozrieme na zvysky po deleni ¢islom 100, teda na
véetky mozné posledné dvojcislia. Totiz posledné dvojéislie x nam uréuje posledné dvojcislia x°. Tieto zvysky
mozu byt len ¢isla 0 az 99. Pravdepodobnost vyskytu kazdého dvojcislia je rovnaka, pretoze mame ¢isla od 1
do 102,

Teraz nas zaujima, kolko z tychto poslednych dvojcisli po umocneni na tretiu kon¢i 11. Mézme to urobit
dvoma sposobmi, Sikovnejsie a pracne. Pracny sposob je jednoduchy. Iba vyskiasame vsetky moznosti tak, ze
kazdé ¢islo od 0 po 99 umocnime na tretiu a zistime, ¢i vyhovuje. Sikovnejsi sposob je pre tych, ktorym sa
nechcelo skasat 100 moznosti.

Vieme, Ze ziadne ¢islo delitelné 2 po umocneni nebude koncit 11, lebo posledna cifra musi byt nutne parna.
Rovnako, ani ¢islo delitelné 5 nebude koncit 11, lebo posledna cifra bude bud 0, alebo 5. Teraz by uz stacilo
vyskusat len 40 moznosti. Ak sa pozrieme na ¢isla 0 az 99, ako na zvysky po deleni 10, dostaneme poslednu
cifru ¢isla. Ta po umocneni na tretiu musi byt nutne 1 (aby bolo posledné dvojcislie 11). Takze nam staci
vyskusat len 4 moznosti (1,3,7,9) a zistime, Ze posledna cifra dvojéislia pred umocnenim mdze byt len 1. Uz
len overime, kolko z ¢isel 01,11,21,31,41,51,61,71,81,91 po umocneni na tretiu kon¢i 11.

Nakoniec zistime, ze len 71° = 357911. Preto jediné vyhovujtce posledné dvojcislie zo 100 moznych je 71.
Kazdé posledné dvojcislie sa medzi ¢islami 1 a7 102 vyskytuje rovnako vela krat. Pravdepodobnost, Ze po-
sledné dvojcislie ¢isla x> bude 11 je 1/100.

3.2 Kralik Mitie Sultana (x < 2) opravovali JoZo a Veronika

Zadanie. Sultdnovi sa uz z tiloh zatmieval mozog, niekde pri dvadsiatej hddanke ich uz aj prestal pocitat. Ne-
vldadal. Bol porazeny. Vedel, Ze sa uz nikdy odtialto nedostane a bez jeho velenia turecké vojskd isto prehrajii
bitku pri Mohdci. A kralik? Ten sa bavil. S potmehuidskym tiskrnom vycaroval na stol balicek matgickych kariet
a povedal:

»Tu mds balik 52 matgickych kariet, ktoré som ti prave ndhodne pootdcal tvarou nahor alebo tvirou nadol'. V
jednom kroku smies rozdelit tento balik, jednu cast otocit naopak a umiestnit ju spit na druhii cast. Moja otdzka
znie: , Vies otocit vSetky karty licom nahor bez ohladu na to, ako som ich otocil?* “

'Karty pritom nadalej ostali v baliku.
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Zadanie tejto ulohy sa dalo pochopit dvoma spdsobmi. Nebolo v nom jasne povedané, ¢i vidime otocenie
vSetkych kariet v balicku alebo len jednej karty navrchu.

Ak otocenie kariet na zaciatku nevidime, tak si ho vieme zistit napriklad takto:

Otocenie i-tej karty zistime tak, Ze prvych i kariet v balicku oto¢ime. Teraz mame i-tu kartu navrchu bali¢ka
a vidime jej otocenie. Potom oto¢ime vsetkych i kariet naspat.

Potom vieme pokracovat postupom, ako keby sme karty videli, ktory ilustrujeme nizsie. Preto verime, Ze vam
tato nejasnost v zadani nespdsobila problémy.

Riesenie (podla Martina Stepdnka)

Niekolko kariet na vrchu (aspon 1) je otocenych rovnako. Ak nie je rovnako otoceny cely balicek, je priamo pod
nimi niekolko (tiez aspon 1) kariet otoc¢enych opac¢ne (inak by patrili k pévodnym kartdm). Ak tieto rovnaké
karty zoberieme, oto¢ime opacne a polozime naspit, tak budu stale na vrchu kopky, ale oto¢ené rovnako ako
tie karty tesne pod nimi. To znamena, Ze pocet kariet na vrchu, ktoré su otocené rovnako, sa pri kazdom
takomto kroku zvacsi. Preto sa opakovanim tohto kroku napokon dostaneme az na koniec balicka.

Potom je bud tloha splnend a karty st licom nahor, alebo st vetky licom nadol a cely balicek este raz otoc¢ime.

3.3 Komorna Mudro Sluzi (x < 3) opravoval Ondrej

Zadanie. Vdaka Konstrukcnému Mirovmu Semindru mesto ustdlo vietky titoky Kazisveta Matusa Strasného a
jeho Katapultu Monstrudznej Sily. O chvilu obom strandm doslo, Ze priamym titokom nikto tito vojnu nevyhrd a
tak Matus zahdjil blokddu mesta. Aby sa kralovnd Kika vyhla hladomoru, povolala svoju najmiidrejsiu komornii
Magdu a dala jej za ulohu ndjst vsetky zdsoby jedla. Zdsoby sii vsak poschovivané po celom meste podla velmi
sofistikovaného vzorca tak, aby ich Akos nenasiel a nezjedol ich. Magda vdaka svojmu umu hravo nasla vietky
zdsoby jedla v meste. Ndjdete ich aj vy?

Ndjdite vsetky trojice kladnych celych ¢isel (a, b, n), pre ktoré plati:

al + bl = 2"

Méme ndjst vetky trojice kladnych celych ¢isel(a, b, n), ¢ize a,b,n € N, ze al + b! = 2. KedZze vidime, Ze tam
mame dva faktorialy a 2" tak sa pokdsime ndjst tieto trojice pomocou prvociselného rozkladu.

Faktoridl je také ¢islo ktoré vieme zapisat akon! =n-(n-1)-(n—2)-----3-2-1, ¢o uz samo o sebe vyzerd
podobne ako prvoéiselny rozklad. Cislo 2" zas vieme napisat ako 2" =2-2-2----- 2, &o je prvoéiselny rozklad
Cisla 27,

Zoberme si dva velké faktorialy, také Ze a, b > 3. Tie vieme napisat do rovnice ako a!+b! = 1-2:3-0+1:2-3-5 = 2"
kde o0 a s st zvy$né ¢initele faktoridlu. Z toho vieme vynat 3 a dostaneme 3 - (1-2-0+1-2-s) = 2", z ¢oho
ale vyplyva, ze ¢islo 2" by malo byt delitelné tromi. To ale nie je pravda, lebo v prvociselnom rozklade ma len
dvojky. Takze nam z tohto vyplyva, ze a,b nemoézu byt naraz obidve vicsie ako 2.

Teraz sa pozrime na pripad, ze BUNV ? a > 4, b < 3. Pre b = 2 dostaneme rovnicu a! + 2! = 2", tito mozeme
predelit 2. Dostaneme %' +1 =21 %' vieme, Ze je parne, kedze obsahuje este minimalne 4-ku v rozklade
na sucin. Z toho vyplyva, Ze “7' + 1 je nepdrne, a teda sa nemoze rovnat 2"7! (27! je neparne len ked n = 1,

*Bez ujmy na vieobecnosti si mdzeme vybrat, ktoré z Cisel a, b je mensie. Ak by to bolo naopak, tak len vymenime znalenie,
pretoze a, b hraju rovnaku tlohu v nasej rovnici (rovnica je symetricka vzhladom na vymenu a, b).
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¢o nema ziadne rieSenie, lebo sucet dvoch prirodzenych ¢isel je minimalne 2). Pre b = 1 tiez nesedi parita,
dokonca ak je jedno z ¢isel a, b rovné 1, tak kvoli parite musi byt aj to druhé 1.

Takze sme zistili, Ze obe a, b < 3, ale nemo6zu byt obe naraz rovné 3, a ze ked sa len jedno rovna 1 tak to nema
rieSenie. Z toho mame 4 mozné kombindcie a a b, a to (1,1), (2,2), (2,3) a (3,2). Tieto vieme dosadit a
dostaneme z toho trojice (1,1,1), (2,2,2),(2,3,3) a (3,2,3).

Nasli sme $tyri trojice (1,1,1), (2,2,2), (2,3,3) a (3,2, 3), ktoré spliiaji nagu rovnost a dokazali sme, Ze Ziadne
iné neexistuju.

3.4 Korytnacka Madarskych Sermiarov (x < 5) opravovali Kika a Juro R.

Zadanie. Zatial, ¢o Turci pri Mohdci mdrne hladali svojho sultdna, uhorski generdli domyslali novii vojenskii
taktiku, ktorou by ziskali prevahu nad nepriatelom. Slo o $tvorcovii formdciu s krycim ndzvom ,Korytnacka*,
v ktorej by podla istych pravidiel spolu bojovalo niekolko Sermiarov s bielymi a Ciernymi Stitmi ako jeden celok.
Ziaden generdl viak nevedel predpovedat, ¢i tdto formdcia moZe byt dostatocne velkd na to, aby porazila Turkov.
A to i napriek tomu, Ze sa im podarilo dany problém ziuzit na nasledovnii tilohu:

Majme stvorcovi tabulku zlozenti z n x n mensich stvorcekov. KaZdy stvorcek je zafarbeny bud nabielo, alebo
nacierno. Pre kazdu dvojicu stlpcov a kazdii dvojicu riadkov plati, Ze Styri Stvorceky ich prieniku nesmu byt
jednej farby. Aké najvicsie mozZe byt n?

Najvacsie mozné n je 4. Dokazeme, Ze pre tabulku 4 x 4 sa nam podari ndjst vhodné zafarbenie a pre n vacsie

ako 4 také zafarbenie sa neda najst.

Pre n = 4, takéto vhodné zafarbenie vieme ndjst, staci skontrolovat, ze vsetky $tvorice $tvorcekov, ktoré su
prieniky dvoch riadkov a dvoch stlpcov (Akoby tvoria rohy obdlzniky) maja aspon jeden $tvorcek z kazdej
farby.

Pre n vacsie ako 4, vzdy mozeme ndjst tabulku velkosti 5 x 5 v tabulke n x n. Ak dokazeme, Ze nemoézeme najst
vhodné zafarbenie pre n = 5, tak nebudeme moct najst ani vhodné zafarbenie pre n > 5.

V tabulke 5 x 5 mé kazdy riadok a stlpec 5 $tvoréekov. Teda v kazdom riadku a stpci budt aspon 3 &ierne
$tvorceky alebo aspon 3 biele $tvoréeky. Povieme, Ze stlpec alebo riadok mé dominantnii &iernu alebo bielu
farbu.

KedZze mame 5 stlpcov, tak aspoi tri z nich budt mat rovnaki dominantnt farbu. Mézeme predpokladat ze
tato dominantnd farba je ¢ierna a prvé 3 stlpce maju ¢iernu dominantna.

Ked nakreslime prvé dva stlpce, tak najviac jeden riadok moze mat dva cierne $tvorceky, inak by sme mali
prienik ktory ma 4 $tvorceky rovnakej farby. Vzdy tam bude riadok s dvomi ¢iernymi $tvorcekmi, takze to
musi vyzerat ako na naSom obrazku, len riadky mozu byt poprehadzované.
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Ked chceme pridat 3 &ierne $tvorceky do tretieho stlpca, nemézeme dat &ierny $tvoréek do toho istého riadku,
kde uz su dva ¢ierne $tvorceky. Keby stvorcek x bol ¢ierny, tak ostatné 4 stvorceky v tomto stlpci by museli
byt biele. Ale predpokladali sme, Ze v tomto stlpci su 3 ¢ierne $tvorceky. Teda $tvorcek oznaceny x bude urcite
biely.

Teda 3 zo 4 $tvorcekov y budu ¢ierne. A tedabud 1. a 4. riadok alebo 2. a 3. riadok budu mat ¢ierne Stvorceky v
tretom stlpci a vznikne v tych dvoch riadkoch prienik z dvoma stlpcami tej istej farby. Teda pre n vacsie ako 4,
nemozeme najst také zafarbenie, kde ani jeden prienik pozostavajuci zo Styroch §tvoréekov nie je jednofarebny.

3.5 Kralovicova Manifestacia Stoziarom (x < 8) opravovali Stevka a Toma$

Zadanie. Po vojne je kazdy generdlom. O to horsie, ked nemdte generdla ani pred bitkou. To bol nakoniec i dévod
neslavneho konca tureckej armddy, ktord nedokdzala odoldvat ndjazdom uhorskych konikov. Na pocest tohto
velkolepého vitazstva sa Uhori rozhodli na bojisku vztyéit vitazny stlp, ktory by bol symbolom tohto velkolepého
vitazstva pre mnohé generdcie. Ukdzalo sa viak, Ze vztycit vitazny stlp len tak uprostred bojiska je omnoho tazsie,
ako sa predpokladalo a na jeho vztycenie bude potrebnych kopec obskiirnych prerekvizit. Ved ustidte sami:

Nech ABCD je lichobeznik, kde AB || CD, |AB| > |CD| a |BC| = |CD| = |DA|. Body E a F delia stranu AB na tri
rovnako dlhé casti s tym, Ze bod E je medzi bodmi A a F. Priamky CF a DE sa pretinajii v bode P. Dokdzte, ze
|< APB| = | < DAB|.

Hned na prvy pohlad nam mdze byt podozrivé (ked si zakreslime vSetky priamky a uhly spominané v zadani),
ze bod P je spojeny 4-mi tiseckami so vSetkymi zadanymi bodmi. Dokonca na dvoch z nich je tych bodov viac.
Zaroven vsetky tieto body lezia na dvoch rovnobeznych priamkach. Vdaka tomu mame podobné trojuholniky
PEF a PDC, o ktorych navyse vieme, Ze strana CD je rovnobeznd so stranou EF a zéroven |EF| = |AE| = |FB|.
Skusenej$im by to uz mohlo napovedat, ze narazili na rovnolahlost z bodu P.

Tak si skisme predlZif aj Gsecky PA a PB tak, aby sa pretali s priamkou CD. Ich priese¢niky ozna¢me postupne
G a H. Tym dostaneme niekolko dvojic podobnych (rovnolahlych) trojuholnikov, medzi nimi aj dvojice tro-
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juholnikov PAE, PGD a PBF, PHC. Lahko ukazeme, Ze koeficient podobnosti vSetkych troch spominanych
dvojic je rovnaky. Preto ked plati |AE| = |EF| = |FB|, tak potom aj |GD| = |DC| = |CH].

Vdaka tomu su trojuholniky ADG a BCH rovnoramenné. KedZe lichobeznik je tiez rovnoramenny, mame
|<ADC| = |<BCD)|, preto plati aj | < ADG| = |<BCH|. Vdaka tomu vieme, Ze trojuholniky ADG, BCH su
zhodné.

To ndm zaroven hovori, ze | < AGD| = |<BHC]|, preto trojuholnik GPH je tiez rovnoramenny a podobny s
trojuholnikmi ADG a BCH. Z podobnosti mdme | < ADG]| = | <« GPH|. Uz iba posledny krok, uhly ADG a DAB
su striedavé, preto |< DAB| = | < ADG]| = | < APB|.

3.6 Kompulzorna Mestska Sutaz opravovali Gianetta a MiSo

Zadanie. Vzhladom na nudny charakter obliehania nebolo prekvapenim, Ze sedldci v meste sa zacali nudit. Aby
sa predislo zbytocnym problémom s obyvatelstvom, vydala krdlovnd v mene latinského uislovia panem et circenses
novy kralovsky dekrét, ktory prikazoval sedldkom hrat sa vo dvojiciach nasledovnii hru. A tak sa sedldci zacali
povinne hrat nasledovnii hru:

Sedldk 1 nakresli na mapu 2019 miest a n ciest, pricom kazdd cesta spdja dve rozne mestd a kazdé dve mestd st
spojené najviac jednou cestou. Potom hrd so sedldkom 2 hru, v ktorej na striedacku mazii mestd z mapy spolu
s cestami, ktoré z nich vychddzaju. Prvé mesto maze sedldk 1. Hra konci, ked ostanti na mape len dve mestd.
Pokial su spojené cestou, vyhra sedldk 2, inak vyhrd sedldk 1. Ndjdite najmensie celé Cislo n, pre ktoré md sedldk
2 vitaznu stratégiu.

Pri hladani vitaznych stratégii ¢asto tvorime stratégie tak, ze reaguju na tah stipera. Ked chceme najst najmensie
n, pre ktoré sedlak 2 vie vyhrat, musime dokazat, Ze pre vSetky mensie n vie vyhrat sedlak 1. Pozrime sa teda
najprv na jeho stratégiu.

Hlavnou myslienkou stratégie pre sedlaka 1 bude, ze si mesta budeme chciet rozdelit do dvojic, pricom dve
mesta v dvojici nikdy nebudu spojené cestou. Sedlak 1 sa bude usilovat o to, aby na konci hry ostala prave
jedna z takychto nespojenych dvojic, ¢im vyhra. Na zaciatku sedldk 1 zmazZe niektoré mesto, ¢im ostane parny
pocet miest. Potom vzdy zmaze druhé mesto v dvojici, z ktorej v predchadzajucom tahu zmazal mesto sedlak
2. Sedlak 1 je ten, kto tvori mapu, a teda modze nakreslit vSetky cesty okrem ciest medzi svojimi vybranymi
1009 dvojicami miest.
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Vsetkych dvojic miest je (*)°) = 222208 pricom (*)”) je kombina¢né &islo, ktoré nam vyjadruje, kolko

existuje dvojic z 2019 prvkov. Sedlakovi 1 stac¢i vynechat 1009 z nich. Ak teda n < (20219) - 1009, sedldk 1 ma
vitaznu stratégiu, ktora funguje presne takto:

1. Sedlak 1 si na zaciatku poparuje mesta do 1009 dvojic, jedno ostane nesparované.

2. Medzi véetky dvojice miest okrem tychto 1009 parov prida cestu, ¢im vznikne (20219) — 1009 ciest. Ak je
n mensie, tak nejaké cesty nepridd, na stratégiu to nema vplyv.

3. V prvom tahu sedlak 1 zmaze nesparované mesto.

4. V kazdom dal$om tahu zmaze sedlak 1 mesto, ktoré je vo dvojici s mestom, ktoré prave zmazal sedlak 2.
V kazdej dvojici po sebe iducich tahov (najskor sedlak 2 a potom sedlak 1) zmizne jedna dvojica miest.

5. Ked uz budu existovat iba 2 mest4, je to jedna z dvojic, ktoru si sedldk 1 zvolil na zaciatku, teda nie st
spojené cestou, ¢ize sedldk 1 vyhral.
Pozrime sa teraz na pripad, kedy n > (20219) —1008. To uz mame cesty takmer medzi kazdou dvojicou miest.
Presnejsie, existuje najviac 1008 dvojic miest, ktoré nie st spojené. V§imnime si, Ze sedlak 1 ma 1009 tahov a
sedlak 2 ma 1008 tahov (aby nakoniec ostali prave dve mestd). Sedlak 2 vie teda (nezavisle na tahoch sedlaka
1) vkazdom svojom tahu zmazat jedno mesto z niektorej nespojenej dvojice. Ak uz z kazdej nespojenej dvojice
zmazal aspon jedno mesto, dalsie tahy moze robit lubovolne (napriklad ak # je este vacsie alebo nejaké mesto
patrilo do viacerych dvojic atd.). V kazdom pripade z kazdej dvojice povodne nespojenych miest bolo aspon
jedno mesto zmazané, a teda dvojica miest, ktora ostala na konci, je nutne spojena cestou a sedlak 2 vyhral.

Ukazali sme, ze najmensie n, pre ktoré ma sedlak 2 vitaznu stratégiu, je (20219) - 1008 =2018-1009 + 1.

Poznamky opravovatela

Mnohi z vas si poriadne neuvedomili, ¢o vSetko zadanie tlohy pozadovalo. KedZze mame hladat najmensie
celé n splitajice dand podmienku, musime ukazat, Ze pre vietky mensie n mé vitaznu stratégiu sedlak 1, zatial
¢o pre najdené n ma vitaznu stratégiu sedlak 2. Ked ukazujeme, Ze niektory sedlak mad vitaznu stratégiu, musi
tato stratégia fungovat bez ohladu na to, ¢o robi druhy sedlak.

Mnohé rieSenia postupovali nespravne tak, Ze nasli nejaké rozmiestnenie ciest (vda¢sinou sa zvolilo 1010 miest,
ktoré sa pospdjali véetky navzajom a este sa napojili na véetky zvy$né mestd, ¢im vzniklo (10210) +1010- 1009
ciest, asi o $tvrtinu menej ako n = (20219) —1008) a o tomto rozmiestneni ukazali, Ze ak don pridame ubovolnu
daldiu cestu, sedlak 2 vyhra. To vs8ak nie je spravne, pretoze sedlak 1 moze cesty nakreslit uplne inak (ako

mozete vidiet v rieSeni) a vyhrat aj pri este vy$Som pocte ciest.

3.7 Kruhy Medzinarodnej Sarvatky opravoval Marek

Zadanie. Mesto odolalo obliehaniu. Matus pokuseniu vyhodit svojich neschopnych generdlov zo skupiny. A Akos
nutkaniu zastavit sa cestou z bojiska v najblizsom mdsiarstve po klobdsku. Tak sa stalo, Ze vsetko toto sa stretlo na
jednej kope a vsetci Zili v obliehant, sice nie stastni, ale aspori dokym nepomreli. Mesto obkliicili Mirove hradby,
ktoré obklucil Matus, ktorého obkliicila Akosova armdda. A pletky s kruznicami sa mohli zacat,

Dané sii kruznice ky a k,, ktoré majui stredy Oy a O, a ktoré sa pretinajii v bodoch A a B. Priamka O, A pretina k,
v bodoch A a C a priamka O,A pretina k, v bodoch A a D, pricom A je vnutornym bodom tiseciek O,C aj O,D.
Priamka rovnobeznd s priamkou AD, ktord prechddza cez bod B pretina k, v bodoch B a E. Predpokladajme, Ze
priamky AC a DE sii navzdjom rovnobezné. DokdZzte, Ze priamka CD je kolmd na priamku CO,.
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Priprava pred tilohou. Plan ttoku na tato ulohu bude nasledovny, dokazeme, ze O, O,, C, D lezia na kruznici.
Potom dokazeme, ze | < DCO, | + | < O,CO,| = 90°. Na to v$ak vyuzijeme niektoré poznatky z geometrie, ktoré
bez dokazov sformulujeme do Lemy 1 a Lemy 2. Dokazy si mozete skusit spravit na domacu ulohu. :)

Lema 1. Majme kruznicu k a v nej dve rovnobezné tetivy t, a t,, potom body A,B € knt;;A # BaC,D ¢
k N t,; C # D tvoria rovnoramenny lichobeznik.

Lema 2. Predpokladajme, Ze body Y, Z lezia v tej istej polrovine danej priamkou WX. Potom body W, X,Y,Z
lezia na kruznici prave vtedy, ked plati | « WYX| = | « WZX]|.

Riesenie. Oznalme |<ACO,| = a. Kedze trojuholnik ACO, je rovnoramenny, tak aj |< O,AC| = a. Potom
aj |<DAO,| = a, pretoZe, sa jednd o vrcholové uhly. Taktiez vieme, Ze trojuholnik O;AD je rovnoramenny s
ramenami O;A a O;D. Tedaaj|< O,DA| = a azrovnosti| < ACO,| = a = | < O, DA| vidime, Ze body O, O,, C, D
vdaka Leme 2 lezia na kruZznici. E$te podotkneme, Ze body C, D vskutku leZia v tej istej polrovine danej priam-
kou Oy, O,.

Dodefinujme bod G ako druhy priese¢nik priamky AO; s kruznicou k;. KedZe tetivy GA a ED su rovnobezné
tak podla Lemy 1 je GADE rovnoramenny lichobeznik, a preto plati pre uhly |[< DAG| = | < AGE| = a. Dalej,
kedZe body AEGB lezia na kruZznici tak musi taktiez platit, Zze | < AGE| = | < ABE| = a. KedZze priamky O,D a
BE st rovnobezné (zo zadania), tak uhly |< ABE| = | < BAO,| = a. A nakoniec, kedze AO,B je rovnoramenny
trojuholnik tak | < AO,B| = 180° - 2a.

Je zndme, Ze spojnica AB je rozpolend spojnicou stredov kruznic O; O, a preto uhol | < AO, 0, | = 90°—a. No ale
z tetivovosti O; 0,CD je jasné, Ze aj | < O;CD| = 90° — a. A teraz si spomenieme, Ze na zac¢iatku sme si povedali,
7e | < ACO,| = a, takze dokopy, | < O,CD| + | < ACO,| = 90° — a + a = 90°. Co je to, ¢o sme chceli dokazat.

3.8 Koncime s Marnou Situaciou opravoval Juro

Zadanie. Viacndsobné obliehania nevyhovovali nikomu. Bolo preto prirodzené, Ze kralovnd potrebovala ndjst
rozumné riesenie tejto situdcie. A tak sa stalo, Ze poverila svojich troch najlepsich pomocnikov Kubka, Maridnosza
a Slava, aby jej nasli vsetky mozné riesenia. Potom by si uz sama vedela polahky vybrat to najlepsie z nich.
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Ndjdite vsetky prirodzené Cisla n také, Ze rovnica

1 1 1
— 4 - = —
X y n

md prave 2019 rieSeni tvaru (x,y), kde x a y sii prirodzené Cisla také, Ze x > y.

Za¢nime jednoducho - vyndsobme rovnicu vSetkymi menovatelmi. Dostdvame n(x + y) = xy. Ozna¢me § =
NSD(x,y). Dalej oznaéme

Lema. a, b, c su celé ¢isla.

Dékaz lemy. a, b st zjavne celé. Co sa tyka ¢, mdme
n(x+y)=xy,
né(a+0b) = (da)(db),
n(a+b) = abd.

Vieme ale Ze a, b st nesudelitelné, a tedaa 4+ (a+b) = a | n. Obdobne b | n, a aj spolu ab | n.

HIadajme pocet vietkych prirodzenych trojic a, b, ¢ takych, Ze spliajii nasledujiice podmienky:
abc=n, NSD(a,b)=1, a>b. (1)

Lema. Pre kazdu trojicu Cisel a, b, ¢ splitajiicu podmienky (1) existuje prave jedna dvojica &isel x, y spliajtica
zadanie. Opacne tiez, pre kazdé x, y splnajuce zadanie existuje prave jedna trojica a, b, c. Teda je ekvivalentné
pocitat pocet trojic a, b, ¢ splnajucich (1) ako pocitat pocet dvojic x, y splnajicich zadanie.

Dokaz lemy. Plati
Lyl 6= (a+b)
—+—=— < 0= (a+b)c
ad  bd abc
Stacizvolitx = ad = a(a+b)c, y=0bd = b(a+b)c. Opalne, trividlne vieme Ze x, y jednoznac¢ne uréuju trojicu
a, b, c. Takze existuje jednoznacné prepojenie medzia,b,ca x, y.

Co sme tym ziskali a ¢o sme vlastne spravili? Zjednodusili sme si zadanie tak, aby sme dostali nestidelitelné
¢isla a, b, u ktorych vieme lahko pocitat sucin - sledujte dalej. Hladajme teda kolko trojic a, b, ¢ splnajuacich (1)
existuje. Uvazujme prvociselné rozklady. Ozna¢me

NI N
« n=pylept

. a=pip
B

* bzpll”'Pkl>

- c=piepy

Z prvej podmienky v (1) musi platit N; = a; + 8, + y,, z druhej podmienky musi byt bud «; = 0 alebo 3, = 0.
Tretiu podmienku vyuzijeme neskor aby sme iba vydelili pocet rieseni dvoma.

Nech je dané n (a teda dané N;). Lubovolne si zvolme «; < N;. Na to mame presne N; + 1 moznosti. Ak
a; # 0, tak mdme jednoznacne urcené aj B, = 0,y, = N; — a;. Ak a; = 0, tak madme N, + 1 moznosti ¢o moze
byt B, < N;. Takze N, + 1 moznosti pre a;, N; + 1 moZnosti pre 8, spolu 2N; + 2 moznosti. Pozor, moznost
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ze ay = f3, = 0 sme zapocitali dvakrat, teda celkovy pocet moznosti ako sa mézu pokombit mocniny pri p; je
2N; + 1.

Obdobne pre p,, ..., px. Celkovy pocet moznosti bude teda (2N; + 1)(2N, + 1)...(2N, + 1). Tymto sme ale
nasli véetky moznosti, nie len také kde a > b. Ak a = b tak musi zjavne byta = b = 1, ¢ = n a je to iba jedna
moznost. Pre zvy$né plati a > b. My sme ale zapocitali v nasich moznostiach aj tie, kde b < a, teda skuto¢ny
pocet rieSeni bude

s (2N; +1)(2N, +1)...(2N, + 1) - 1
2
(2N; +1)(2N; +1)...(2Nc +1) =2- (2019 - 1) + 1 = 4037 = 11 - 367

= 2019

Nutne teda N3 = --- = Ny = 0, pretoze sucin viac ako troch ¢isel nemdze byt 4037. Co mimo iné znamena ze n
bude mat maximalne dva prvociselné delitele.

Dalej (2N; +1)(2N, +1) = 11-367. Plati tedabud N, = 0 a N; = 2018, alebo N; = 5, N, = 183. Ak si tieto &isla
dame do definicie ¢isla #, ziskame vysledok.

Odpoved: Rovnica mé 2019 rieSeni prave vtedy ked n = p2°!8 alebo n = p>p# pre lubovolné prvolisla py, p,.

3.9 Kamosi Myslou Sprzneni opravoval Jozo

Zadanie. Nakoniec sa v kralovstve rozhodli pre mierumilovné riesenie a vyslali Kubka aj s jeho tizasnymi trikmi
za Matusom, aby mu roztopil srdiecko a nasiel dobro v jeho dusi. Keby mal Matus nejakych kamardtov, tak by
nemal potrebu si ni¢ dokazovat a z vlastnych rozmarov plienit polku uhorského krdalovstva. Nakoniec sa Kubko
zjavil v Matiisovom stane a zacal s celnym titokom na mozného nového priatela.

Kubko si napise na celo n redlnych Cisel vratane nuly. Potom sa s nimi hrd. V jednom kroku si zoberie nenulovy
mnohoclen, ktory mad za koeficienty Cisla, ktoré sii napisané na cele’, a pripise si na Celo vietky jeho korene.
Kolko najmenej cisel si musi Kubko napisat na celo, aby po konecnom pocte krokov vedel na Cele dostat Cisla
-2019, -2018, ..., -2, -1, 0, 1, 2, ..., 2018, 2019?*

Predhovor

Skor, ako sa pustime do riesenia ulohy sa skisme zamysliet, co chceme robit. Potrebujeme najst konstrukeiu,
ako napisat spravne ¢isla na Kubkovo celo a potrebujeme ukazat, Ze s men$im pociato¢nym poctom ¢isel to
nie je mozné. Ako vsak pristipime k tej druhej ¢asti? Ak za¢neme uz len s dvomi ¢islami na tabuli, tak aloha
ma velmi velka volnost. Mdzeme si totiz zvolit velké mnozstvo kadejakych mnohoclenov, ktoré buda mat
kadejaké, casto velmi nepekné korene. S kazdymi dal$imi korenimi sa nam moznosti len zvac¢suja a zvacsuju
a njst v nich poriadok sa zda byt priam az nemozné. Neschodnost tejto cesty by nas mohla naviest k tomu,
ze by sme sa mohli posnazit potiahnut rieSenie tlohy poriadne nizko. Teda vyuzit velkd volnost ulohy v nas
prospech a vystacit si aj s malym poctom cisel na zaciatku.

Cesta k rieSeniu

Pre leps$ie zoznamenie sa s ulohou sa skiisme pozriet, aké ¢isla vieme dostat, ked si na Kubkovo ¢elo napiseme
nejaky maly pocet ¢isel. V jednom kroku si zoberieme mnohoclen p(x) a dostaneme z neho korer r. Takéto
kroky budeme skratene zapisovat p(x) — r. Sice podla pravidiel ulohy sa na Kubkovovm Cele ocitnd aj dalsie
korene, no tie, ktoré nebudeme potrebovat budeme takto ignorovat.

*Kazdé z Cisel na ele mdze byt pouzité lubovolny pocet krat, nemusia byt pouzité vietky.
*Okrem tychto ¢isel sa tam mozu nachddzat aj iné.
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KedZe iba s nulou toho moc nespravime, tak zacnime s tym, Ze si napiseme dve ¢isla: 0, a. Priamociaro vieme
spravit kroky ax + a - -1, ax — 1 - 1/a. Linedrne rovnice nds dalej nezavedu. Mo6zZeme si skusit kvadraticke,
kde sa nam vsak za¢nu objavovat $karedé ¢isla. Preto sa oplati skudsit hladat nejaké rozumné kroky. Ak uz mame
na Kubkovom cele napisané ¢islo a, tak by bolo fajn, ak by sme vedeli dostat aj —a. Potom by nam stacilo najst
sposob ako napisat Kubkovi na celo iba kladné ¢isla. Zaporné by sme si potom dorobili. Priamociaro by to islo
v kroku

X+a— —a.

Na to vsak musi mat Kubko na cele 1. Mdzeme ju mu tam napisat aj rovno na zaciatok - je to velmi uzito¢né

¢islo. Nevieme si ju vak nejako vyrobit? Ak je a celé ¢islo, tak si ho vieme rozlozit na a jednotiek: a =
1+1+---+ 1. KedZe sa jednotky pri umocnovani nemenia, tak ju vieme dostat v kroku

1

—x—x - —x+a— 1.

Kedze jednotku vieme dostat vzdy, ked za¢iname s nulou a kladnym celym ¢islom, tak sa moZeme pozriet na
dvojku. Aké musi byt ¢islo a, aby sme vedeli dostat ¢islo 2 na Kubkovo ¢elo? Skiisme spravit podobnu tvahu
ako pri jednotke. Za konstantny ¢len mnohoc¢lenu zvolime a a zvy$ok vyskladdme ako —k,x" — ... — kpx? — ky x.
Chceme teda, aby 2 bola koreniom rovnice

kX" + -+ kox* + kyx = a,

pricom za ¢isla ki, k;, ..., k, simdzeme volit ¢isla z Kubkovho cela, teda zatial tam mame 0, 1, —1 (a eSte dalsie).
Nepripomina vam to nieco? Kde sa umocnuje dvojka a nasobi nejakymi koeficientmi? Tu prichddzame k
hlavnej myslienke rieSenia — nieco také vieme stretnut v dvojkovej ststave. Ak dosadime za x = 2, tak mame
zapis Cisla a v dvojkovej sustave, teda len ak a je parne. Napriklad ak a = 42, tak

1-:2°+0-2*+1-2°+0-22+1-2=42,

teda —xX - —x+42->2.

Tato myslienka s ¢iselnymi siistavami ndm staci pre dokoncenie rieSenia. Takto si vieme na Kubkovo celo
dopisovat dalsie ¢isla. Potrebujeme zacat s takym cislom, ktoré je delitelné kazdym ¢islom od 1 po 2019 (aby
malo v kazdej sustave na mieste jednotiek nulu). Dobrym kandidatom je 2019!. Aby sme to sformalizovali,
dokaz dokon¢ime matematickou indukciou.

RieSenie
Na Kubkovo ¢elo si napiseme 2 ¢isla: 0 a a = 2019!. Na zaciatok si dopiseme ¢isla
2019!x +2019! - -1,
—xP0 - = - x+2019! > 1,
x+2019! - —-2019!.

Dalej dokazeme, Ze pre vetky celé &isla 2 < n < 2019 plati nasledovné tvrdenie: Ak mdme na Kubkovom éele
napisané ¢isla -2019!, 0, 1, ..., n — 1, tak vieme na Kubkovo ¢elo dopisat ¢islo n.

Cislo 2019! si vieme v ststave so zdkladom n zapisat ako

2019 = kn" + -+ kyn® + kyn + 0,
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kder e N, ky, ky, ..., k, € {0,1,...,n — 1} (to, Ze posledny ¢len je 0 méme vdaka tomu, Ze n | 2019!). V3etky
koeficienty k; st mensie ako n, a teda ich Kubko ma na cele. Preto n vieme dostat v kroku

kX + -+ kyx + kix — 2019! - n

Tym sme ukazali, Ze s dvomi ¢islami vieme pozadované ¢isla dostat. Iba s nulou to nie je mozné, kedze pomo-
cou nej nevieme vytvorit Ziaden nenulovy mnohoclen.

3.10 Kubkova Magkarada Stastia opravoval Juro

Zadanie. Nutno uznat, Ze po prvom kole bol Matus ocareny Kubkovym sarmom a genialitou jeho kiizelnickych
trikov. Ostdvalo naozaj uz len trosku, aby si Matus uvedomil svoj velky omyl a stiahol sa i so svojou armddou
prec z Uhorska. Kubko vedel, co bolo v stdvke, no i tak sa rozhodol stavit vietko na jednu kartu - svoj ultimdtny
trik s kartami, ktory ak vyjde, tak roztopi srdiecko kazdému, aj tomu najstrasnejsiemu kazisvetovi na svete.

Definicia. Ked' mdme v rade usporiadané karty 1, 2, ..., n, tak dvojicu kariet (a, b) voldme inverzia, pokial'a > b
a karta s ¢islom a sa nachddza v rade skor ako karta s ¢islom b. Napriklad, v rade kariet 3, 1,4, 2 mdme 3 inverzie:
(3,1),(3,2),a(4,2).

Kubko ma n kariet o¢islovanych cislami 1, 2, ..., n, ktoré md v nejakom poradi usporiadané v rade. Postupne
prei=1,2,...,n urobi Kubko nasledovnii operdciu: Zoberie kartu s ¢islom i a ked nalavo od nej je k kariet, tak
ju presunie v rade tak, aby napravo od nej bolo k kariet. DokdZte, Ze bez ohladu na to, s akym poradim kariet
Kubko zacinal, bude mat jeho vysledné poradie kariet rovnaky pocet inverzii ako pociatocné poradie kariet.

Priklad. Pokial Kubko zacina s poradim 3, 1,4, 2, tak preusporiadavanie bude vyzerat nasledovne:

3,1,4,2 - 3,4,1,2 - 2,3,4,1 - 2,4,3,1 — 2,3,4,1.

Po vyskusani si par prikladov zistime, Ze mnozstvo inverzii sa v kazdom kroku velmi meni, nie je viom Ziadny
poriadok a na konci iba akoby zdzrakom skoci vzdy na spravny pocet inverzii. MoZe nas to viest k myslienke,
ze na to bude treba ist inak a bude treba vymysliet nejaky trik.

Hlavna myglienka je, Ze zadant operaciu moZeme pozmenit podla nasej lubovole, ak na konci dostaneme
spravne poradie kariet. Navyse, je celkom logické hladat taku operaciu, ktora v jednom kroku nemeni pocet
inverzii. Ked uz mame tento ciel, po chvili ski$ania (hoci prave tento krok bol na tlohe to najtazsie), vyjde
vhodnad operécia nasledovna.

Definicia. Definujme si novii operdciu, ktora zaroven s tym, ze vymeni poradie karty na opa¢nu poziciu, navyse
zvacsi toto ¢islo o n. Nazornejsie to bude na priklade:

3,1,4,2 - 3,4,5,2 -~ 6,3,4,5 > 6,4,7,5 > 6,7,8,5 > 2,3,4, 1.

Vsimnime si dve veci. Prva je, Ze po poslednom kroku su karty usporiadané rovnako ako po povodnych
operaciach, ibaze st vietky o n vicsie (kedze kazdu sme posunuli prave raz, teda raz sme pridali n). A teda
finalne poradie bude mat presne rovnako vela inverzii ako po pdvodnych operaciach. Druha je, nasledovna.

Lema. Po kazdom kroku novej operacie je pocet inverzii rovnaky.
Dévod je takyto: Zjavne krok moze ovplyvnit iba tie inverzie, ktoré obsahuju kartu, ktort akurat presuvame.

V kazdom kroku prestivame kartu s najmensim ¢islom, a teda pocet inverzii ktoré obsahuju tuto kartu je prave
pocet kariet nalavo od nej. Po presune sa z nej stane najvacsia karta, a teda pocet inverzii ktoré obsahuju
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tato kartu je prave pocet kariet napravo od nej. Ale tieto dva pocty su rovnaké prave vdaka sposobu akym ju
presuvame.

Najnazornejsie je to znova na priklade. Vezmime si prvy krok 3,1,4,2 — 3,4,5,2. Inverzie obsahujtce 1 su
prave tie karty ktoré lezia nalavo od jednotky. Na druhej strane, inverzie obsahujtce 5 su prave tie ktoré lezia
napravo od 5-ky. Tych je ale rovnako vela, a teda pocet inverzii sa nezmenil.

Vytvorili sme operacie ktoré maji rovnaky vystup a pri Ziadnom kroku nezmenia pocet inverzii. Takze finalne
usporiadanie ma rovnaky pocet inverzii ako pévodné.
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