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RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Kapusta Magalhaesovi Skvasila (x < 1) opravovali Adam a Veronika

Zadanie. Moreplavec Ferndo de Magalhdes si pred plavbou na svoju lod nalozil 100 sudov s cerstvou chrum-
kavou kapustou postupne s hmotnostami 10, 20, 30, ..., 1000 kilogramov. BohuZzial, kapusta mu v niekolkych
sudoch skvasila, ¢im prisla o svoju chrumkavost. Jeho pobocnik Enrique de Malacca mu vsak po tom, ako sa na
lodi popytal ostatnych ndmornikov, ¢o vedia o sudoch, ozndmil: ,Neziifaj, sice neviem presne ktoré sudy skva-
sili. Ale stdle viem zo vsetkych sudov vybrat 19 sudov s Cerstvou chrumkavou kapustou tak, Ze spolu budii vazit
aspon 14060 kilogramov. Dokonca bez ohladu na to, ktoré sudy ti skvasili.“ Zistite, kolko najviac sudov mohlo
Magalhdesovi skvasit.

RieSenie

Vieme, Ze niekolko sudov s kapustou sa pokazilo a ze zo zvy$nych sudov sa da vybrat 19 takych, ze maju
dokopy aspon 14060 kilogramov. KedZe nevieme ktoré sudy presne sa pokazili, musime ratat s najhor$im
moznym pripadom - Ze sa pokazili tie najtazsie sudy. Ni¢ nam nebrani zaradom skusat odoberat najtazsie
sudy a pozerat sa, i zo zvy$nych stale este vieme vybrat 19 s dostato¢nou vahou.

Toto skusanie nie je prili§ naro¢né - vzdy vezmeme 19 najtazsich sudov ktoré sa nepokazili a pozrieme sa aku
maju spolu vahu. Ak raz narazime na situdciu kedy sa pokazilo n sudov a zo zvy$nych sudov 19 najtazsich
nema vahu aspon 14060 kilogramov, vieme, Ze # je prili$ velké a muselo sa pokazit menej sudov.

Skusat zaradom vSetky moznosti aZz kym nenarazime na tu spravnu vie byt ale celkom otrava, mozeme si to
teda este zjednodusit. Predpokladame, Ze nastal najhorsi mozny pripad, teda Ze sa pokazili najtazsie sudy
1000, 1000-10, ..., 1000—107n+10). Hladdme vlastne postupnost 19 za sebou idtcich sudov 1000-10#, 1000—
10n—10, ..., (1000—10n-180) so su¢tom vah ktory je va¢si alebo rovny 14060. Tuto nerovnost vieme zapisat
pomocou poctu pokazenych sudov n takto:

(1000 — 107) + (1000 — 107 — 10) + -~ + (1000 — 10n — 180) > 14060
19000 — 19071 — 10 — 20 — --- — 180 > 14060
17290 — 1907 > 14060

17>n

Z toho vyplyva, Ze n musi byt mensie alebo rovné 17, preto sa mohlo pokazit najviac 17 sudov.

1.2 Karavely Majuce Smer (x < 2) opravovali Adam S. a Krtko

Zadanie. Zo Seville vypldvali lode L, O a D. Plavili sa na zdpad v trojuholnikovej formdcii. Zrazu si Magalhde-
sov pobocnik Enrique de Malacca uvedomil, Ze sa neplavia v len tak hocijakej formdcii, ale tvoria rovnostranny
trojuholnik. Magalhdes mu to vsak nechcel uverit...
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Nech LOD je trojuholnik. Body P a Q sti na strane OD a plati |OP| = |PQ| = |QD| = |OD|/3. Na strane DL sti body
RaSaplati|DR| = |RS| = |SL| = |DL|/3. Body T a U sii na strane LO a plati |LT| = | TU| = |UO| = |LO|/3. Body P,
Q R, S, T a U sti na jednej kruznici. Pomoézte Enriquemu dokdzat, Ze trojuholnik LOD je naozaj rovnostranny.

RieSenie

V tomto vzoraku si spomenieme tri rieSenia. St sice aj mnohé iné, rovnako spravne, ale tieto sme vybrali na
ilustraciu réznych pristupov a réznej pouzitej artilérie. Prvé riesenie je velmi jednoduché, ale trosku pracné,
prakticky sa v nom vyskytne iba vela a vela uhlov. Nebudeme v nom vsak vyuzivat ziadne vedomosti, ktoré by

sa neucili v $kole. Druhé rieSenie vyuzije trosku pokrocilejsie vedomosti, ale zato v iom nebudu takmer ziadne
uhly. No a nakoniec si ukdzeme velmi elegantné rieSenie pomocou jednej trosku viac pokrocilej techniky.

Vsetky rieSenia zacneme narysovanim si trojuholnika LOD a rozdelenim stran na tretiny.

Ciel vietkych postupov je rovnaky, dokazat rovnostrannost trojuholnika LOD. Spokojni teda budeme, ked
sa nam podari dokdzat bud priamo to, Ze vSetky jeho strany st rovnako dlhé, alebo ekvivalentne, vSetky jeho
(vnutorné) uhly st rovnako velké. Kedze zadanie nehovori o ziadnej zo stran ni¢ iné nez o zvysnych dvoch,
k spokojnosti nam bude stacit dokaz rovnosti len dvoch stran/uhlov, kedZe vykonanim adekvatnej cyklickej
zameny dostaneme dokaz rovnosti inych dvoch, a takéto dva dokazy dokopy su dokazom rovnosti vietkych
troch.

Pracnejsie rieSenie
Prvé rieSenie je o ¢osi dlhsie a o poznanie menej elegantné nez zvysné dve, ale je priamociarejsie. Jednoducho
vezmeme to, ¢o nam zadanie jasne hovori a odvadzame z toho bezprostredné dosledky.

Ozna¢me A = |<( DLO|, w = ‘<LOD‘ ad = ‘< ODL|. Mozno si lahko vS§imnut, ze v konstelacii zo zadania
jestvuje mnoho trojuholnikov podobnych trojuholniku LOD. V tomto postupe vyuzijeme tri z nich, menovite
LTS, UOP, a SPD. Napriklad trojuholnik SPD je podobny s LOD podIa vety sus, lebo majt spolo¢ny uhol a
dve dvojice stran v pomere 2/3. Ostatné podobnosti sa dokazu analogicky. Vdaka tymto podobnostiam vieme,
ze SP || LO, |<LTS| = w,a |<OUP| = A. Z prvej z vedomosti vieme ur¢it velkost (teraz uz) striedavych uhlov
|<TSP|=|<LTS| = wa|<UPS| = |<OUP| = A.

Zatial sme vobec nevyuzili, Ze body P, Q, R, S, T a U lezia na jednej kruznici. To (napriklad) znamena, ze
jestvuje bod W, pre ktory plati |SW| = |TW| = |[UW| = |PW|. Mdme dostato¢ny moralny kredit na vynesenie
sidu o rovnoramennosti trojuholnikov STW, TUW, UPW, SPW. Oznalme a = |< WSP| = |<SPW|a 8 =
|< UTW| = | < TUW|. Tym paddom |<PUW|=a + A a|<STW| = a + w.

Z priamosti uhlov pri bodoch T a U dostdvame sustavu rovnic:

a+f+2w=180°

a+f+21=180°

Z nej vyplyva A = w, ¢im sa nasa tizba naplnila.
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Strucné riesenie

Znova budeme stavat na podobnosti trojuholnikov s trojuholnikom LOD. Los tentoraz padol na dvojicu RQD
a nadéas fahajici SPD. Vieme teda, ze SP || RQ a tiez, ze S, P, Q, R leZia na jednej kruznici. Obkli¢me to z
druhej strany. Mame kruznicu a dve rovnobezky, ktoré ju pretinaju. Z povahy simernosti tychto utvarov vzdy
jestvuje zrkadliaca os zobrazujtca kruznicu aj rovnobezky samé na seba, a to konkrétne kolmica na rovnobezky
zaroven prechadzajuca stredom kruznice. Spojnica priese¢nikov rovnobeziek s kruznicou na jednej strane osi
(usecka RS) bude teda rovnako dlha ako spojnica priese¢nikov na druhej strane (isecka PQ). Vratiac sa spat
k nasej ilohe mozno pobadat, Ze tato tvaha nam hovori |LD|/3 = |SR| = [PQ| = |OD|/3, teda |LD| = |0D|.
Zapojac uvahu z uvodu, mame fajront.

Pokrocilé riesenie
Na toto rieSenie potrebujeme vediet, ¢o je to mocnost bodu A ku kruznici k. Vezmime si se¢nicu kruznice k

prechadzajucu nasim bodom A. Nech pretina kruznicu k v bodoch B a C. Potom mocnost m je rovna sicinu
vzdialenosti bodu A od priese¢nikov. Teda m = |AB| - |AC|.
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Teraz aplikujme novo ziskanu vedomost na nas trojuholnik. Vezmime si vrchol L a jeho mocnost ku kruznici
k vieme vyjadrit ako |LS| - |LR| a zaroven aj |[LT]| - [LU|. Co si podla zadania vieme upravit na 2|LS|* = 2|LT}%,
teda zjavne aj |LD| = |LO|.

Rovnakt tivahu aplikujeme aj na vrchol O a dostaneme, e |LO| = |OD), a teda vietky strany trojuholnika LOD

majt rovnaku dizku, teda trojuholnik je rovnostranny.

1.3 Kormidelnikova Mincova Senzacia (x < 3) opravovali Kika a Diana

Zadanie. Magalhdes md troch hlavnych kormidelnikov inicidlkami L O a D, ktorym potrebuje vyplatit mzdu za
ich rovnomernu plavbu. Kazdému chce zaplatit podla toho, ako zodpovedne si svoju pracu plnil.
Najdite vsetky usporiadané trojice kladnych celych ¢isel (a, b, c), ktoré spliajii nasledovné podmienky:

o kazdé dve z Cisel a, b, c su nestidelitelné;

o Cisloadelia+b+c

o Cislobdelia+b+c

e (islocdelia+b+c.

Riesenie
Cisla st nesudelitelné prave vtedy ked ich najviaesi spolo¢ny delitel je 1. Kedze prirodzené &isla a, b, ¢ st
navzajom zamenitelné, vsetko, ¢co ma platit pre jedno z nich, plati obdobne aj pre ostatné, tak si bez ujmy na

vSeobecnosti modzeme povedat, ze a < b < ¢. Medzi ¢islami a, b, ¢ moze byt aj rovnost, hoci len vtedy, ak st
rovné 1. Podmienky zo zadania si vieme upravit nasledovne:

al(a+b+c)=al(b+c),
bl(a+b+c)=1b|(a+c),
cl(a+b+c)=c|(a+D).

Pozrieme sa na tretiu podmienku. KedZe ¢ | (a+b), tak existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati m = (a+b)/c,
resp. mc = a + b. Nakolko a < ca sucasne aj b < ¢, tak spolu a + b < 2¢ (rovnost nastava len v pripade, Ze
a = b = ¢). Mame dva vztahy, v ktorych sa vyskytuje a + b, teda to mdzeme zapisat ako mc = a + b < 2c.
Dostavame nerovnost mc < 2, z ktorej vyplyva, ze m < 2.

Ak m =2,taka + b = 2¢, ¢o plati len v pripade rovnosti ¢isel g, b, c. KedZe musia byt navzdjom nestdelitelné,
tak jediné mozné riesenie je a = b = ¢ = 1. Tym ziskavame prva usporiadanu trojicu (1, 1, 1), ktord vyhovuje
vSetkym podmienkam.

Pre m = 1 platia+ b = c. Ked si to dosadime do druhej podmienky, dostavame b | (a+a+Db), resp. b | 2a. Toto
mozeme interpretovat aj tak, Ze existuje prirodzené ¢islo n, pre ktoré plati n = 2a/b, resp. nb = 2a. Vieme, Ze
a < b, teda plati aj 2a < 2b. Mame dva vztahy, v ktorych sa vyskytuje 2a, ¢co mozeme zapisat ako nb = 2a < 2b.
Dostavame nerovnost nb < 2b, z ktorej vyplyva, ze n < 2.

Nech n = 2, potom dostavame vztah 2a = 2b, teda a = b. Aby bola splnena podmienka nestdelitelnosti ¢isel,
tak musi platita = b = 1. Dosadenim do rovnice a+b = c zistime, Ze ¢ = 2. Tymto sme nasli dal$iu usporiadana
trojicu (1, 1,2). Este skontrolujeme, ¢i spliia vSetky podmienky a uvidime, Ze to tak naozaj je.

V pripade, ze n = 1, tak 2a = b. Potom ¢ = a + b = a + 2a = 3a. Hladana trojica je (a,2a,3a). Tieto tri ¢isla
st nesudelitelné len ak a = 1. Z toho vyplyva, Ze poslednou usporiadanou trojicou je (1,2,3). Aj tato trojica
splita vietky podmienky zo zadania.
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Konkrétnu podobu usporiadanych trojic ndm urcila nami zvolend podmienka a < b < c. Teda k rieSeniam tejto
tlohy patria aj permutacie (preusporiadania) njdenych rieSeni. Vsetky rie$enia st: (1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),
(2,1,1),(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2,1).

1.4 Kamaratov Magalhaes Stratil («x < 5) opravovali Jozko a Matus

Zadanie. Kormidelnikom sa nepdcilo, ako malo im Magalhdes zaplatil, a tak sa rozhodli aj so svojimi vernymi
opustit flotilu. Clny, ktoré chceli pouzit na odchod, st vsak len dvojmiestne.

Utiect sa rozhodlo 16 namornikov a kazdy z namornikov md prave troch kamardtov, pricom kamardtstvo je vztah
vzdjomny. Rozhodnite, ¢i mozno ndamornikov rozdelit do dvojic tak, aby kazdy namornik bol vo dvojici so svojim
kamardtom, bez ohladu na to, ako sa ndmornici kamardtia.

Riesenie
Pri taktom type iloh médzu nastat len dve moznosti: bud tvrdenie v ulohe plati — vtedy ho treba dokazat - alebo
naopak existuje takzvany protipriklad, konkrétna situacia, v ktorej tvrdenie zo zadania neplati. Pre vyriesenie

ulohy v tomto pripade nam staci najst aspon jeden konkrétny protipriklad, pre ktoré tvrdenie neplati, a -
samozrejme — vysvetlit, preco protiprikladom naozaj je.

Zo zaciatku riesenia takychto uloh je dobrym zvykom, aj na matematickej olympiade, si nakreslit niekolko
konkrétnych pripadov moznych kamaratstiev a na ich zaklade sa snazit v§imnut si niektoré okolnosti, ktoré
v danej tlohe platia. Tiez sa oplati skusit najst nejaky protipriklad, zdkerné rozmiestnenia kamaratov, ktoré
stazia alebo znemoznia rozdelenie do dvojic.

Napriklad pri tejto tlohe sme si mohli po chvilke kreslenia konkrétnych prikladov v§imnut, ze pri neparnom
pocte namornikov by sme ich nevedeli do ¢Inov rozumne usporiadat. Do dvojmiestnych ¢lnov sa neparny po-
¢et namornikov proste nezmesti. To je ale asi tak vSetko, co sa ndm v tejto faze rie$enia ulohy podarilo odhalit.
Nasledne sme sa zrejme pokusali nejakym rozumnym sposobom tvrdenie dokazat, napriklad opisat vSeobecny
postup, ktorym najdeme spravne dvojice. Nejako vsak ziaden z danych spdsobov k rieseniu neviedol.

Vtedy, ak ziadna metoda nevedie k vytuzenému dokazu, je veelku rozumné sa pozriet na ulohu z opa¢ného
uhla pohladu a skusit najst protipriklad. Pretoze rovnako tvrdenie z Glohy nemusi platit a vtedy rieSenim je
ukazat ten pripad, kedy riesitelna nie je.

Samotné riesenie - protipriklad exituje

Pri hladani protiprikladu je tiez dobrym napadom vychadzat z toho, co sme uz objavili, ale pouzit to proti
ulohe samotnej. Napriklad sme zistili, Ze pri neparnom pocte namornikov by tloha rieSenie nemala. Preto
pri hladani protiprikladu sa budeme usilovat nakombinovat kamaratstva tak, aby nam vznikla nejaka uzav-
reta skupina neparneho poctu kamaratov. Vytvorit takuto skupinu sa ndm vsak nejak nedari. Vzdy v takejto
uzavretej skupine skon¢i aspon jeden ndmornik s najviac dvomi kamaratmi (rozmyslite si preco). My pritom
potrebuje kamaratstva tri. To ndm moze robit problémy, pretoze nam to spoji uzavretd skupinu s ostatnymi.

Jedine, Ze by nam to ani az tak nevadilo. Kamaratstvo, ktoré vychadza z neparnej skupiny namornikov, musi
byt isto vybrané do ¢lna. Mame tak teda dvojicu kamaratov, ktora musi byt spolu v ¢Ine pri kazdom rozdeleni.
Preto si vieme zobrat tri takéto ,uzavreté” skupiny a toho ndmornika s nedostato¢nym po¢tom kamaratov
spojit s jednym namornikom, ktory je ,,niekde mimo od ostatnych®. Tak ndm vzniknu tri skupiny po pét na-
mornikoch, ktoré su spojené s jednym namornikom v strede ako na obrazku. Na nom st namornici vyznaceny
bodkami a ¢iarou st spojent ti, ktori sa kamaratia. Pri takomto rozloZeni nevieme ndmornikov poparovat tak,
aby kazdy namornik bol v ¢Ine so svojim kamaratom. Pretoze ,,osamoteny* namornik v strede si moze zobrat
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do ¢Ina len jedného kamaréta, a tym padom ndm ostanu dve patice namornikov, ktori sa kamaratia len medzi
sebou. A neparny pocet namornikov do dvojic nevieme rozdelit.

Vieme to napravit?

Hoci tvrdenie zo zadania ulohy neplati, moZeme sa pozriet, ako daleko od toho ma. Kolko dalsich rozlozeni
kamaratstiev vieme ndjst, pre ktoré namornici nepdjdu poparovat? A ako to bude vyzerat, ak namornikov
bude viac? Nevieme na ich kamaratstva ulozit nejaki podmienku navyse, ktora by nam zarucila, Ze pdjdu
poparovat?

Ked sa pozrieme na nas protipriklad, tak tam najdeme dvojicu namornikov, ktori ak by sa prestali kamaratit,
tak by sa siet kamaratstiev rozpadla na dve izolované skupiny. Odborne sa takato dvojica nazyva most. Po-
chopitelne, samotnd pritomnost mostu nam tlohu este nepokazi — skuste si ndjst také rozlozenie kamaratstiev,
ktoré obsahuje most, ale namornici v nom poparovat idi. Avsak, pokial most zakdzeme, tak uz je zarucené,
ze namornici vzdy poparovat idd. Presne toto hovori vysledok tedrie grafov znamy pod ndzvom Petersenova
veta, ktory je dosledkom Tuttovej vety, ktora presne hovori, kedy ma graf iplné parovanie. Oba tieto vysledky
v8ak daleko presahuji ramec Koresponden¢ného matematického seminara a dokazat ich by bolo privela aj na
10. ulohu. Ich d6kaz zaberie vySe hodiny intenzivnej prednasky.

Komentar

Mnohym riesitelom sa nepodarilo ulohu vyriesit. Dostali sme vela ,, dokazov®, Ze namornikov mozno vzdy
rozdelit do dvojic. Vécsina takychto rieseni bola principidlne nespravne, ani by sme sa ich neodvazili nazvat
dokazmi. Cielom tejto tlohy bolo postavit vas pred tvrdenie, ktoré neplati, ale nie je to zjavné na prvy po-
hlad. Skausit si dokazat neplatné tvrdenie je velmi pouc¢né zvlast pre tych z vas, ¢o s dokazmi zac¢inate. Lahsie
tak uvidite, kde vasa argumentacia zlyhala a pomoéze vam to vyvarovat sa nedoslednym dokazom pri dalsich
ulohach. Okrem toho, pokial mate tazkosti s dokazovanim tvrdenia, tak je velmi uzito¢na schopnost vediet
prepnut svoje zmyslania, pozriet sa na tvrdenie z druhej strany a pokusit sa ho vyvratit. To, Ze nie¢o nevieme
dokazat, moze znamenat, Ze to neplati.

Castou argumentaciou bolo, 7e kedze nemoze existovat skupina neparne vela némornikov, ktori sa kamaratia
medzi sebou, tak ndmornici musia ist popdarovat. Je pravda, ze ak by sme taka skupinu s neparnym poctom
namornikov mali, parovanie by nebolo mozné. To v$ak vobec ni¢ nehovori o tom, ked taku skupinu nemame
— nijako nam to nezarucuje existenciu parovania. Hovorime tomu, Ze neexistencia takejto neparnej skupiny
je nutnou podmienkou. To znamena, Ze ak tato podmienka nie je splnend, nase tvrdenie nemoze platit. Pokial
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nutnd podmienka je splnend, tak nezarucuje este platnost tvrdenia. Napr. nutnou podmienkou na to, aby ¢islo
bolo delitelné 10-timi je, aby bolo parne. Ak je vsak ¢islo parne, nemusi byt este delitelné 10-timi.

Objavilo sa aj niekolko seriéznejsich pokusov. Niektori riesitelia sa snazili miesto hladania dvojic kamaratov
najprv zrusit kazdému namornikovi dve kamaratstva. Hoci to moze na prvy pohlad vyzerat slubne, nejde o
ni¢ prevratné - je to len inak preformulovana uloha, ktora je podobne naro¢nd. Ini riesitelia sa zas pokusali
zoradit vetkych namornikov do radu, aby vedla seba stali vzdy kamarati alebo hladali podobné §truktary v ich
kamaratstvach. Pri dokaze ich existencie v8ak nepostupovali dosledne, zabudli na délezity pripad, ktory im
pokazil argumentaciu. Odhliadnuc od toho, najdenie podobnych $truktur vie byt dost naro¢né a pre mnohé z
nich nie z zndme Ziadne rozumne pouzitelné postacujice podmienky.

1.5 Komplikacia Malovanych Sukovic (x < 8) opravovali Ondro a Janko

Zadanie. Magalhdesovi sa po dlhej ceste zacinali minat zdsoby jedla. Preto zakotvil svoje lode pri najblizsom
ostrove. Utociste nasiel u jedného domorodého kmeria. Starejsi by ich aj rad pohostil, ale momentdlne bol za-
neprazdneny skladanim jednofarebného trojuholnika prehrabdvajiic sa hromadou trojfarebnych paliciek. Kym
trojuholnik nezlozi, tak ziadne jedlo nebude.

Starejsi ma 100 Zltyich, 100 cervenych a 100 zelenych paliciek, pricom palicky povaZujeme za tisecky, ktorych dizky
mozu byt, aj v ramci jednotlivej farby, rozne. Vedia, zZe pokial si vyberti tri palicky, po jednej z kazdej farby, je
mozné z tychto paliciek poskladat trojuholnik. DokdZte, Ze existuje takd farba, Ze z lubovolnych troch paliciek
tejto farby mozno poskladat trojuholnik.

Riesenie
V tejto ulohe skimame, kedy z roznych kombindcii troch pali¢iek je mozné spravit trojuholnik. Na toto nam
posluzi trojuholnikové nerovnost, ktord hovori o tom, ze dlzky fubovolnych dvoch strdn trojuholnika musia

byt dokopy dlhsie ako tretia strana. Co je splnené presne vtedy, ked sicet dvoch najkratsich strén je vacsi ako
tretia.

Mame dokazat, Ze existuje minimalne jedna farba, kde ked zoberieme hocijaki kombinaciu troch paliciek z tej
farby, tak dostaneme trojuholnik. To je ekvivalentné s tym, ze chceme, aby v tej jednej farbe bol sticet dvoch
najkratsich palic¢iek dlhsi ako najdlhsia palicka tej farby - lebo ak dve najkratsie su dlhsie ako najdlhsia, tak
nam z toho vyplyva, Ze ak zoberieme lubovolné iné dve, ktoré su dlhsie, tak tiez budu dlhsie ako najdlhsia, teda
aj ako Iubovolna tretia palicka. Co je presne to, o chceme dokazat.

Zoradme si pre jednoduchost palicky v kazdej farbe od najkratsej po najdlhsiu, zIté A; < A, < -+ < Ay,
¢ervené By < B, < -+ < By, zelené C; < C, < -+ < Cygp. Teraz si mézeme BUNV (bez ujmy na vSeobecnosti)
povedat, Ze najkratsie palicky zo vSetkych farieb su usporiadané takto: A; < B; < C,.

Zo zadania vieme, Ze musi platit A; + B; > Ciqp, kde Cyqp je najdlhsia zo zelenych. Ale ak plati tato nerovnost,
tak musi platit aj nerovnost C; + C, > Co9, kedZe vieme, ze plati A; < B; < C; < C,. Spojenim tychto troch
nerovnosti dostavame, Ze pre hocijaku trojicu i, j, k kde i < j < k plati, Ze

C + Cj > Cp,

¢o znamena, Ze v zelenej farbe vieme z hocijakych troch paliciek spravit trojuholnik.
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1.6 Kam Ma Smerovat opravovali Stevka a Slavo

Zadanie. S doplnenymi zdsobami sa hned plavi lepsie. Niet preto divu, Zze Magalhdes svizne obopldval Patagéniu,
az sa dostal k zvldstnemu lichobeznikovému stiostroviu. Pomoézte mu zistit, pod akym uhlom sa md teraz vydat,
aby bezpecne preplaval medzi ostrovmi.

Je dany lichobeznik ABCD so zdkladriami AB a CD, ktorého uhlopriecky sa pretinajii v bode P. Vieme, Ze plati
|BC| = |DP| a |AB| = |CP|. Navyse BD je osou uhla ABC. Vypocitajte velkost uhla DAB.

Riesenie

Nasou tlohou je vypo¢itat velkost uhla BAC. Podla zadania vieme, Ze niektoré dizky tseciek s rovnaké.
Rovnost dizok budeme chcief neskor pouzit, pre lahsie odkazovanie sa, si oznaéme x, y, pre x = |AB| = |CP| a
y = |BC| = |DP|. Taktiez urcite budeme chciet pouzit, ze priamka BD je osou uhla ABC, preto si tiez ozname
B = |<ABD| = |<DBC]|. Pozrime sa, kde v8ade sa uhol 8 nachddza a aké v§etky uhly mozno pomocou neho
vyjadrit.

Vdaka rovnobezkdm AB a CD st uhly ABD a BDC striedavé, ¢o znamend | < BDC| = |<ABD| = . VSimnime
si, ze v trojuholniku BCD sa 8 vyskytuje dvakrat, takze trojuholnik je rovnoramenny. Vdaka tomu |CD| =
IBC| = y, a teda aj trojuholnik CDP je rovnoramenny s uhlom f pri vrchole D, preto pre uhly pri zékladni
plati |« DCP| = |<DPC| = 90° - g Zaroven je k nim uhol BAP striedavy a uhol BPA vrcholovy, preto aj
| <BAP| = 90° - g = | < BPA|. Tym znova dostdvame rovnoramenny trojuholnik BPA, kde |BP| = |BA|. KedZze
aj |AB| = |CP|, mdme rovnoramenny trojuholnik BCP, | < BCP| = | < CBP| = .

Predchadzajucimi uvahami sa nam podarilo vyjadrit va¢$inu uhlov v obrazku pomocou uhla . Ked sa po-
zrieme, ¢o véetko sme pomocou uhla 8 vyjadrili, tak si mézeme v§imnut, Ze vlastne vieme vyjadrit aj samotnu
velkost uhla . To vieme spravit vela roznymi sposobmi, napriklad cez sucet uhlov ABC a BCD. Dostaneme
3B +90° - g = 180°, z ¢oho vypocitame § = 36°. Teraz uz mozeme vyjadrit vac¢sinu uhlov ¢iselne.

Ked tak spravime, vS§imneme si, Ze pri danej bete plati 90° — g = 2p, teda aj | < BAC| = |<ABC| = 72°. Na-
sledne, trojuholnik ABC je rovnoramenny, |[AC| = |[BC| = |CD| = y. To ndm dava, Ze aj trojuholnik ADC je
rovnoramenny a | < ADC| = | < DAC|.
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Na zistenie velkosti uhla BAC nam uz iba staci ndjst presnu velkost uhla DAC a to napriklad cez sucet vnutor-
nych uhlov trojuholnika ACD. Tym ziskame | < DAC| = 54°. Potom |< BAC| = | < DAC|+| < CAB| = 54°+72° =
126°.

Komentar - vSeobecnejsi pokec: Ak by sme si do nakresleného obrazku oznacili viaceré prebytoc¢né uhly, bolo
by ovela tazsie vSimnut si podstatné veci. Preto sa pred zac¢atim oznacovania uhlov oplati zamysliet, ktoré uhly
sa pravdepodobne vyuziju. Tiez sa oplati zamysliet, od kolkych réznych uhlov zavisi nas obrazok. Pomenovat
viac uhlov v obrazku vacsinou nie je potrebné.

Pocas riesenia geometrickych uloh sa ¢asto vieme dostat do stavu, ked sme vyjadrili vsetky mozné uhly pomo-
cou rozumne zvolenych uhlov (v na§om pripade pomocou uhla ). V tomto bode si je potrebné bud v§imnut
nejakd dodatoc¢nu vlastnost (v nasom pripade 3 = 36°), alebo je potrebné uberat sa inym smerom.

Komentar - uzito¢ny pohladu na geometriu: Ked sme si poc¢as dokazovania vimli, Ze dalsie uhly iba pomo-
cou uhla f vyjadrit nevieme, mohli sme ziskat dal$ie nadhlady pomocou konstruk¢ného pohladu na tlohu.
Mozeme si vSimnut, ze pri vedomostiach o obrazku v danom case, lichobeznik ABCD mozno narysovat len
pomocou uhla 8 a dlzky |CD| (3kaly obrazku); avéak nie vietky takto ziskané lichobezniky ABCD splnaju pod-
mienky zo zadania. Teda nie vSetky mozné velkosti uhla 8 st pripustné. Preto ma zmysel pokusit sa najst

velkost uhla .

1.7 Kruta Mocna Smrst opravoval Marek

Zadanie. Magalhdesa na mori zastihla silnd birka. Aby sa flotila zachrdnila, zavolal si pobocnika Enrique
de Malacca, najmidrejsieho zo vsetkych namornikov. Enrique sa zamyslel a rozhodol sa, ze vypocita stiradnice
miesta, na ktorom bezpecne preckaji biirku.

Enrique si zavrel vo svojej kajute a na dvere kriedou napisal trojicu navzdjom réznych prirodzenych Cisel (a, b, ¢),
pre ktorii platilo a+ b+ c = 123 456 789. Potom zacal opakovat nasledovnii operdciu: Ked bola na dverdch trojica
cisel (x,y,z), tak na dvere napisal trojicu (y + z — x,z + x — y,x + y — z) a trojicu (x,y,z) pocas toho zmazal.
Dokdazte, Ze bez ohladu na to, aku trojicu Cisel si Enrique napisal na zaciatku na dvere, sa po 26 krokoch bude na
dverdch nachddzat aspon jedno zdaporné Cislo.

Riesenie
Na zaciatok uvedieme jednoduché a struc¢né riesenie nevyzadujuce velké matematické vedomosti.

Necha > b > ¢. Zo zadania zrejme musia byt rozne. V druhom kroku budeme mat trojicu (b+c—a,a+c—b,a+
b - ¢). Véimnime si niekolko veci, napriklad, zZe sti¢et sa nezmeni (= 123456789), alebo ze budd usporiadané
nasledovne:

a+b-c>a-b+c=c+a-b>c-a+b.
Viimnime si, ze ak ozna¢imek=b-cal=a-b,taka-c=k+la(a+b-c)-(c—a+b)=2k+2l,atedasa

vzdialenost medzi najmens$im a najvac¢$im napisanim ¢islom zdvojnésobila.

KedZe platia > b > ¢, tak nutne musi aj a > ¢ + 2, a preto po 26 krokoch budeme mat vzdialenost medzi
najva¢sim a najmensim napisanim ¢islom aspon 2-2%6 = 134217728 > 123456789. KedZe sticet musi byt rovny
123456789 a plati, Ze najvacsie napisané cislo je aspon o 134217728 vicsie ako najmensie napisané Cislo, tak
nutne najmensie musi byt zaporné.

Iné rieSenie:

V tomto rie$eni sa budeme pozerat na problém s trochu naro¢nejsimi kladivami, a sice je komplikovanejsie
ako prvé, dodava vsak iny pohlad na problém.
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Na zadanie sa pozrieme ako na rovinu dand bodmi (123456789, 0,0), (0, 123456789,0), (0,0, 123456789). T4
zjavne splna vlastnost, ze vietky body v rovine maju stiet siiradnic rovny 123456789. Pre jednoduchost bu-
deme v celom nasledujicom rie$eni uvazovat rovnobeznd rovinu dant E; = (1,0,0),E, = (0,1,0),E; =

(x3,2) . . v
Tasergs> % V2 € Z. Tieto body majt teraz poza-

(0,0,1) a suradnice uvazovanych bodov budu (a,b,¢) =
dované vlastnosti a budeme ich nazyvat pripustné.

Kazdy bod (a,b, ) v tejto rovine vieme napisat ako barycentricki kombindaciu aE; + bE, + cEs;, kde a + b +
¢ = 1. Budeme uvazovat siradnice zapisané v barycentrickej sustave, ktoré su zhodou okolnosti aj suradnice
kartézske. Dokazeme, ze body A = (a,b,c), A’ = (b+c-a,a+c—b,a+b-c)a T (tazisko trojuholnika
E|E,E;) lezia na priamke, ba ¢o viac, ndjdeme aj pomer vzdialenosti. Mimochodom T = @ Zoberme
kombinédciu 2A+3A" = 2(a,b,c) +(b+c-a,a+c—b,a+b—c) = 3(a+b+ca+b+ca+b+c) = 3(1,1,1) = T.
Co znamen4, e vskutku tie body leZia na priamke a navyse vieme, Ze pre vzdialenosti plati 2|AT| = |A'T], tj.
vzdialenost od taziska sa zdvojnasobi.

Este k dokonceniu rieSenia treba ukazat, ze bod A% bude mimo trojuholnika E; E,E;, bez ohladu na pévodnu
volbu bodu A (samozrejme s podmienkami zo zadania). Co je kus $karedsie ako prva ¢ast druhého riesenia,
ale treba ju zrobit.

Uvazujme trojuholnik s bodmi K, L, M takymi, Ze sa nachadzaju na spojniciach TE; a zaroven ich vzdialenost
od taziska je \/(1/32 + 1/3% + (2/3)?)/2%, tj. K* = E,, L* = E, a M* = E;. Uvedomme si, e vskutku pri
parnej mocnine mame bod na spojnici TE;. Prepi$me ich vzdialenost od taziska na zlomok s menovatelom
123456789:

V(1732 +1/3% + (2/3)2)/226 - 123456789 . 1503
123456789 ~ 123456789’

(ozna¢me to ako c). Vzdialenost bodov Ta E;je \/(2)2 + (3)? + ()% = \/g = /2 (ozna¢me to ako f) .

Teda trojuholnik, v ktorom sa musi nachadzat pripustny bod, je trojuholnik KLM. (Pre¢o? Lebo inak po 26
krokoch sa dostaneme mimo trojuholnika E; E, E3, a teda urcite bude jedno ¢iselko zaporné.) Este raz uvedieme
ako najdeme body K, L, M v zavislosti od c a f:

R (= I O )

Pozrime sa na stradnice K a odhadneme ich zhora aj zdola, aby sme nemuseli pocitat s presnym vysledkom.
Pri E, bude:

41152264.2 < 1 1.503 3 N 1.503 3 < 41152264.3
123456789 ~ 3 123456789 \ 2 123456789 V 2~ 123456789
apre E; a E; buda
41152262.2 < 1 1.503 3 < 41152262.4
123456789 ~ 3 123456789 \ 2 | = 123456789

Analogicky pre L, M. Je zrejmé, Ze v danom trojuholniku nie je iny pripustny bod ako T a ten ma vsetky tri
suradnice rovnaké. Teda ziaden pripustny bod zo zadania nie je vo vnutri trojuholnika KLM, a preto lubovolny
zaciato¢ny bod A vskutku po 26 krokoch musi vyletiet z trojuholnika E, E, E;, ¢o sme chceli dokazat.

Pozndmka. Na nasej stranke v html vzorakoch néjdete este jeden pristup k tejto tlohe, ktory je viac vysokos-
kolsky. Keby niekoho zaujimalo dozvediet sa nie¢o nové z pokrocilejsej matematiky, tak tam najde rieSenie
pomocou matic.
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1.8 Kavu Musim Spapat opravoval Gianetta

Zadanie. Po tom, ¢o Magalhdes uispesne unikol smrti v biirke, zastavil sa so svojou flotilou na jednom ticho-
morskom ostrove. Namornikov tam obzvlast zaujali cibetky, ktoré sa Zivili roznymi druhmi kdavovnikov. Chlapi
neskor odpozorovali, Ze ostrovni domorodci jedia kdvové zrnd z jej trusu a rozhodli sa to sami vyskisat. Na ich
velké prekvapenie mali tieto zrnd réznorodé chute podla toho, z akého kavovnika prave cibetka jedla.

Cibetku si moZeme predstavit ako taku funkciu f: N — R, Ze pre vsetky prirodzené cisla n > 1 existuje prvocislo

p také, ze plati p delin a
n
10 =1(2) -1t

Navyse plati
f(132) + f(17°%°) + f(19°%") = 2018.
Vypocitajte hodnotu
£(2019%) + £(2020'7) + £(2021").
RieSenie

Pri funkcionalnych rovniciach je dobré vyskasat dosadit si nejaké malé ¢isla alebo Specidlne pripady. Vie to
vela povedat o spravani sa hladanej funkcie a jej vlastnostiach.

Specidlnym pripadom by tu bolo napriklad, Ze # je prvocislo (podla zadania nemézeme dosadit n = 1). Ak n
je prvocislo, deli ho iba jedno prvodislo p, a plati p = n. Po dosadeni do rovnice mame

fin) = (1) = f(n),

1
s =11 -
kde c je nejaka konstanta, neskdr upresnime aka.
Predpokladajme
n=pipz...pPk»

pri¢om py, p,, ..., px sU (nie nutne rozne) prvocisla. Nech p je lubovolné prvocislo splnajtce

fin) =f(1—)) ~fip).

Bez ujmy na v8eobecnosti, nech p = py.

Uz vieme, ze ak k = 1, f(n) = f(1)/2.

Nech k = 2,1 = p1p,, potom f(n) = f(p1) — f(p2) =c—c=0.

Nech k = 3,1 = p1p,p3, potom f(n) = f(pip,) — f(p3) =0-c = —c.

Nech k = 4,1 = pi1papsps, potom f(n) = fipipaps) = f(ps) = —c —c = -2c.

Vyzera to tak, Ze funkcia f spliia f(n) = —(k — 2)c. Toto dokdZeme indukciou podIa k.

Vieme, ze pre k = 1 to plati, nech to plati pre nejaké k. Potom nech n = p;...pipk+1, s vyuzitim indukéného
predpokladu

f(n) = fpr-..paper) = fpr---px) = f(prr) = =(k=2)c = c==(k - 3)c,
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teda tvrdenie plati.

Vieme
2018 = f(13%") + f(17%°%) + f(19%°*') = —~2017c — 2018¢ — —2019¢ = -3 - 2018,

ateda

c=--.
3

Dalej 2019 = 3- 673, 2020 = 22-5- 101, 2021 = 43 - 47.

£(2019%) + £(2020'7) + f(2021") = —24¢ — 66¢ — 36¢ = —126¢ = 42.
Uloha nebola tazkd, vacsina z vés ju vyriesila spréavne.

1.9 Ked Milionarom Si opravoval Tomas

Zadanie. Po mnohych dalsich mesiacoch plavby sa Magalhdesova flotila konecne vrdtila naspdt do rodného
Portugalska. So sebou si ndamornici priniesli aj nemaly poklad. Po zakotveni narazili v pristave na talianskeho
vyndlezcu menom Gianetta (¢itaj Zaneta), ktory ich zaujal svojim vyndlezom. Pomocou neho mohli moreplavci
investovat a zhodnocovat svoje prinesené zlaté mince, podobne ako na dnesnej burze. Bystri chlapci si vSak vsimli
v Gianettovom vyndleze chybicku. Vyzerd to, Ze vdaka nej mozu pri spravnom rozdeleni minci ziskat netimerné
bohatstvo.

Na zaciatok moreplavci umiestnia na tri kopky postupne a, b, ¢ minci, kde a, b, ¢ > 2017 sii kladné celé ¢isla.
Vyndlez umozriuje v jednom kroku vykonat jednu z nasledujiicich operdcii:

(1) Moreplavci si vyberti kopku, na ktorej je parny pocet minci. Vyndlez z nej zoberie vietky mince a po polovici
z nich dd na zvysné dve kopky.

(2) Moreplavci si vyberii kopku, na ktorej je nepdarny pocet minci a zdroveri aspori 2019 minci. Vyndlez z nej
zoberie 2019 minci a na zvysné dve kopky prida po 1010 minci.

Predpokladajme, Ze vo vyndleze je dostatok minci navysSe. Ndjdite vSetky usporiadané trojice (a, b, c), pre ktoré
po nejakom konecnom pocte tahov moreplavci vedia dostat na niektorej kopke aspori 2019%°2° minci.

Riesenie

Mozeme si vSimnut, Ze po kazdej operacii celkovy pocet minci ostane rovnaky, alebo sa zvysi. Ak by sa nam
vzdy podarilo zvysit pocet minci, raz budeme mat dost vela minci na to, aby na niektorej kopke bolo aspon
2019220 minci. V pripade ak bude na kazdej kdpke len 2017 minci, tak nevieme urobit Ziadnu operaciu a

skoncili sme. Ak bude na niektorej kopke viac ako 2017 minci, uz vieme robit nejaké operacie a ukazeme si,
ze dokonca vzdy budeme vediet pridat dal$iu mincu.

Odteraz nech je na kopkach spolu aspon 3-2017+1 minci. Vzdy vieme spravit nejaky tah, lebo ak je na vietkych
kopkach neparny pocet minci, na tej najvacsej musi byt aspon 2019 minci a pouzijeme na nu operaciu (2). Akje
na niektorej kdpke parny pocet minci, vieme ju rozdelit na zvys$né dve kdpky operaciou (1). V takomto pripade
dostaneme na jednej kopke 0 minci a kym budeme robitlen operacie (1), stale bude na niektorej kopke 0 minci.
Ked pouzijeme operaciu (2), zvysime celkvy pocet minci a moZeme zacat odznova. Preto sta¢i dokazat, ze ked
sme Vv stave, kde je na niektorej kopke 0 minci, vieme spravit niekolko tahov (1) tak, aby sme potom mohli
spravit tah (2).Po¢ty minci na dvoch nenulovych kdpkach oznacime A, B, kde A je ten vacsi pocet, A > B.

Ak A je neparne, vidime, Ze A > 2019. Staci ked pouzijeme operaciu (2) na kdpku A, teda sme pridali celkovo
1 mincu.
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Ak je A parne a B je neparne, pozrime sa este, aké velké je B. Ak B > 2019, tak pouzijeme nan operaciu (2) a
zvysime celkovy pocet minci. V opa¢nom pripade (ozna¢me A = 2K) kopku A rozdelime na dve polovice po
K. Pocty minci na kdpkach budu K a B+ K. KedZe B mohlo byt najviac 2017, tak A bolo aspon 2:2017 + 1, teda
K je aspon 2018. Spolu mame nepdarny pocet minci (A + B), takze na niektorej kopke je neparny pocet minci.
Na oboch kopkach (K aj B + K) je aspon 2018 minci, takze na tej neparnej je aspon 2019 minci, mézeme na nu
pouzit operaciu (2).

Ak je A aj B parne, jednoducho kopku na ktorej je menej minci vzdy rozdelime na dve polovice Takto sa nam
vzdy zmensi pocet minci na mensej kdpke, takze raz sa musime zaseknuit. V takom pripade bude na oboch
kopkach neparny pocet minci, takze na vicésiu z nich pouzijeme operaciu (2).

Ked na zaciatku bolo na kdpkach (2017,2017,2017) minci, tak moreplavci nevedia dostat na Ziadnej kopke
2019220 minci. Vo v8etkych ostatnych pripadoch vedia, pretoze vzdy vedia pridat 1 mincu a raz, ked bude
véetkych minci dost vela, tak na niektorej kopke bude musiet byt aspon 20192°2° minci.

1.10 Kika Magalhaesa Stratila opravoval Akos

Zadanie. V tejto ulohe, mal byt nejaky pekny historicky pribeh. Zial, Kika stratila svoju historicki knizku o
Magalhdesovi, a tak ndm neostdva nic iné, iba vam namiesto pekného Citania zadat tiito Smakocinku:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom plati |AB| < |AC|. Oznacme O stred kruznice opisanej tomuto
trojuholniku. Nech Q je bod taky, Ze OQ je priemerom kruZnice k opisanej trojuholniku AOC. Na priamkach
AQ a AC sti dané body M a N tak, Ze AMBN je rovnobeznik. Dokdzte, Ze priesecnik priamok MN a BQ lezi na
kruznici k.

Riesenie
Uhly trojuholnika ABC budeme znacit a, f3, y, ako zvycajne.

Najprv si potrebujeme uvedomit, ¢o je bod Q vlastne za¢. Chceme si ukazat, Ze je to prave bod prieniku
doty¢nic ku kruznici opisanej trojuholniku ABC v bodoch A resp. C. (VyuzZijeme velkosti uhlov | < AOC| = 2,
|<OAC]| = 90° — B.) Plati to, pretoze |< CAQ| = |< OAQ| - | < OAC| = 90° — (90° — B) = 3, teda priamka AQ
je naozaj dotycnica (kvoli vete o usekovom uhle). Podobne sa toto da odvodit aj pre priamku CQ. Tym sme
nase tvrdenie o bode Q ukazali. Z toho ale vyplyva, ze priamka BQ je symedianou z vrcholu B v trojuholniku
ABC. .

Nasou ulohou je teda ukazat, Ze priese¢nik priamky MN a b-symediany trojuholnika ABC (ktory budeme dalej
oznacovat D) lezi na kruznici AOC.

Vieme, Ze priamka MN prechadza stredom tsecky AB, pretoze uhlopriecky rovnobeznika maju spolo¢ny stred.
Mozeme si dalej v§imnut podobnost trojuholnikov ABC ~ ANB, pretoze § = |< ABC| = |< CAQ| = |<ANB|,
kde tretia rovnost nastava kvoli BN || AQ. Této podobnost nam dalej ddva | < DBA| = |< MNB| = | < NMA| =
| < DMA|, kde druha rovnost vyplyva zo stredovej symetrie rovnobeznika. Prva vSak potrebuje odévodnenie:
| < DBA| je velkost uhla medzi b-symedidnou a stranou AB, ¢o z definicie symedidny sa rovna uhlu b-taznice
a strany BC. Tento uhol sa vSak v podobnosti prenasajucej trojuholnik ABC na ANB prave prenesie na uhol
MNB, tym sme platnost rovnosti ukazali.

'O symedianach sa mozete dozvediet viac napriklad na 50. strane tohto dokumentu: https://prase.cz/archive/36/serial.pdf
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Riesenia 1. kola letnej casti @@@

Z tychto rovnosti vyplyva tetivovost $tvoruholnika AMBD. Dalej vieme, Ze 3 = | < ANB| = |< BMA|, teda kvoli
tetivovsti | < ADB| = 180° — B a dalej « = |< BAN| = | < ABM| = |< ADM], kde druh4 rovnost plati kvoli AC ||
BM, a tretia kvoli tetivovosti. Z tychto rovnosti dostavame | < MDB| = |< ADB| - |< ADM| = 180° - — a = y,
¢o ale implikuje | < BDN| = 180° — y, ¢o ndm spolu s | < BCN| = y ddva tetivovost BCND. Z tohto a z hore
uvedeného vztahu |< ANB| = f8 vyplyva 180° — 8 = |< BNC| = |<BDC]|. Teda okolo bodu D mame tri uhly
ADB, BDC, CDA spliiajtice 360° = |< ADB| + | < BDC| + | < CDA| = 180° — 8 + 180° — B + |< CDA|, z &oho
vyplyva | < CDA| = 23 = | < COA|, ¢o dokazuje tetivovost stvoruholnika CADO, ¢o sme chceli ukazat.
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