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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Kasino Mamutich Samanov (x < 1) opravovali Adam a Ondro

Zadanie. Hazard je jedna z najstarsich volnocasovych aktivit, akej sa kedy ludstvo venovalo. Historické pramene
uvddzaju, Ze uz pocas ranej doby kamennej prevadzkovali kmeriovi Samani nasledovnu hru:

Saman polozi na stol tri obrovské mamutie lebky. Kazdy hrdé si musi nezdvisle vybrat prdve jednu z nich a hodit do
nej jeden mamuti chvost - vtedajsie platidlo, bolo ho dokonca mozné delit na zlomky. Ndsledne Saman skontroluje,
¢i st vSetky pocty mamutich chvostov v lebkdch rézne. Ak je v niektorych lebkdch rovnako chvostov, mamutie
chvosty sa vrdtia hracom a hra sa zacne odznova. Ak sii pocty v kaZdej lebke iné, zisti, v ktorej lebke je najmenej
mamutich chvostov. Hrdci, ktori vloZili svoje mamutie chvosty do tejto lebky, sii vyhercovia hry a ziskajii od
Samana dva mamutie chvosty, plus si rozdelia mamutie chvosty z lebky, v ktorej bolo najviac chvostov. Chvosty z
najprdazdnejsej aj strednej lebky si ponechdva saman. Pomdzte Samanovi zistit, pre aké pocty hrdacov sa mu oplati
hru prevadzkovat".

Riesenie

Nasou ulohou je zistit, kedy $aman zarobi na svojej hre. Vieme, ze ked je v niektorych dvoch lebkach rovnaky
pocet, tak sa ni¢ nestane. Z tohto vyplyva, Ze keby to $aman hral s jednym alebo dvoma fudmi, tak by asi umreli
od nudy. Lebo ked hrd jeden, tak mdze dat chvost len do jednej a v ostatnych dvoch je 0, a ked st dvaja, tak
bud daju do tej istej, ¢o je to isté ako pri jednom hracovi, alebo kazdy do inej, kde potom v dvoch bude po
jednom chvoste.

Takze teraz vieme, Ze hra je ,hratelna“, len ked pocet hracov je H > 3. Pozrime sa teraz na tieto moznosti.
KedZe st v lebkach rozne pocty chvostov, mozeme si ich zoradit od najprazdnejsej po najplnsiu a oznacit ich
zaradom A, B, C. Potom plati nerovnost 0 < A < B < C < H. Pripady, ked plati rovnost nds nezaujimaju, lebo
vtedy sa ni¢ nestane. Ked nastane pripad 0 < A < B < C < H, tak $aman zaplati 2 - A chvostov a dostane A + B
chvostov. A teda Saman zarobi, ak plati 2 - A < A + B, z ¢oho ked od¢itame A dostaneme, ze A < B, o plati.

Z tohto ndm vyplyva, Ze Samanovi sa hra oplati hrat vzdy, ked ma aspon troch hracov.

2.2 Kostou Malujem Skrabanice («k < 2) opravovali Gianetta a Stevka

Zadanie. Prvou formou umenia, ktorti ludstvo kedy vytvorilo, boli graffity. Ak neverite, stali sa zamysliet, ¢o
sa nam zachovalo po pravekych ludoch. Neboli to Ziadne symfonie, olejomalby ani bdsne. Boli to carbanice na
Cerstvo zateplenych stendch jaskyne. Najzndmejsia z tych, ktoré sa zachovali do dnesnych dni, zobrazuje vypdty
moment z lovu mamutov. Vyzerd nasledovne:

Zdkladom je ostrouhly trojuholnik ABC. Body D a E sii pitami vysok postupne na stranu BC a na stranu AC.
Priesecnik priamok AD a BE je oznaceny ako H. Priamka cez bod H pretina tisecku BC v bode P a tisecku AC v
bode Q. Bod K lezi na tisecke BE tak, Ze priamka PK je kolmd na BE. Podobne, bod L lezi na tisecke AD tak, Ze
priamka QL je kolmd na AD. Dokdzte, Ze priamky DK a EL sti rovnobezné.

!'Samanovi sa oplati hru prevddzkovat ak pri velkom pocte odohratych hier ziska v priemere viacej mamutich chvostov, ako strati.
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RieSenie

Na zaciatok sa zamyslime, ako by sme vedeli dokdazat rovnobeznost dvoch priamok. Jednym zo zakladnych
sposobov je hladat zhodné suhlasné alebo striedavé uhly alebo tiez mozeme skusat dokazat, ze obe dané
priamky st kolmé na nejaku tretiu (toto je v podstate len Specidlny pripad). Samozrejme, existuje viacero
ciest, ako vyriesit tuto tlohu. Pre zaciatok si ukdzeme to najzakladnejsie a potom spomenieme aj niekolko
dalsich.

Zo zadania pozname pravé uhly HLQ, HEQ, HDP a HKP. Dalej si mézeme v§imnut, Ze bodom H prechddzajt
az tri priamky, a teda tam mame mnoho dvojic vrcholovych uhlov, a tie st zhodné. Z nich by mohli byt
najzaujimavejsie dvojice |< LHQ| = |<DHP| a |<EHQ| = |<KHP|, resp. aj |<LHE| = |<DHK| (to st len
sucty predchadzajucich). Takze mame dve dvojice zhodnych uhlov v trojuholnikoch HLQ a HDP, a preto su
podobné. Z rovnakého dévodu st podobné aj trojuholniky HEQ a HKP.

Mozeme si vSimnut, ze koeficient podobnosti oboch dvojic trojuholnikov je rovnaky, lebo maji spolo¢nu
stranu (pre trojuholniky HLQ a HEQ je to strana HQ, pre trojuholniky HDP a HKP strana HP). Preto su aj celé
$tvoruholniky HEQL a HKPD podobné. Chceme ukazat, Ze uhlopriecka jedného je rovnobezna s uhloprieckou
druhého. Ako sme si uz povedali, chceme to ukazat cez striedavé alebo stihlasné uhly. Vdaka podobnosti stvo-
ruholnikov mame aj podobnost trojuholnikov HEL a HKD, a teda aj rovnost velkosti uhlov | <« HEL| = | < HKD|
aaj | < HLE| = | < HDK], ¢o sme chceli. Mdme teda dvojicu zhodnych striedavych uhlov (dokonca dve), vdaka
¢omu su priamky EL a DK rovnobezné.

Iné riesenie
Vieme, Ze | < HDP| = | <« PKH| = 90°. Potom

| < HDP| + | < HKP| = | < DHK] + | < DPK] = 180°.

To znamena, ze body H, D, P, K tvoria tetivovy §tvoruholnik.

?Pre tych, ¢o ich nepoznajt: tetivovy $tvoruholnik je $pecialny tym, Ze mu vieme opisat kruznicu. To sa d4 prave vtedy, ked je
sucet protilahlych uhlov rovny 180°.
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Potom ale z vlastnosti obvodovych uhlov

|< DHP| = | < DKP|.
Dalej
| < HKD| = 180° — | < DKP| - | < PKB| = 90° — | < DKP|.
Podobne | < HEQ| = | < QLH]| = 90°, teda
|<EQL| + | < EHL| = | < QLH| + |« QEH] = 180°,

ateda body E, Q, L, H tiez tvoria tetivovy $tvoruholnik.
Z toho vieme | < QEL| = | <« QHL,

| < LEH]| = 90° — | < QEL| = 90° — | < QHL.

Vieme | < QHL| = |< DHP|, a teda

| < LEH]| = 90° — | < QEL| = 90° — | <« QHL| = 90° — | < DHP| = 90° — | < DKP| = | < HKD|.
Potom priamky EL, DK zvieraju rovnaky uhol s priamkou EK, a teda su rovnobezné.

2.3 Kamen Menom sa Stal (x < 3) opravovali Mi$o M. a Kubko

Zadanie. Zanedlho po tom, ako zacali prvotni ludia formovat kmene a iné spololenstvd objavil sa problém, ktory
dovtedy nemuseli riesit. Nemali mend a nevedeli, ako sa oslovovat, o vytvdralo medzi siikmeriovcami nemalé
problémy. Napriklad ked pocas lovu niekto zakrical: ,Hej ty tam, bacha, mds za chrbtom Sablozubého tigra!* a
otocili sa vsetci, aj ti, ktori mali tigra pred sebou, tak to nebolo dvakrat prijemné...

Kmetiovi Samani teda prisli s ndpadom davat ludom mend. Vymysleli spolu vyse 40 roznych mien, zoradili cely
kmen do radu’® a sukmeriovci si zacali zaradom ddvat mend podla nasledovnych pravidiel:
o Kazdy clovek, ktory stoji v rade na nepdrnej pozicii sa vold ,,Kamen*.
o Pre kazdé prirodzené cislo n plati, Ze kazdy clovek, ktory stoji v rade na pozicii n md rovnaké meno ako
clovek na pozicii 4n.
o Pre kazdé prirodzené cislo n plati, Ze kazdy clovek, ktory stoji v rade na pozicii n md rovnaké meno ako
aspor jeden z ludi na pozicidchn +2 an + 4.

Dokdzte, ze vsetci sa volajui ,Kamern*.

RieSenie

Pokusme sa zistit, kde sa v rade moze vyskytnut ¢lovek, ktory sa nevold ,,Kameni“. Povedzme, Ze sa vold ,,Su-
ter”. Ak ukazeme, Ze takéto miesto nie je, budeme vediet, zZe sa vietci volaju rovnako. Podla prvej podmienky
to bude na parnom mieste, kedZe na neparnom sa vsetci volaju ,,Kamen“. Druha podmienka zase vylac¢i moz-

nost, 7e by sa prvy , Suter* nachadzal na mieste delitelnom 4. Ked?e k-ta pozicia je pred 4k-tou, tak k-ty ¢lovek
sa volal , Kamen* a 4k-ty by tak bol dalsi ,,Kamen*.

Pre prvy ,Suter® tak zostdva pozicia so zvy$kom 2 po deleni 4, zapiSeme ako 4k + 2. Podla tretej podmienky
musi byt na mieste 4k +4 alebo 4k + 6 tiez ,,Suter®. Plati 4k +4 = 4(k+1), preto sa 4k + 4-ty ¢lovek vola rovnako
ako k + 1-vy. Ten v3ak stoji v rade pred 4k + 2, preto sa vola ,Kamen“. Clovek 4k + 6 teda musi byt , Suter*.

*Pre potreby tlohy je ludi v najom kmeni nekoneéne vela, rovnako ako prirodzenych &isel.
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Teraz vieme podla tretej podmienky pokracovat dalej. KedZe na pozicii 4k+4 je ,,Kamen*®, tak na pozicii 4k +6
alebo 4k + 8 musi byt dalsi ,,Kamen*“. Ten teda bude na 4k + 8. Dalej 4k + 10 bude ,,Suter* a takto sa budd
striedat na parnych poziciach do nekone¢na. Za ziadnym , Kamenom® totiz nemozu na parnych poziciach
byt dvaja s menom ,Suter“ a naopak. Vidime, Ze od pozicie 4k + 2 je kazdy Stvrty ¢lovek ,Suter“. Ostatni
su ,Kamen“. To ale znamen4, ze kazd4 pozicia delitelnd 4 je obsadend ,,Kametiom*. Pre kazdy ,Suter* na
pozicii 7 je tak na pozicii 4n ,,Kamen*, ¢o je v rozpore s druhou podmienkou. Pre ,,Suter* tak nezostalo miesto
a véetci sa volaju ,,Kamen*.

2.4 Klaude Monet Staropraveku (x < 5) opravovala Kika

Zadanie. Ti, ktori davali na hodindch vychovy umenim pozor, si iste pamdtaju, Ze impresionizmus ako umelecky
smer vznikol koncom 19. storocia. Pravda je vsak niekde tiplne inde. Totizto slovo ,.impresionizmus* vychddza
z franciizskeho impress - zaposobit. Lenze uz ludia z rodu homo neanderthalensis sa snazili zaposobit na svoje
sukmeriovkyne. Napriklad tdto jaskynnd malba z obdobia raného praveku je jasnym dokazom toho, Ze uz isty
Kamen sa umenim pokusal zaposobit na svoju milii, a teda bol prvym impresionistom. Ved postidte sami:

Kameri nakreslil na stenu jaskyne pre svoju drahii stvorec LOVE s hranou dizky I. Potom dokreslil bod A mimo
Stvorca tak, aby mu vznikol rovnostranny trojuholnik AVE. Ndsledne opisal trojuholniku ALO kruznicu k a jej
stred nazval S. Aky je pomer dizky I ku dlzke strany |SL|?

RieSenie

Bod S je stred kruznice opisanej AALO. To znamend, ze body A, L a O st od bodu S rovnako vzdialené. Staci
nam teda zistit ktorakolvek z dlzok |SA|,|SL| alebo |SO|. Ked sme si to tak zhruba 1000-krat nakreslili, tak
zaéneme mat tusenie, Ze aj dlzka SL je I. Tak hor sa to dokdzat! Pozrime sa na $tvoruholnik LSAE. Strany
EL a AE maju dlzku [, pretoZe je to strana $tvorca alebo strana rovnostranného trojuholnika, ktorého strana je
zhodna so stranou $tvorca. Bod E je teda rovnako vzdialeny od bodov A a L. Aj bod S je rovnako vzdialeny od
bodov A a L. To znamena, Ze body E aj S lezia na osi usecky AL. Ozna¢me si priese¢nik useciek LA a ES ako P.
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Vieme, Ze to je sucasne stred usecky AL, pretoze priamka ES je osou usecky AL. Teda tsecky LP a AP su
rovnako dlhé. Pri bode P mame 4 pravé uhly, lebo ES je os tsecky. Teda uhol APS je zhodny s uhlom LPE.
Ak by sa nam podarilo dokazat, Ze aj uhol PAS je zhodny s uhlom PLE, tak podla vety usu st trojuholniky
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APS a LPE zhodné, a teda dlzka AS je zhodnd s dizkou LE, ktora je L. Bod S lezi na osi usecky LO, pretoze je
rovnako vzdialeny od bodov L a O. Bod A lezi na osi usec¢ky EV, pretoze trojuholnik AVE je rovnostranny a
teda |[EA| = |[VA|. Usecky LO a VE s protilahlé strany Stvorca. To znamené Ze ich osi st totozné. Teda body A
a Slezia na osi LO. Priamka AS je kolma na LO. Priamka LE je kolma na LO. Z toho vyplyva, Ze priamky EL
a AS st rovnobezné. Uhly PAS a PLE st striedavé, &iZe aj zhodné. Trojuholniky APS a LPE st zhodné. Dizka
tisecky SA je I. To znamend, Ze aj dlzka strany SL je . Pomer dlzky [ ku dlzke strany |SL|je 1.

Analytické rieSenie

Ulozme si body do stradnicovej ststavy ako je na obrazku.
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Vieme, Ze bod A je rovnako vzdialeny od bodov E a V, a preto je jeho x-ova stradnica I/2. Vypocitajme y-ova
stradnicu. Spravime to pomocou Pytagorovej vety, a sice sa pozrime na pravouhly trojuholnik, ktory vznikne
z rovnostranného trojuholnika AVE, ked ho rozdelime pomocou osi strany EV. Prepona je dlzky I, jedna
odvesna je I/2 a druha je x. Plati 2 = (I/2)? + x. Z toho vyplyva, ze x = (v/3/2)L.

Vieme, ze bod S ma x-ovua suradnicu //2, pretoze je rovnako vzdialeny od bodov L a O. Bod S je rovnako
vzdialeny aj od bodov L a A. Vzdialenost od bodu L je \/(1/2 - 0)? + (y — (=1))2. Vzdialenost od bodu A je

\/(1/2 —112)2 + (y - (v/3/2)1)2. Mame rovnicu

VW2=0) + (y= (D)2 =/ (12 - 112)? + (y = (V3I2)D)2,

VBT + 215 B =702 4 32— 2y(V32)1) + (3/4) P2

Z nej dopotitame y = —1/(2+/3 + 4). Sturadnice bodu S st [[/2, ~1/(2\/3 + 4)]. Teraz uz len vypocitame dizku
SL. Vieme, Ze dlzka SA je rovnak4, a ta sa d4 vypocitat asi trosku jednoduchsie.

A1 =/ (72 - 122+ (123 + 4) - (V1) = 2 ﬂ@ 2)

Po troche uprav sa ndm podari ziskat Zelany vysledok, a sice, ze |SL| = |SA| = 1.
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2.5 Kvoli Magickému Smilodonovi (x < 8) opravoval Jozo

Zadanie. V ¢asoch temného praveku neexistovali Ziadne sudy ani zdkony. Jediné pravo bolo prdvo najsilnejsieho.
A tak tomu bolo aj jedného teplého vecera zhruba 10 000 rokov pred nasim letopoctom, kedy sa traja mocni
a powerful bojovnici Kamen, Kamen a Kamen rozhodli stretniit v siiboji na Zivot a na smrt o labu starejsinovej
najstarsej... Sablozubej tigrice. Td im mala podla staroddvnej povery priniest astrdlne schopnosti. Uz-uz sa sli
mlatit, ked z jaskyne vybehol staresina so slovami: ,,Do mamutej nohy, chlapi, neblbnite! Vase sily sii ekvivalentné,
a teda pri suboji akurdt vsetci zomriete. Aha, pozrite, tu som vycislil vase bojové schopnosti.*

Povedzme, zZe silu tychto bojovnikov predstavujii redlne cisla a, b, ¢, z ktorych aspori dve sii navzdjom rozne.
Dokdzte, Ze a + b + c = 0 je ekvivalentné* s a> + ab + b> = b + bc + ¢ = ¢2 + ca + a>.

RieSenie

V zadani mdme premenné 4, b, ¢ a dve podmienky na tieto premenné: a+b+c=0aa’+ab+b*> = b +bc+c? =

¢ + ca + a*. Nasou ulohou je ukazat, Ze tieto dve podmienky st ekvivaletné. To znamena, Ze obe z nich su
splnené presne pre tie isté trojice hodnot (a, b, ¢), pricom g, b, ¢ st redlne ¢isla, z ktorych st aspon dve rozne.

Ked chce od nas zadanie dokazat ekvivalenciu, mali by sme si uvedomit, Ze mame dokazat dve implikacie. V
tomto pripade potrebujeme ukazat:

1. Akplatia® +ab+ b* = b? + bc + ¢ = ¢2 + ca + a?, tak potom plati aja + b+ ¢ = 0.

2. Akplatia + b+ ¢ = 0, tak potom plati aj a> + ab + b> = b?> + bc + ¢ = ¢2 + ca + a>.
Podme na to.
Dokaz prvej implikacie

Predpokladajme, 7e a> + ab+ b? = b? + bc+ ¢? = ¢2 + ca+ a®. Vieme, Ze niektoré dve premenné musia byt rozne.
Vdaka symetrickosti vyrazov si moZeme bez ujmy na vSeobecnosti povedat, ze st to a, c. Zoberme si rovnost
prvych dvoch vyrazov a upravujme ju

a*+ab+b*=b*+bc+
a* - +ab-bc=0,
(a-c)(a+c)+bla—c)=0,
(a-c)(a+b+c)=0.
KedZe a # ¢, tak a — c je nenulové a musi platita + b+ c = 0.
Dokaz druhej implikacie
Predpokladajme, Ze a + b + ¢ = 0. Teraz si mozeme vyjadrit a = —b — ¢ a dosadit ho vyrazov
a’ +ab+b* = b* + 2bc+ > - b* — bc+ b* = b* + be + ¢,
Frcat+at=c-bc—c+b*+2bc+c*=b*+bc+

Dostali sme, 7e plati a® + ab + b? = b> + bc + ¢* = ¢ + ca + a>.

“To znamen4, 7e ststava rovnic a> + ab + b*> = b* + bc + ¢ = ¢ + ca+ a* platiaka + b+ c = 0 aneplatiak a + b + ¢ # 0.
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Zavereny komentar

Odportacame vam vzdy si rozdelit dokaz ekvivalencie na dve implikdcie a neskasat ich dokazovat naraz. Lahsie
si tak odkontrolujete, ¢i ste nieco neprehliadli. (A taktiez to Iahsie skontroluje opravovatel, ¢im ho potesite ;))
Mnohym riesitelom sa to nepodarilo a stratili tak zbytocné body.

Ked uz mame tuto formu riesenia, lahsie nam po6jde dalej. Ako sme mohli vidiet, pri ulohach s vyrazmi sa
oplati ich upravovat, davat na jednu stranu, rozkladat na stcin, vyjadrovat si premenné a dosadzovat za ne.

Samotné riesenie ulohy sme uviedli pomerne stru¢né. Je to hlavne preto, aby ste si mohli pozriet, ¢o staci
napisat do vasich rieSeni. V tomto pripade su to dve sekcie, kde dokazujeme jednotlivé implikacie. Preto pri
prvej implikdcii vas mohlo prekvapit, ako sme vedeli, Ze zrovna a a ¢ maju byt rozne. Pri hladani rieSenia si
to v§imneme aZ potom, ¢o sa dostaneme k rovnosti (a — ¢)(a + b + ¢) = 0. Tu vidime, Zeby sa ndm hodilo, ze
zrovna a a ¢ su rozne. To si, samozrejme, mdZeme povedat. Formalne je vSak elegantnejsie napisat tato tvahu
uz na zaciatku nasho riesenia.

2.6 Koniec Mamutieho Samana opravovali Robberta a Vodka

Zadanie. Samana uz omrzelo zdierat kmeri svojou mamutou hrou, a tak si vymyslel hru novii. Zobral z jaskyne
dva kamene, ktoré vyzerali ako dve Sachovnice s m x n polickami. Na niektoré policka Sachovnic potom polozil
figtirku venuse (na kazdé policko najviac jednu). A to tak, aby platilo, Ze v kazdom riadku oboch Sachovnic je
pdrny pocet figiirok. Okrem toho este plati, Ze pocet figiirok v i-tom stlpci prvej Sachovnice je rovnaky ako pocet
figtirok v i-tom stlpci druhej $achovnice (pre vetky 1 < i < n). Hrd¢ hrajiici Samanovu novii hru méZe na prvej
Sachovnici vykondvat nasledujiice dva typy tahov:

(1) Vezme lubovolné 2 riadky a vymenti ich obsah.

(2) Popresuva lubovolne figurky v ramci prvych dvoch riadkov tak, aby platilo nasledovné:

~ Kazdd figiirka ostane vo svojom stlpci.
- Po tahu bude na kazdom policku najviac jedna figiirka.
- Po tahu bude v prvom riadku pdrny pocet figiirok.

Dokdazte, ze bez ohladu na pociatocné rozmiestnenie venusi, moZe hrda¢ hrajiici tiito novii Samanovu hru pomocou
tychto tahov docielit to, aby figuirky na oboch Sachovniciach boli usporiadané rovnako, a tym vyhrat tito hru.

RieSenie
Oznac¢me si prva Sachovnicu M a druht R. Akékolvek pripustné rozmiestnenie figirok na Sachovniciach
budeme volat stav hry.

Prvym typom tahu mozZeme vymenit fubovolné dva riadky. To ale znamena, Ze na poradi riadkov nezalezi.
Druhym typom tahu moéZeme povymienat figurky v prvych dvoch riadkoch, ak dodrzime zadané kritéria.
KedZe na poradi riadkov nezalezi, tak kombinaciou oboch typov tahov mozeme vymenit figurky v fubovolnych
dvoch riadkoch. Preto si mdzeme $achovnice rozbit na jednotlivé riadky. Nasim cielom je teraz ukazat, ze
vieme dostat na M také isté riadky ako st na R.

Teraz dokazeme, ze mozeme tahat aj na R. Presnejsie, dokdzeme, ze ak vieme vyhrat s tahanim na R, tak vieme
vyhrat aj bez neho. Ak spravime nejaky tah na M, vieme ho isto vratit spat, lebo je to opdt povoleny tah. Ak
budeme tahat na oboch $achovniciach a dostaneme sa do stavu, ked st obe rovnaké, sta¢i nam potom tahat na
oboch Sachovniciach spétne (kedZe st uz obe rovnaké, tak robime na oboch rovnaké tahy) tak, aby sme dostali
povodnu R. Tym padom sme ale na R nemuseli tahat vdbec a vieme vyhrat aj bez tahania na nej. Odteraz
budeme preto tahat na oboch $achovniciach. Mimochodom, trik s tahanim spét ¢asto zjednodusi tlohu, preto
je fajn si ho zapamiitat.
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Teraz sa pustime do samotného riesenia. Predpokladajme, sporom, Ze existuje stav hry, z ktorého nevieme
vyhrat. Potom iste existuje aj takyto stav, v ktorom maji $achovnice najmensi pocet riadkov. Navyse medzi
nimi existuje aj stav, v ktorom existuje na M riadok, ktory sa lisi s nejakym riadkom R na najmen$om pocte
pozicii. Zoberme si tento stav hry. KedZe na poradi riadkov nezalezi, mozeme bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladat, zZe prvy riadok M a prvy riadok R su tie, ktoré sa lisia na najmensom pocte pozicii.

Pozrime sa na pripad, ze prvy riadok M je rovnaky ako prvy riadok R. Ak prvy riadok odstranime zo $achovnic,
dostavame stav hry, v ktorom maju Sachovnice mensi pocet riadkov a stale ho nevieme vyhrat, ¢o je spor. Ak
totiz vieme vyhrat po odstraneni riadku, potom vieme vyhrat aj ked pridame rovnaky riadok, lebo s nim po
cely ¢as ni¢ neurobime. Preto prvé riadky M a R musia byt rozne.

Dva riadky, v ktorych je v oboch parny pocet figtirok sa lisia na parnom pocte pozicii. Kedze prvé riadky M
a R st rdzne, tak sa liSia aspon na dvoch poziciach. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech sa lisia v prvych dvoch
stlpcoch. Nech je to tak, Ze v prvom riadku M st v prvych dvoch stipcoch dve figtirky a v prvom riadku R dve
prazdne policka.

Predpokladajme, Ze nejaky riadok M mé v prvych dvoch stlpcoch prazdne policka. Potom mézeme dve figtirky
z prvych dvoch stlpcov prvého riadku presunut do tohto riadku. Tym sme pocet pozicii, v ktorych sa prvy
riadok M a R liSia, zmensili o dva. To je spor s volbou nasho stavu hry.

Z toho vyplyva, Ze vo vietkych zvy$nych riadkoch M mame aspon v jednom z prvych dvoch stipcoch figtirku.
Potom je v tychto stipcoch spolu asponi 7 + 1 figarok. Rovnako na R nemézu byt v prvych dvoch stipcoch dve
figirky v jednom riadku, inak by sme ich vedeli presunut do prvého riadku (teraz vyuzivame, ze mozeme tahat
aj na R). Preto je na R v prvych dvoch stipcoch asponi m + 1 prazdnych poli¢ok, ¢o je najviac m — 1 figtirok. To
je v spore s tym, Ze v kazdom stlpci na M a R je rovnaky pocet figurok.

Mbzete si rozmysliet, Ze ak prvé dva stipce prvého riadku M vyzerajt inak, tak opit podobnymi tuvahami
dospejeme k sporu. Napriklad, ak by bola v prvom stlpci figirka a druhy by bol prazdny, tak by sme scitali
pocet figlirok v prvom a pocet prazdnych miest v druhom stipci. Tym sme ukézali, ze na$ ,,najmensi“ stav hry,
v ktorom nevieme vyhrat neexistuje, a preto vieme vyhrat vzdy.

2.7 Kmen Miso Snoril opravoval Miso S.

Zadanie. Na jar, t. j. pred zimou lovil kazdy kmeni mamuty, pretoZze mamutie mdso je najlepsie mladé. Najst
vSak vsetky mladé mamuty je takmer nemozné, pretoze sa spravaji este privelmi racionalne. Preto sa po rokoch
pokusov a omylov rozhodli vietky kmene spojit a zaloZili mamutobijeck ligu - skupinu krvilacnych hladacov,
lovcov a zberacov, ktorych cielom bolo ndjst, ulovit a pozbierat mdso zo vsetkych mladych mamutov. Ich tiloha
bola jasne dand. Ostdvalo ju uz len vyriesit:

Ndjdite vsetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je Cislo

4n -2
n+5

druhou mocninou nejakého raciondlneho cisla.

Riesenie
Ukéazeme si dve rieSenia — prvé bude mozno trochu trikovejsie a vyuzije tzv. stlacenie medzi $tvorce (druhé
mocniny), druhé bude viac priamociare, ale bude vyzadovat viac pocitania a delitelnosti.
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Prvé rieSenie - stlacenim medzi Stvorce

Na uvod si uvedomme, ze ak nejaky $tvorec (druhtt mocninu) prenasobime inym $tvorcom, opat dostaneme
$tvorec. To plati nielen pre celé ¢isla, ale aj pre racionalne ¢isla. Ak teda pre nejaké racionalne r plati

4n -2
n+5

-7,

mozeme rovnost prendsobit §tvorcom (7 + 5)?2, ¢im dostaneme

(4n-2)(n+5)=r*(n+5)*=(r(n+5))>

Teda aj (4n—2)(n+5) je $tvorcom racionédlneho ¢isla. Navyse je to celé ¢islo, teda to musi byt druhd mocnina
celého ¢isla. Ak by to totiz bola druhda mocnina nejakého zlomku, ktory by v zakladnom tvare mal menovatel
aspon 2, po umocneni na druht by sme opit dostali zlomok v zakladnom tvare s menovatelom aspon 4, ktory
nie je celoc¢iselny.

Tato Gvaha plati aj opaénym smerom, teda ak (4n—2)(n+5) je $tvorcom prirodzeného (isla, tak dany zlomok
(4n - 2)/(n + 5) bude §tvorcom racionalneho isla.

Vyraz
(4n-2)(n+5) =4n*+18n - 10

ma byt teda druhd mocnina prirodzeného ¢isla. Podme sa pozriet, stvorcom akého ¢isla by toto ¢islo mohlo
byt. Je to parne ¢islo, takze to musi byt $tvorcom nie¢oho parneho.

(2n)? = 4n?, o je prili§ malo, nakolko n > 1, a preto 18n — 10 > 0.
Na druhej strane (21 + 6)? = 4n? + 24n + 36, o je zase vidy prili§ vela.

Preto plati bud 4n? + 18n — 10 = (2n + 2)? alebo 4n? + 18n — 10 = (2n + 4)2. V prvom pripade dostdvame
4n* +18n - 10 = (2n +2)?,
4n* +18n - 10 = 4n* + 8n + 4,
10n = 14,
¢ize n nevyslo celé ¢islo. V druhom pripade mame
4n* +18n-10 = (2n +4)%,
4n* +18n — 10 = 4n® + 16n + 16,
2n = 26,

n=13.

‘ 2 ;s . . > . o qxs e S
Pre n = 13 mdme zlomok 22 = (%) , ktory je naozaj druhou mocninou. Ziadne dalsie rieSenie neexistuje.
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Druhé riesenie - s delitelnostami a viac pocitanim

Predpokladajme, Ze mame prirodzené n také, Ze dany zlomok je druhou mocninou nejakého racionalneho
¢isla. KedZe kazdé racionalne ¢islo sa da zapisat ako zlomok, mozeme pisat

4n -2 ( a )2
n+5 \b)’
kde a je nezdporné celé Cislo, b je prirodzené. Navyse zlomok § si mézeme zapisat v zédkladnom tvare, teda

mozeme pozadovat, aby a a b boli nestdelitelné, co sa nam moze neskdr hodit. Dostali sme rovnicu s priro-
dzenymi ¢islami, takze md zmysel zbavit sa zlomkov a skiimat nejaké delitelnosti.

b*(4n-2) =a*(n+5)

20*(2n-1) =a*(n+5)
Mozeme si vSimnut, Ze lava strana je vzdy pdrna, a tak aj prava strana musi byt parna. Ak by n bolo parne,
n + 5 by bolo neparne, takze a by muselo byt parne. Potom a? by bolo delitelné 4 a (kedZe 21 — 1 je neparne)
b? by bolo parne, a teda aj b by muselo byt parne. Cisla a aj b viak nemézu byt parne zdroven, pretoze sme si

vzali zlomok 7 v zékladnom tvare. Preto n musi byt nepdrne, teda tvaru 2k + 1 pre nejaké nezdporné celé k.
Dosadme toto vyjadrenie do rovnice a upravujme:

20*(4k +2 - 1) = a*(2k + 6),
b*(4k +1) = a*(k + 3),
4kb* + b* = ka® + 3a°,
4kb* - ka* = 3a* - b,
k(4b* - a*) = 3a* - %,
k(2b—a)(2b+a) = 3a* - b*.
Pre akékolvek nenulové ¢&islo plati, ze ak deli jednu stranu rovnosti, potom deli aj druhd. Médme teda 2b —a |
3a? — b? a analogicky aj 2b + a | 3a®> — b%. Predpokladdme pritom, ze 2b — a je nenulové (2b + a nikdy nemoéze

byt 0).

Navy$e nam plati, Ze b je nesudelitelné s ¢islami 2b + a aj 2b —a, pretoze ak by nejaké prvocislo delilo b aj 2b + a,
delilo by 2b a tym padom aj g, ¢o je spor s nesudelitelnostou a a b. Preto ak 2b + a deli bx pre nejaké x, musi
delit aj x. S obomi delitelnostami teraz mozeme postupovat obdobne:

2b-al3a® - b 2b+a|3a® - b

2b-al (3a* - b*) +3a(2b-a) 2b+a| (3a*-b*) -3a(2b+a)
2b—a|6ab-b*=b(6a-b) 2b+a| -6ab - b* = b(-6a - b)
2b-al|(6a-b)+6(2b-a)=11b 2b+al|(-6a-b)+6(2b+a)=11b
2b-a|11 2b+al 1l
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Vieme, ze b > 1 aa > 0, takze 2b + a > 2 a zdroven je to delitel 11, teda musi platit 2b + a = 11. Aj2b—a je
delitel 11 (tentokrat vSak moze byt aj zéporny), takze 2b —a € {-11, -1, 1, 11}. Potom

4b=(2b-a)+ (2b+a) =11+ (2b-a) € {0, 10, 12, 22},
4b je kladné ¢islo delitelné 4, teda jeho jedind mozna hodnota je 12. Takze mame b =3aa=11-2b=5. Z
vyjadrenia
k(4b* - a*) = 3a* - b*
mame

. 75-9 66
36-25 11

b

atedan = 2k + 1 = 13. Uvedeny postup vSak nemozeme pouzit v jednom $pecidlnom pripade, a to v pripade,
kedy 2b — a = 0, pretoze uvazované delitelnosti by boli delitelnosti nulou. To by vSak znamenalo, Ze b = 1 a
a = 2, pretoze a a b stile musia byt nestudelitelné. Zaroven by sme mali k(4b?> — a?) = 0 = 3a?> — b?, druha
rovnost vSak pre b = 1 a a = 2 neplati.

Ziadne nové riedenie sme teda neziskali a jediné riesenie tlohy je &islo n = 13.

2.8 Korist Muzi Sledovali opravoval Pedro

Zadanie. Ostdvalo ulovit uz len posledného mladého mamuta a cinnost mamutobijeckej ligy by bola korunovand
uspechom. Tento posledny sa vsak nespraval raciondlne ako ostatné, ale bezal po kruznici. Aby ho lovci dobehli,
rozhodli sa upustit od svojich zdsad a bezat po tetive. Bude to vsak stacit? Podari sa lovcom ulovit posledného
mladého mamuta?

Dany je trojuholnik ABC s kruznicou k jemu opisanou. Dalej vniitri trojuholnika ABC lezi bod P. Priamky AP,
BP a CP pretinaju kruznicu k postupne v bodoch D, E a F, pricom bod D je rozny od bodu A, bod E rézny od bodu
Ba bod F rozny od bodu C. Na uisecke DP zvolme bod X. Predpokladajme, Ze rovnobezka s priamkou AB vedend
cez bod X pretina tisecku PE v jej vniitornom bode Y. Podobne predpokladajme, Ze rovnobezka s priamkou AC
vedend cez bod X pretina uisecku PF v jej vnutornom bode Z. Dokdzte, Ze Stvoruholnik EFZY je tetivovy.

Riesenie
Prvym krokom je v§imnut si, ze sa v ulohe mozeme velmi Iahko zbavit bodov D, E, F a pracovat uz iba s tro-
juholnikom ABC a bodmi P, X,Y,Z. Ako to? Ozna¢me velkost uhla CBP ako ¢ a velkost uhla BCP ako .

Kedze body B, C, E, F lezia na kruznici, mézeme vyuZit vetu o obvodovom uhle a uvidime, 7e |< CFE| = § a
| <BEF| = e.
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Na to, aby ZYEF bol tetivovy, musi platit Sikovné kritérium na tetivovost $tvoruholnika, ktoré je spolu s ob-
vodovymi uhlami ¢asto najpraktickej$im sposobom, ako tetivovost dokazovat alebo ju vyuzivat. Kritérium
je zalozené na fakte, Ze $tvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked stucet protilahlych uhlov dava 180°, avsak v
praxi sa eSte Castejsie vyuziva ind forma tohto kritéria. Ta hovori, Ze $tvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked
susedny uhol k niektorému z uhlov $tvoruholnika ma rovnaku velkost, ako jemu protilahly uhol (tomu uhlu
zo $tvoruholnika).

V kontexte na$ej ulohy dostaneme, Ze tetivovost Stvoruholnika EFZY je ekvivalentna s |< CZY| = |<BEF| a
tiez s | < BYZ| = | < CFE|. To sa d4 vdaka rovnostiam z prvého odstavca prepisat na | < CZY| = ¢ a|<BYZ| = §.
Wau! Takze mame vlastne dokazat, ze priamka ZY je rovnobezna s priamkou BC (vdaka striedavym uhlom).
Tym sme sa uspesne takmer zbavili celej kruznice a bodov D, E, F (okrem toho, Ze Z, Y stale musia byt také,
aby lezali na tseckach zo zadania).
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V tomto zjednodusenom nastaveni sa uz iba treba trochu pohrat s rovnobeznostami zo zadania, ktoré sme
este stale nevyuzili. Rovnobeznost dvoch useciek, ktorych vrcholy su tak pekne do kriza prepojené, ako v
nasom pripade cez bod P° (dokonca vsetkych troch zainteresovanych dvojic), je ekvivalentnd s tym, Ze tie
usecky st rovnolahlé so stredom rovnolahlosti P (v nasom kontexte). Alebo, Ze trojuholniky tvorené stredom
rovnolahlosti a vrcholmi tseciek su rovnolahlé. V tomto pripade chceme ukazat rovnolahlost trojuholnikov
PYZ a PBC.

Vyuzijeme rovnolahlost trojuholnikov PYX a PBA a trojuholnikov PZX a PCA, ktoré vyplyvajui z rovnobeznosti
priamok XY a BA a priamok XZ a CA. Z tychto plynu nasledovné rovnosti:

pY| _|pB P2 _|pC]

|PX| |PA| |PX|  |PA|

Vydelenim tychto dvoch rovnosti dostavame:

|PY| _ |PB]

[PZ| ~ [pC|

Toto je presne vyjadrenie rovnolahlosti iseciek YZ a BC, ¢o sme chceli dokazat.

2.9 Korespondencni Matematicki Seminaristi opravoval Tomas

Zadanie. Neandertdlci boli velmi Sikovni a cielavedomi ludia. Ved inak by sa im nepodarilo ndjst vSetky mladé
mamuty. My, riesitelia korespondecného matematického semindra, sa vsak nemienime nimi nechat len tak lahko
zahambit.

A preto ndjdeme vsetky celé kladné cisla m, n, pre ktoré plati

nl +m! =m".

Riesenie
Mame rovnicu s celymi ¢islami, takze sa oplati pozriet na nejaké delitelnosti. Preto si favu stranu napiSeme
ako sucin.
Akn<m,
n! [1 +(n+1)(n+2)-(m-1)m ] =m".
Zitvorka [1 + (n + 2)---m] ma zvySok 1 po deleni m, takZe je nesudelitelnd s m, a teda aj s m". Zaroven

tato zatvorka deli lava stranu, takze deli aj pravu stranu rovnosti. To je nejaké podozrivé a privadza nas to k
nasledujucemu tvrdeniu (rozmyslite si, Ze naozaj plati):

Ak nestdelitelné prirodzené ¢&isla a, b spliiaji a | b, tak a = 1.

Podla tohto tvrdenia by musela byt zdtvorka [1+ (n+2)---m] rovnd 1, ale zjavne je aspon 2, takZe tadialto cesta
k rieseniam nevedie.

>To, ze P sa nachddza medzi iseckami, vyplyva z predpokladu zo zadania o polohe bodov Y a Z
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Akn>m,

n!
1-2- - -(m—l)-m(1+—):m”.
m!

Lava strana je delitelnd ¢islom (m—1), takZe je aj prava strana delitelnd (m—1). KedZe (m—1) je nesudelitelné
s m", tak podla tvrdenia m — 1 = 1, teda m = 2. Pévodna rovnica ma tvar
n!+2!=2"
nl=2"-2=2(2""1-1).
Zatvorka (2"-! — 1) je neparna alebo rovnd 0. Rovnd 0 nie je, lebo n! # 0. Vidime, Ze 2 sa vyskytuje v prvoci-

selnom rozklade pravej strany 1-krat. Preto n! musi obsahovat 2 v prvociselnom rozklade tiez len 1-krat. To
sa stane len, ked n < 3. Vysktsame vsetky 3 moznosti a zistime, Ze vSetky riesenia st

(n, m)=(2,2): 20 +20=4=2%
(n, m)=(3,2): 3l+2!=8=2°
2.10 Konvergujiica Mamutia Smakocinka opravoval Akos

Zadanie. Neandertdlci mali mamutov. Potom vsak vSetkych mamutov ulovili a zabili. Preto my uz mamutov
nemdme. Zamerajme sa preto radsej na nieco, co mdame. Mdme postupnosti redlnych Cisel ay,ay, ..., a0 a
b1, by, ..., by, pre ktoré plati pre kazdé n € {0,1,...,2019} bud

a, 1
An+1 = ? a bn+1 = 5 — Gy

alebo
2
Ani1=2a, a by = ay

Ak plati ayyy < ay, tak potom akd je najvicsia moznd hodnota vyrazu by + by + -+ + bypo?

RieSenie

Pocas rieSenia budeme nazyvat a;,, = 4 tah prvého typu, a a;,, = 2a? tah druhého typu. Tak na zaciatok si
premyslime, Ze sa chceme zaoberat iba nezdpornymi postupnostami {a, }2°%’. Teda oba mozné kroky vyrobia
z nezaporného a; nezaporné a;,; a krok typu dva vyrobi zo vietkého nezaporné ¢islo. Teda teraz keby sme mali
nejaké zacinajuce ¢islo ay < 0, tak ak niektory z nasich krokov by bol druhého typu, tak odtial by sme mali
nezapornu postupnost, a teda platilo by ay < 0 < ay,, €0 je pre nas nevyhovujica postupnost. Teda vsetky
tahy by mali byt prvého typu, ale kvoli zapornosti a by znova platilo gy < a,0. Teda nutne plati ay > 0. Teraz
si podme rozobrat pripady:

1. MoZzeme si v§imnut, Ze ak ao = 3, tak oba mozné tahy z neho spravia znovu ; a pripiSe sa k nasej sume
0 alebo ay = 5. Teda ked vidy pripiSeme ay = 3, dostaneme sumu 1010. Ideme si ukézat, Ze tito hodnota je
maximalna dosiahnutelna.

2. Ak 0 < gg < 3, tak aj 0 < a; < 3, a teda pre vietky i plati 0 < a; < 3, z ¢oho hned vyplyva 0 < b; < 3, teda

Y’ by <2020 - 1 = 1010.
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3. Zostdva nam overit pripad a, > 3. Chceli by sme skonstruovat nejaky monovariant® pre nasu postupnost,
ktory sa bude dat pouzivat pri neskorsich odhadoch. Preto si definujeme funkciu f: {1,2,...,2020} — R’
nasledovne:

f(n):b1+-~~+bn—g—an.

Pre tuto funkciu, pre vSetky rozumné n plati f(n + 1) < f(n):
a) Ak a1 = 2 a b,y = 5 —ay, tak

f(n+1):bl+~~~+bn+bn+1—nJrl

—pyl =

:f(”) +ay+ by - % — Ansl =f(7’l) —Aps1 Sf(l’l).

b) Ak a,,; =2a% a b, = a,, tak

n+1

—A4pt1 =

f(n+1)=by+--+b,+ by —

1
=f(n)+an+bn+1_§_an+1:

1 2
:f(n)+an+an—§—2an=

=f(n) - %(Zan - 1)? < f(n).
Plati teda f(2020) < f(2019) < f(2018) < --- < f(1), takze f(2020) < f(1),

1
bl + e+ bzozo —-1010 — ar020 < bl - 5 —a,

1
by + -+ + bygzg < 1010 + angp0 + by — 57 a.
Podla zadania plati a0 < a9. Ak a; = 5 a b, = % - ay, tak

by + -+ + byopo < 1010 + g + ! L _ 4 1010 - 2 <1010
< Ay +=-—a—=——= - =X .
1 2020 oty T TS 5

V opa¢nom pripade, teda ked a, = 2a} a b, = ay, plati
1 1
by + -+ bygyo < 1010 + ag + ag — 3" 2a% = 1010 - 5(2ao - 1)*<1010.

Hodnota vyrazu by + -+ + by tak moze byt nanajvys 1010 a tito hodnotu uz méze dosiahnut, napriklad pre
tieto dve postupnosti:

1
Gp=a;=ay=--=dax=0 a blzbzz‘“:bzozozza
ao:alzazz“':azozo=z a bI:bZ:“':bZOZO:E-

®Monovariant je vlastnost/hodnota, ktord sa meni iba jednym smerom.
"Tento z4pis znadi iba to, Ze funkciu vyhodnocujeme iba v bodoch 1,2, ..., 2020
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