Koreépondenénjf Matematicky S eminar

Vzorové rieSenia

Uloha é&. 1: Ukdzte, e ak a a b su také redlne ¢isla, Ze a > 0, b > 0, tak plati aj nerovnost:

a®+b° _ (a+b)°
372

Zistite navyse vsetky redlne ¢isla a > 0 a b > 0, pre ktoré v tejto nerovnosti nastdva rovnost.

RieSenie: (opravoval Peto)

Ked sa skiisenym okom pozrieme na pravi stranu a v duchu si ju roznasobime, uvidime, Ze na lavej strane sa nam
vyskytuje viraz a® + b3 predeleny trojkou, zatial ¢o na pravej strane je ten isty vyraz predeleny iba dvojkou a
sme si to uvedomili poriadne a vySetrili, kedy nastédva rovnost, urobme zopar tprav. Konkrétne odstraniime zlomky
vynasobenim nerovnosti ¢islom Sest, rozndsobme zatvorku umocneni na tretiu a dajme vsetko na jednu stranu.
Ak sa nepomylime, dostaneme nerovnost

a® 4+ 9a%b + 9ab® +b* > 0, (1)

ktora je ekvivalentnd so zadanou. Robili sme totiZ iba ekvivalentné tipravy. To znamend, Ze tdto nerovnost plati
prave vtedy, ked plati zadand nerovnost a aj rovnost v nej nastdva v tych istych pripadoch. Tu uz vidno to, ¢o
sme si uvedomili na zaciatku. Na lavej strane (1) totiz nemoze byt zadporné ¢islo. (Skuste si sami zdévodnit, preco.)
Ostéava nam uréit, kedy nastdva rovnost. Aby bola lava strana (1) nulovd, musia byt vSetky jej s¢itance nulové,
teda aj a® a b®. Potom ale musia byt nulové ¢isla a aj b. Ak a = b = 0, tak v zadanej nerovnosti skuto¢ne plati
rovnost. Tym sme tlohu vyriesili.

Komentér: Uloha bola jednoduché, ale ¢asto ste zabudli spomentif, Ze tpravy, ktoré ste urobili, boli ekvivalentné.
Za to ste mohli nejaky ten bodik stratit.

Uloha é&. 2: Ndjdite vsetky prirodzené ¢isla a, b, ¢, ktoré spliiaji rovnicu:

1

Lo
b ¢

1
=+
a

Riesenie: (opravovali Débo a Debo)

Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujeme pripady, ked 0 < a < b < c.
Plati, Zze a > 1 (lebo ak by a = 1, potom % + % + % =1+ % + % a to je uz vicsie ako 1).
Tieiplati,éea<4(leboakby4§a§b§c,potom%>iz%z%z%ateda%+%+%<l).

e ak a =2, potom b > 2

- ak b=2, potom%—l—%:l ateda%zO, no a také ¢ uz neexistuje.

- akb:3,potom%+%:%ateda%*%,éiiec:&

- akb:4,pot0m%+%:%ateda%—%,éiiec:él.

- akb>4,pot0m%+%<%ateda%>i,éiiec<4<b,at0jesporstym,iebgc.
e ak a =3, potom b > 3

- akb:3,potom%+%:%ateda%:%,éiiec:&

- akb>3,p0tom%+%<%ateda%>%,éiiec<3<b7atojezasespor.

Tym sme vycerpali vSetky moZnosti a mame 3 rozne trojice [2, 3, 6], [2,4,4] a [3, 3, 3]. Samozrejme to nie st vSetky
moznosti. Chybaji nam tie, pre ktoré neplati a < b < ¢, ale tie dostaneme tak, Ze v niektorej z trojic povymiename
prvky. To uz nechdm na vés, spolu je tych moznosti 10.

Uloha &. 3: Dokdzte, Ze ak je zlomok % v zdkladnom tvare, tak potom si aj zlomky “afbb, ‘Z—*_'bb v zdkladnom tvare.

Riesenie: (opravovali Erika a Cermo)

Caute studenti, dostali sme s Erikou za tlohu opravit tito lohu :) a ako nédm bolo uloZené, tak sa vykonalo. Nuz
a ked sa uz skonalo tak si asporni par riadkami pripomerime ako sa malo konatf. ..

Dokaz tohoto milého tvrdenia budeme robit sporom. Teda budeme predpokladat Ze plati negécia tvrdenia, potom
sa kukneme na to ¢o z toho vyplyva a ak ndhodou to bude blbost (spor), tak bude platit povodna veta (to ¢o mame
podla zadania dokizat). Teraz prakticky prevedieme ¢o sme si tak pekne teoreticky napisali:
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Povodna veta: Ak je zlomok ¢ v zakladnom tvare (Cisla a, b, st nestdelitelné) tak zlomky aa—tb a “a—*bb su tiez

v zékladnom tvare. Pre vSetky a, b z mnoziny celych ¢isiel okrem b = 0.

Znegovany vyrok bude mat ttito podobu: Ak je zlomok § v zakladnom tvare (isla a, b, st nestidelitelné) tak aspon
jeden zo zlomkov a{jbb a a{;)b nie je v zdkladnom tvare. Pre vSetky a, b z mnoziny celych cisiel okrem b = 0.

Tak sa na to kuknime: Povedzme si, Ze v zdkladnom tvare nie je napr. zlomok aa—tb (pre ten druhy by to vyzeralo
velmi podobne, ale pri hladani sporu mi sta¢i rozoberaf len jeden pripad.) To znamend, Ze existuje také prvodcislo
k (k moze byt aj zlozené, ale ndm postaci ak si z toho éisla zoberieme len jeho Tubovolné prvodislo), ktoré deli
jeho citatela aj menovatela). Z toho, Ze k deli ab (menovatel) vyplyva, Ze k deli a alebo b. Nech & deli napriklad a.
Potom, kedze k deli (a + b) musi k delt aj b. A tu je nasa hladand blbost—spor, pretoze ak k deli a aj b potom je
zlomok ¢ sudelitelny, teda nie je v zdkladnom tvare. Analogicky to bude platit ak & bude delit b.

Howgh....

Uloha é&. 4: ZloZensj zlomok 3% st ¢lovek moZe lahko pomylit s ndsobenim 3 - % Zistite, pre ktoré a, b, ¢ plati, Ze

zloZeny zlomok a% predstavuje to isté ¢islo ako sucin a - %

(V zloZenom zlomku a% plati iba b > 0, ¢ > 0. Nemusi platit, Ze ¢isla b, ¢ si nesidelitelné alebo Ze b < c).

RieSenie: (opravovali Ana a Janka)
Uloha bola trochu zmiito¢ne zadana — nebolo totiz povedané, v akej mnozine sa ma riesit. KedZe sa jedna o zlomky,

ocakavali sme mnozinu celych éisel. Preco? Prirodzené ¢isla ndm nestacia, kedZe pozname aj zlomky zaporné,

3 > . . P o / V2 T , v .
napr. —5. A prefo nie v redlnych? V praxi sice pouzivame vyrazy ako 5= alebo %, ale zlomky st v skuto¢nosti

definované ako § , kde a € Z a b € N. A teda ked ste "upraveni” tlohu (t.j. napr. v prirodzenych éislach) vyriesili
dobre, neziskali ste plny pocet bodov — takato tloha bola totiz jednoduchsia ako ta povodne zadana. Ja viem, zivot

je pes ... :-), ale mali ste sa spytat na kms@realtime.sk.
Tak a teraz k samotnému rieseniu. To si rozdelime na tri pripady: a > 0, a = 0, a < 0. To preto, lebo ak a < 0,
tak a® nie je a + 2 ale a — & (=42 je totiz — a nie —7).
e Pre a > 0 sirovnicu @ =q- % =q? = 2% ypravime na tvar :
c c c c
ab—b = ac
b a
c  a-—1

_a

Tu si treba uvedomit, ze zlomok —%5 je v zédkladnom tvare. Keby totiz boli ¢isla a a a — 1 sudelitelné, zlomok
by sa dal kratif nejakym ¢islom n > 1. A teda n by delilo aj a aj a — 1. Z toho by vyplyvalo, Ze n deli &islo 1
¢o je vSak spor s n > 1. A teda a aj a — 1 st nestdelitelné a zlomok je v zdkladnom tvare.

My zo zadania vieme, Ze b a ¢ nemusia byt nestudelitelné. A teda zlomok % v zdkladnom tvare byt nemusi. Ale
kedze % = -4, tak vlastne % je rozsireny zlomok —“4, a teda b =n-a, c=n-(a—1), pre nejaké n € N (lebo
b >0, ¢ > 0). Este je dolezité si uvedomit, Ze naSe rieSenie funguje, len ak a # 1, lebo a — 1 je v menovateli
zlomku — keby a = 1, potom by sme delili nulou. Ale pévodnéa rovnica v zadani mé pre a = 1 tvar 1+ g = IE’,
¢o zrejme nem4 rieSenie. Pre a > 0 je riesnim usporiadana trojica

[a,b,c] = {[a,n-a,n-(a—1)],a € N\ {1},n € N}.

e Co ak a = 0? Potom ma rovnica zo zadania tvar % = 0 a teda b = 0. Potom rieSenie tohto pripadu je
[a,b,c] = {[0,0,¢)],c € N}.

e Este zostal pripad, kde a < 0. Ten je dost podobny prvému — podobnou tpravou dostdvame rovnicu v tvare

b a

c a+1
kde zlomok %5 je v zdkladnom tvare (toto si premyslite, dovod je ten isty ako v pripade a > 0). A teda %

4 -t.j. b=n-a,c=n-(a+1), pre nejaké n € Z~. Inak povedané

a+1
[a,b,¢c] ={la,n-a,n-(a+1)],a € Z-\{-1},ne Z}.

Tu si tiez bolo treba vSimnut, Ze a # —1, aby sme nedelili nulou.

je rozsireny zlomok

Uloha &. 5: Ezistuje celé ¢islo a také, Ze vijraz %—5 + % + % nie je celym cislom? Svoje turdenie zdovodnite.

RieSenie: (opravovali Pista a Mazo)
Odpoved prezradime hned na zadiatku: takéto celé &islo neexistuje, ako aj vicsina z vas zistila. Uloha sa dala
riesit niekolkymi rozliénymi sposobmi, tu je niekolko z nich (vo vSetkych pripadoch je vyhodné daf si zlomky na
spolo¢ného menovatela:

a® @ Ta 3a®+5a®+7a

—_-—t =t =

q q
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za "vyraz” budeme povazovat vyraz v Gitateli ndsho zlomku). Na dokaz neexistencie ¢isla a staci ukazat, Ze vyraz
je delitelny pétnastimi. To sa d4 viacerymi spésobmi. Niektoré z nich tu uvedieme.

1. Delitelnost vyrazu pétnastimi moéZeme ukézat drevorubaésky: vezmeme si vSetky mozné tvary éisla n vzhla-
dom na delitelnost ¢islom 15, teda n = 15k + 0,15k + 1,15k + 2,...,15k 4+ 14 a Gpravou vyrazu mame, ¢o
chceme (skuste si!). Toto nevyzaduje vlastne Ziadne rozmyslanie naviac a nie je to velmi perpektivne, ked
namiesto ¢isla 15 budeme mat napriklad 541. (Trocha by nam pomohlo skiimat delitelnost vyrazu ¢islami
3 a 5 osobitne, kedze 15 = 3-5 a 3 aj 5 st prvocisla.) Mdze sa to vSak hodit, ked potrebujete nejakt metddu,
ktora vam da naisto vysledok, napriklad v matematickej olympiade.

2. (matematickd indukcia)

Podstata matematickej indukcie spociva v tom, Ze ak z platnosti tvrdenia pre nejaké celé cislo k vieme
odvodit platnost pre ¢islo k& + 1, tak potom ndm tvrdenie plati aj pre ¢islo (k+ 1) +1 = k + 2 a tak
dalej pre k + 3,k + 4,... Niekde vSak musime zacat. Na to nam slizi prvy krok MI. Vicésinou tento typ
dokazu pouzivame pre prirodzené isla, vtedy v prvom kroku uvazujeme k = 1. Skuste sa zamysliet, preco
MI nemoézeme pouzit pre redlne ¢islo k.

V tomto pripade si musime dat pozor na to, %e chceme tvrdenie dokdzat pre vsetky celé ¢isla, teda aj pre
zédporné. Preto bud urobime indukciu oboma smermi (ak plati tvrdenie pre a, plati aj pre a+1 a aj pre a—1),
alebo si vSimneme, Ze na$ vyraz ma pre —a opa¢nt hodnotu ako pre a (rozmyslite si!), teda delitelnost sa
nam zachova. Potom staci aj obycajna indukcia.

1° Pre a = 0 je hodnota nisho vyrazu nula, teda je delitelny pétnéastimi.

2° Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre a = k, teda
15 | (3k° + 5k* + Tk),

toto je nas indukény predpoklad. Upravme si vyraz pre a = k + 1 (umocnenie vykondme roznasobenim,
ti sktisenejsi z vas mozu pouzit binomicka vetu):
3¢° +5a® +7a = 3k+1)°5+5(k+1)32+7(k+1)=
3k° + 15k* 4 35k® + 45k + 37k + 15 =
3k5 + 5k + Tk + 15(k* 4+ 2k3 + 3k* + 2k)

¢o spolu s nagim indukénym predpokladom znamené, ze vyraz pre a = k + 1 je delitelny éislom 15.

3. Pre zjednodusenie si zavedieme novy zapis: ak ¢isla a a b davaji po deleni ¢islom k rovnaky zvysSok, budeme
to zapisovat ako a = b (mod k) a ¢itat ”a je kongruentné s b modulo k£”. Vyhodnost tohto zapisu spociva
aj v tom, ze ak a = b (mod k), tak aj ad = bd (mod k) pre vSetky celé ¢isla d a z platnosti a = b (mod k)
ac=d (mod k) vyplyva a4+ ¢ = b+ d (mod k) (rozmyslite si preco!). Na to, aby nejaky vyraz bol delitelny
pétnastimi, staci, aby bol delitelny tromi a piatimi, lebo 3 a 5 st prvocisla. Tak skiisme skiimat zvysky nasho
vyrazu po deleni tromi. Po chvilke si mézeme v8imnuf, Ze &isla n® a n davajt po deleni tromi rovnaky zvysok.
Skutoc¢ne, ich rozdiel

n®—n=nn?-1)=(n—1)n(n+1)

je deliteIny tromi, lebo je to stuéin troch za sebou idicich celych éisel. Teda plati

3a® +5a® + Ta = 3a® + 3a® + 2a® + 6a +a =3(a° +a®*+2a) +2a°* +a=0+2a+a=3a=0 (mod3),
preto je nas vyraz delitelny tromi. Podobna vlastnost plati pre n® a n a delitelnost piatimi:
n*—n=nn*-1)=nr?-1)E*+1)=nnr*>-1Dn*-4)=n-2)n—1nn+1)(n+2)=0 (mod 5),

lebo je to suéin piatich za sebou idicich ¢isel. Teda pre vietky celé &isla n dévaja éisla n® a n rovnaky zvysok
po deleni piatimi. Preto zvySok nasho vyrazu po deleni piatimi je

3a® + 5a® + 7a = 3a® + 2a + 5(a®> +a) =3a+2a+0=5a=0 (mod 5).

A sme na konci, nas vyraz je delitelny 3 aj 5, a teda aj 15. Preto zlomok zo zadania je celé ¢islo pre vSetky
celé cisla a.

4. Niektori z vas prisli na to, Ze druhé rieSenie sa dé skratif pomocou malej Fermatovej vety (lahko si jej platnost
dokazete indukciou podla n). Konkrétne, ak p je prvocislo, tak n? dava po deleni p rovnaky zvysok ako n
(pre vietky celé ¢isla n). A z tohto ihned mame rovnost zvyskov n® a n po deleni 3 aj n® a n po deleni 5.
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Uloha é&. 6: Ndjdite vsetky prirodzené ¢isla a, b a n také, Ze plati:

a b

E + a =n
Riesenie: (opravovali Katka a Buggo)
Upravou Tavej strany rovnice

a b

3 + L= (2)
na spolo¢ného menovatela zistime, Ze ab | a? + b* (ab deli a® + b?). Preto aj a | a® + b* aj b | a® + b%. KedZe

samozrejme a | a® a b | b, musi platit
a|b? a b|a®. (3)

Najcastejsie vyskytujiicou sa chybou bolo, Ze riesitelia z platnosti a | b? usadili, Zze a | b, ¢o vSak nie je pravda
(napr. 4 deli 62, ale 4 nedeli 6). Dokonca ani z oboch vzfahov v (3) naraz nemozno usudit, Ze a | b ¢ b | a (napr.
12 | 182 a zéroveii 18 | 122, ale 121 18 a 18  12). Na zarucenie platnosti tjchto tvrdeni je potrebny predpoklad, Ze
a, b st nestudelitelné. Riesitelia, ktori mali tito chybu, stratili 3 body.
Mozno v8ak postupovat takto. Nech d je najvicsi spoloény delitel éisel a a b. Potoma =d-Aab=d- B, kde A a
B st nestdelitelné. Zadan4 rovnica po vykréateni zlomkov bude mat tvar

A B

B Ta~"
Teraz vSak uz mozno pouZit uvahy z predchddzajiceho odstavca, ¢ize A | B a zéaroveli (kedZe uloha je vzhladom
na A, B symetrickd) B | A. Preto A = B a z nestdelitelnosti A a B musi byt A = B = 1. Zo zépisu a a b tak je
a="b=d-1=d vyhovujacim rieSenim pre fubovolné prirodzené ¢islo d (je ich nekoneéne vela (!)).
Iné rieSenie:
Povodnt rovnicu (2) vyndsobime vyrazom a - b, presunieme vSetky ¢leny na jednu stranu a vzniknuta kvadraticka
rovnicu

a® —abn+b*=0

pre nezndmu a (prip. b) rieSime pomocou vzorca:

ntvn?—4 ()
2

Mnohi riesitelia z tohto vztahu okamzite usudili, Ze n = 2, avSak toto tvrdenie nedokézali a preto stratili 4 body.
Dokaz mozno urobit napriklad nasledujicim spésobom. Prenesieme vSetky ¢leny okrem odmocniny v rovnici (4)

na druhi stranu 5 b
7(11’21)_ n_ +v/n2 -4

a zistime, ze v/n? — 4 musi byt racionalne ¢islo. AvSak odmocnina z celého ¢isla n? —4 je racionalna len ak je n? —4
druhou mocninou celého &isla. Nie je to vobec trividlne tvrdenie, aj ked jeho dokaz ste uz asi videli v §kole; ak nie,
skiste si to sami. Mame teda

a172 = b

pre nejaké celé nezdporné m. Z toho
n2—m? = 4
(n—=m)(n+m) = 4, (6)
a teda n —m aj n + m st celymi delitelmi ¢isla 4. Lahko zistime, Ze vSetky moznosti si:
en—m=1n+m =4
en—m=2n+m=2
en—m=4,n+m=1

KedZe vsak ¢isla n — m a n + m maji vzdy rovnaku paritu, vSetky celoc¢iselné riesenia musia vyhovovat vztahom
n—m=2an+m=2Cizen=2, m=0,t.j. a=b.
Vsetky rieSenia Glohy st n =2 a a = b je lubovolné prirodzené &islo.

Uloha é&.7: Ndjdite najmensie prirodzené ¢islo n také, Ze kazdy zo zlomkov

7 8 9 31
n+9 n+10" n+11" 7 n+33

ie v zdakladnom tvare (nedd sa skrdtit).
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Riesenie: (opravovali Foto a Malic)
Zlomok ¢ sa nedd kratit prave vtedy, ked D(a,b) = 1, kde D(a,b) oznacuje najvicsieho spoloéného delitela ¢isel
a a b. Nasa tloha je teda ekvivalentna najdeniu najmensieho prirodzeného ¢isla n, pre ktoré plati

D(7,n+9)=D@8,n+10)=---=DBL,n+33)=1.

Kedze pre prirodzené &isla a, b (a < b) plati D(a,b) = D(a,b—a), tak predchddzajica ststava rovnic je ekvivalentnd
tejto
D(T,n+2)=D@8n+2)=-=D(BL,n+2)=1.

Hlad4me teda najmensie ¢islo (n + 2) nestdelitelné s ¢islami 7,8, ..., 31. Pritom musi byt (n+2) > 2. Dalej vieme,
Ze (n + 2) musi byt neparne, inak by bolo stdelitelné s 8. Neméze to vSak byt 3 ani 5, inak by bolo studelitelné s 9
resp. 10. NemozZe to byt samozrejme ani jedno z &isel 7,8, ..., 31, inak by bolo stdelitelné so samym sebou. Dalej
to nemoze byt ani 33 resp. 35, lebo toto by bolo stdelitelné s 9 resp. 10. Nase (n + 2) je teda aspoti 37. Cislo 37 je
prvodislo a preto nemdze byt studelitelné so ziadnym z ¢isel 7,8, ..., 31. Hladané (n + 2) je teda 37 a hladané n je
potom 35.

Uloha é&. 8: Ndjdite vsetky redlne cisla x, ktoré spliaji rovnicu

1 1
BT
kde [x] je cela cast z x, t.j. celé ¢islo a, pre ktoré plati a < x < a+ 1 a {x} je desatinndg cast Cisla x, t.j.
{z} =2 —z].

Riesenie: (opravovali Feri a Miki)
Prvé, ¢o si mozeme vSimnt, je, ze mame vyrazy [x] a {x} v menovateli, takZe pre kazdé rieSenie x zadanej rovnice
musi byt [z] i {z} rézne od nuly. Pre takéto x mozme rovnicu upravit na tvar

[z] +

1 1
[x]-i-ﬁ:{x}-i-m
@] — {2} + o — =0

{ []

]
o] — ()
o]~ o} + Sy =0

(] ~ () (14 37 ) =0

takze musi platit [z] — {z} = 0 alebo 1 + ﬁ = 0. V prvom pripade dostévame, ze [x] = {z}, no [z] je celé
¢islo a {z} € (0;1) a tak jedind moznost, kedy to plati, je ak [z] = {} = 0, teda x = 0, no toto ¢islo nevyhovuje
podmienke, aby [z] i {x} boli rozne od nuly. Musi teda platit druhd moznost, teda

1
T

{z}a] =
(z = [z])[z] = -1

JIZ[ZL‘]*L

[]

RieSenim zadanej rovnice teda mozu byt len &isla z, ktoré st tvaru

rT=m— —,
m

— L musi platit

kde m = [z] je celé ¢islo. Aby vSak m bolo naozaj celou ¢astou ¢éisla x = m
1
m<m-——<m-+1.
m

Lavé ¢ast nerovnice je zrejme splnend len pre zaporné ¢isla m, z nich vietky okrem —1 spliiaju aj pravi cast.
Preto vSetky riesenia zadanej rovnice su ¢isla

1
{m—;mEZ,m<—1}.
m
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Uloha &.9: Nech a, b, ¢, d si navzdjom rozne redlne ¢isla, ktoré spliaji T+ g + <+ g =4 a ac = bd. Zistite

mazimdlnu mozZni hodnotu vyrazu

Riesenie: (opravovali Tina a Sato)
sucin nejakych vyrazov, nie stéet). Polozme k = ac = bd. Pri upravovani vyuzijeme nenulovost ¢isel a, b, ¢, d, ktoré
sa vyskytovali v menovateloch zlomkov.

a b e 4 _
b ¢ d a 7
aed 4+ b%ad + 2ab+ d?be =  4abed,
Ela+c)b+d) = 4k (7)
(a+c)*(b+d)? = 16k°
Spatnym dosadenim k? = abed dostédvame
(a4 c)?(b+ d)* = (4ac) - (4bd) (8)

Sktisenejsie oko by si na tomto mieste hned spomenulo na nerovnost (a + ¢)? > 4ac pre a # c. My ostatni si ju
radsej odvodime: KedZe a # ¢, zrejme

(a—c)*>0 = (a—c)®+4ac>4dac = (a+c)*> 4ac.
Analogicky b # d, takze dokopy mame
(a+c)*> dac (b+ d)? > 4bd 9)

Porovnanim (8) a (9) by sa zdalo, Ze sme dospeli do sporu, ale len naoko. V skutoénosti sme iba dokéazali, Ze
k = ac = bd je zaporné. (Pre nezdporné k by obe pravé strany v nerovnostiach (9) boli nezdporné, a sucin tychto
nerovnosti by bol v spore s (8).) Preto v oboch dvojiciach (a,c) a (b, d) je jedno zéporné a jedno kladné ¢islo. Teraz
sa mozeme lepsie prizrief maximalizovanému vyrazu

V7g+§+g+gia2+02+62+d27(a+c)2+(b+d)274
¢ d a b ac bd ~  ac bd

Na tomto mieste sa pre sprehladnenie situdcie nika jednoduché substitticia A = a + ¢, B = b + d. Potom zostéva
maximalizovat vyraz

_ A?+B?

V=" 4 (10)

za podmienky (7) a k < 0, ¢ize
AB =4k < 0.

Hoci ohrani¢it zhora vyraz A%+ B? moze byt zlozité (KAGH-nerovnost plati opaénym smerom), zdporné k v me-
novateli vyrazu V robi ttto tlohu jednoduchou. Ked%e (A + B)? > 0, dostavame

A%+ B?>> —2AB = —8k.

Po vydeleni oboch stran nerovnosti zapornym k mame

A%+ B?

— = -8,
¢o spolu s (10) dava

vV o< -12. (11)
Tym sme dostali horny odhad maximalizovaného vyrazu. Ostéva zistit, ¢ existuju také a, b, ¢, d, ze V = —12.
Netrpezlivim mozno hned prezradit, e 4no, napriklad pre [a, b, ¢, d] = [1,3—+/8, /83, —1] — overte si! Samozrejme,
takéto rieSenie nespadlo z oblakov. Staéilo si véimnut, Ze rovnost v (11) by mohla nastat v pripade A = —B. Odtial

)
uZ mozno lahko odvodit, ze V = —12 prave vtedy, ked [a, b, ¢,d] = [a, b, —b, —a], pricom a? — 6ab+b* =0 a a > 0.
Do takychto detailov vSak uz nebolo potrebné ist.
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Uloha &.10: Nech m a n si dve nesidelitelné prirodzené ¢isla. Dokdzte, Ze ak m +mn — 2 zlomkov

m+n 2(m+n) 3(m+n) (m—=1)(m+n) m+n 2(m+n) 3(m+n) (n—1)(m+n)
m ) m ) m ) ) m ) n ) n ) n ) ) n )
zakreslime na éiselnd os, tak v kazdom z intervalov (1,2), (2,3), ..., (m+n—2,m+n —1) bude leZaf prave jeden

z tychto zlomkov.

RieSenie: (opravovali Rado a Ivo)
Danych intervalov je presne tolko, kolko je zlomkov, a to m + n — 2, teda ak ukézeme, Ze vSetky sa nachadzaju
v nejakom z tychto intervalov a Ze Ziadne dva nemdézu byt v tom istom, tak sme vyhrali. Dahko sa dokaZe pripad,

ked m alebo n je 1 (rozmyslite si!). Dalej teda nech m,n > 1. Zlomky m+" W, e W sa daju
vo vSeobecnosti zapisat ako W pre k € {1,2,...,m — 1}, podobne zlomky druhého typu sa daju zapisat ako

k(mf"’”) pre k € {1,2,...,n — 1}. Zoberme si teraz zlomky prvého typu. Z toho, ze k > 1 a k < m — 1 dostavame:

1<k <k +k- 2 < me14k- L emen—1
m m
1<M < m+n_1
m

Teda (m+”) patri do (1, m +n — 1). Ak by bolo k(m+ ) celé &islo, tak by muselo m | k (m +n), tedam | k-n

a kedZe m, n s nesudelitelné, tak m | k, ale to je spor, lebo 1 <k < m — 1, teda ”fif) nemoze byt celé éislo.

Teda W patri do niektorého z intervalov zo zadania. Analogicky sa to dokaze pre zlomky w Ostéva teda

u len ukazat, ze ziadne dva zlomky nie st v jednom intervale. Pre zlomky % (Tjn) resp. k(";f") plati, Ze rozdiel
dvoch po sebe iducich je m+" > 1, resp. m+" > 1, teda ak si zoberieme dva zlomky M, resp. w, nemdozu

byt v tom istom intervale. Ostava uz len ukazat, ze ak si zoberieme nejaky zlomok W a zlomok W, tak

budd tieZ v roznom intervale. BUNV nech je kn < Im (kn = lm nemdze nastat, lebo m, n st nestdelitelné a k < m
al < n). Potom:

k(m+n l(m+n

kmtn) k. Dochri<t —+l:g.

m n

Teda medzi vybranymi zlomkami lezi este iné celé &islo, a to k + I (k, { boli indexy zlomkov, boli teda celé),
teda nemozu lezat v rovnakom intervale. Tym padom Ziadne dva zlomky nemdzu lezat v rovnakom intervale, teda
v kazdom z intervalov zo zadania bude lezat prave jeden. Q.E.D.

Uloha é&.11: Na tabuli si napisané ¢isla 10012, 10022, ..., 20012. V kaZdom kroku je dovolené z tabule zotriet tri
éisla a < b < ¢ a namiesto nich napisat jedno &islo §. Dokdzte, Ze ak na tabuli zostane uZ iba jedno cislo, tak bude
mensie ako 2002.

Riesenie: (opravoval Feldo)

Zo zadania vidime, Ze po kazdom tahu sa pocet ¢isel na tabuli zmensi o 2. Na zaciatku bolo na tabuli 1001 ¢isel,
teda potrebujeme 500 tahov (zotreti), aby sme dostali iba jedno ¢islo, toto si oznaéme x. Teraz si situdciu trochu
prehodme. Majme na zaciatku na tabuli napisané ¢islo z a v kazdom tahu nahradme Iubovolné ¢islo y na tabuli
¢islami 3y, z, w (tuto operdciu budeme volat ”roztrojenie”), pricom 3z < z < w (kazdé ¢islo mozeme ”roztrojit”
najviac raz). Teda robime akysi spiitny postup. Je zrejmé, ze ku kaZdému postupu zo zadania existuje spitny
postup popisany vy$8ie spomenutymi pravidlami. Dok4zme, Ze po 500 tahoch bude na tabuli aspoii jedno éislo
Rozdelme si c1sla (vSetky, ktoré dostdvame, nielen tie, ktoré si préve na tabuli) do niekolkych skupin, ktoré si
oznacme Ag, A1, -+, Aso0, kde v skupine Ay sa nachadza ¢islo x a v skupine A; sa nachadzaju ¢isla, ktoré vznikli
z niektorého ¢isla zo skupiny A;_; "roztrojenim”. Je zrejmé, ze v skupine A; st tri éisla, v skupine As je najviac 9
¢isel (kazdé z ¢isel zo skupiny A; moZeme najviac raz "roztrojit”). Podobne ukazeme, Ze v skupine A; sa nachadza
najviac 3% &isel. Sami si dokazte, Ze najmensie ¢islo, ktoré sa moze nachadzat v i-tej skupine je 3° - x
Predpokladajme, ze skupiny A; st pre i > 7 prazdne. Potom plati, Zze v skupinach A;, As, - - - , Ag je dokopy najviac
143494435 =1093 ¢isel. Vsimnime si, Ze po kazdom tahu zvysime pocet ¢isel v skupinach o 3 (iiadne Cisla
nezmazévame) Potom po 500 t’ahoch musi byt’ na tabuli 3 500 + 1 = 1501 ¢&isel. Kedze v skupinéch Ay, - A6 je
postupu sa na tabuh nachddza ¢islo vidsie alebo rovné 3¢ -2 > 37-z. Zo zadama vieme, Ze na zaciatku bolo (2002)
najviicsie ¢islo na tabuli. To znamen4, ze 37 - z < (2002)% a teda x < 1832 < 2002. Co je tvrdenie, ktoré sme mali
dokézat.

Poznamka: Pouzivanie slova skupina ma oproti slovu mnozina v tomto pripade vyhodu v tom, ze v skupine moze
byt viac ¢isel rovnakych.
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