Vzorové riesenia 2. série letného semestra 2002/2003

Uloha é&.1: Dany je lichobeinik ABCD (AB || CD,|AB| > |CD|). Bodom D vedme rovnobezku so stranou BC
a jej prienik s priamkou AC oznacme E. Dokdzte, Ze obsahy trojuholnikov ACD a EBC su rovnakeé.

RieSenie: (opravoval Mazo)

Obsah trojuholnika vieme vypocitat viacerymi spdsobmi, my ho budeme
pocitat ako S = av,/2, kde a je velkost zdkladne a v, velkost vysky na
fiu. Dobre sa pozrime na tento vzorec. Je jasné, ze ak maju dva trojuhol-
niky rovnako velké zakladne a tieZ rovnako velké zodpovedajice vysky,
tak maji aj rovnaky obsah. Skusme takéto trojuholniky néjst na ob-
razku. Napriklad s to trojuholniky CDA a C'DB, ktoré maja spolo¢na
zdkladiiu C'D a rovnaka vysku rovni vzdialenosti priamok AB a CD
(ABCD je lichobeznik). Dalsiu takito dvojicu tvoria trojuholniky BC D
a BCOFE, kedZe maja spolo¢nt zékladiiu BC' a rovnaku vysku (rovna vzdia-
lenosti priamok BC' a DE, ktoré si podla zadania rovnobezné). A méme
to: trojuholnik AC'D mé rovnaky obsah ako trojuholnik BC'D a ten zase rovnaky ako trojuholnik BCE, preto
trojuholniky ACD a BCE maja rovnaky obsah a to sme cheeli dokdzat.

Komentér: Velmi sldvne to nedopadlo. Preto jednu v8eobecnt radu: dobre si preéitajte zadanie, najmé v koreSpon-
dencénom seminari, kde mate dostatok casu.

Uloha é&.2: Vo stvorci ABCD oznac¢me M stred strany AB. Priamka kolmd na MC, prechddzajica bodom M,
pretina stranu AD v bode K. UkdZte, Ze velkosti uhlov BCM a KCM si rovnaké.

RieSenie: (opravovala Katka)
Ukézeme si tri rozne rieSenia tohto prikladu (a asi stale nie vSetky).

D N C Prvé riesenie: Vyznaéime bod N, ktory je stredom usecky CD a bod S, ktory
lezi v prieniku priamok KC a M N. Nech uhol MCB m4 velkost o. Uhly MCB
« a CMN su zhodné, lebo priamky M N a BC st rovnobezné. Bod S je stredom
Talesovej kruznice, na ktorej lezia body K, M a C, lebo S deli isecku K C' na dve
rovnako dlhé tsecky (dokézte sami). Potom st aj usecky M.S a C'S rovnako dlhé
(obe st polomerom kruznice). Trojuholnik M CS je teda rovnoramenny s rame-
nami MS a CS a teda uhol SCM je rovnako velky ako uhol SMC. Ale o iom
K uz vieme, Ze je rovnako velky ako uhol a.
Druhé riesenie: Obraz bodu K v stredovej stmernosti so stredom M oznacme
. 4B  K'. Trojuholnik AMK je potom zhodny s trojuholnikom BM K. V trojuholniku
A M KK'C tvori tse¢ka MC taznicu, pretoze |KM| = |K'M]| a zaroven vysku (uhol
KMC je pravy). Trojuholnik K K’'C je potom rovnoramenny s ramenami KC a
K' K'C atise¢ka MC, ktord je aj osou uhla KCK’ deli uhol na dva rovnaké uhly.
Tretie rieSenie: Najprv sa blizSie pozrime na trojuholniky M BC a KAM. Tieto dva pravouhlé trojuholniky sa
podobné s koeficientom podobnosti 2, ¢o si mozeme Tahko overif porovnanim uhlov (|[FAMK| = «) a dlzok stran
(IBC|/|AM| = 2). Potom plati aj |[MC|/|KM| = 2, z ¢oho vyplyva, Ze trojuholniky KMC a M BC' st podobné
(oba st pravouhlé a pre ich odvesny plati |MC|/|KM| = |BC|/|MB| = 2). Uhly KCM a MCB st potom zhodné.

Uloha &.3: Na stene je nakresleny pravouhly trojuholnik ABC. Nech S je bod, v ktorom sa kruinica vpisand
trojuholniku ABC' dotgka prepony AB. Zistite, ¢i sa obsah trojuholnika ABC' dd vypoéitat ako |AS|-|BS|? Tvrdenie
zdovodnite.

RieSenie: (opravovali Buggo a Raza)

Nech S, R, T st body v ktorjch sa kruznica dotyka trojuholnika ABC a O jej stred. Oznaéme z, 3, z dizky tseciek
tak ako na obrazku. Zo zhodnosti trojuholnikov TAO a SAO (maja dve rovnako dlhé strany a prislusny uhol
pravy) plati, ze |AT| = |AS| = z. Analogicky |BR| = |BS| =y, |CT| = |CR| = z.

Vyjadrime si st¢in xy. Vieme, ze

c = zT+y
a = y+=z
= r+z

Dalej vieme, Ze v pravouhlom trojuholniku plati Pytagorova veta:
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2 = B4a2
(z+y)? = (@+2)%+(y+2)?
242y +1y° = 242224224y 42y + 22
Ty = $z+z2+yz

Stcin zy je teda rovny suctu obsahov obdlZnikov so stranami z, z a y, z a Stvorca so stranou z. Plocha yz je rovna
stétu obsahov trojuholnikov BRO a BSO, plocha zz je rovné stétu obsahov trojuholnikov TAO a SAO a 22 je
obsah $tvorca CTOR. KedZze trojuholnniky BRO, BSO, TAO, SAO a stvorec CTOR spolu tvoria trojuholnik
ABC, stéin zy je obsahom trojuholnika ABC. Teraz sa na to poriadne pozrime. V oboch rovnostiach sme pri
upravovani pouzivali ekvivalentné ipravy a na konci sme dostali t11 ist rovnost. To znamenad, Ze ak plati Pytagorova
veta, potom plati aj tvrdenie, ktoré sme chceli, aby platilo. Teda plati, Ze obsah pravouhlého trojuholnika ABC' zo
zadania je |AS|-|SB.

Uloha &.4: Na like v lese je ohnisko. Foto sa postavil do jeho stredu a otocil sa nejakym smerom. Potom sa
vydal rovno za nosom a po nejakom case sa zastavil (nevosiel do lesa). Na karticku si zapisal azimut, ktorgm isiel
a podéet krokov, ktory urobil. Z miesta, kde ostal stdf, potom tento postup zopakoval, udaje si vsak zapisal uZ na
novt karticku. Toto opakoval, aZ kym nepopisal 12 karticiek, ktoré mal zo sebou. Visetky azimuty boli rozne. Tam,
kde zostal stdt, zakopal poklad. Karticky zamiesal a dal ich Ferimu s Feldom so struénym komentdrom: ”Zacnite
v ohnisku.”

a) Dd sa pomocou tjch karticiek ndjst poklad aj ked st pomiesané? Svoje turdenie dokdZte.

Oni to nevedeli a zacali sa s kartickami hrat. Postavili sa do ohniska. Feldo si zobral 11 karticiek a vydal sa podla
nich. Feri si zobral zvy$ni a posunul sa podla tej. Vsimli si, Ze stred ohniska leZal na ich spojnici. Po celodennej
zdbave zistili, Ze sa tdto viastnost zachovd, ak si Feldo vyberie hociktori postupnost hociktorych 11 karticiek.

b) Vedeli by ste po tomto zisteni ndjst presni polohu pokladu aj bez karticiek?

Pozn.: Ak ndhodou neviete, ¢o je azimut, nalistujte si v Prirucke pre mladiych Svistov kapitolu Prdca s buzolou.

RieSenie: (opravoval Foto)

jaky vektor. Pocet krokov urcuje jeho velkost a azimut jeho orientéciu. Tento postreh vSak nebol nevyhnutny pre
vyrieSenie prikladu. Predstavme si stiradnicovy systém so stredom (bodom [0, 0]) v ohnisku, s z—ovou osou orien-
tovanou smerom na vychod a s y—ovou na sever. Kazdé posunutie zapisané na niektorej z karti¢iek sa da zlozit
a mensi ako 180° a d, < 0, ak je azimut vacsi ako 180°) a podobne o d, v y—ovom smere. Ak pouzijeme vSetkych
12 karti¢iek v nejakom poradi, déjdeme na nejaké miesto M = [my,m,]. Plati my = dp1 + dpo + -+ + dg12 2
My = dy1 + dy2 + - - + dy12, €iZe poloha miesta, kde ukonéime svoju puf nezévisi od poradia karti¢iek a poklad
sa podla nich d4 najst aj ked st pomiesané. Pre tych, ¢o maju radi vysSie spominané vektory, prave sme dokdzali
komutativnost operacie sucet vektorov.

b) Ozna¢me O stred ohniska a X miesto, kde je zakopany poklad (ako na pirdtskych mapach). Zoberme jednu z
karticiek a poslime Feriho z ohniska podla nej. Bod, kde zastavi, nazvime R;. UZ sme ukdzali, Ze ak pojde Feldo
podla zvysnych 11 kartidiek v lubovolnom poradi, vzdy skon¢i v tom istom bode. Tento nazvime L;. Zo zadania
vieme, ze bod O lezi niekde na tsecke RjL;. Nemusi v8ak byt nutne v strede, ako zadanie interpretovali niektori
z vas. Teraz vidime, Ze ak by Feldo zo svojej pozicie iSiel podla poslednej (Feriho) karticky, ostal by staf niekde
na priamke OR;. CiZe bod X lezi na priamke OR;. Podobne vieme ukézat, Ze bod X leZi na kaZdej z priamok
OR3,0Rs3,...,0OR12, kde body Rs, R3, ..., Rio st body, kde sa ocitne Feri, ak sa vyda z ohniska podla niektorej
zo zvySnych jedenastich karticiek. KedZe na kartickach boli rozne azimuty, medzi tymito dvandstimi priamkami
polahky najdeme dve roznobezné. Bod X lezi na kazdej z nich, preto musi lezat na ich prieniku a nim je bod O. Na
zéklade celodennych pochodovych manévrov Feriho a Felda sme zistili, Ze poklad je zakopany rovno pod ohniskom
a karticky uz mozeme pokojne spalit.

Pozndmka: Ti, ¢o maja radi re¢ vektorov, asi vedia, ze by sme podobne vedeli dokdzat napriklad aj nasledujtce
tvrdenie. Mame n vektorov, ktoré nie si vSetky rovnobezné. Ak kazdy vektor, ktory je sic¢tom niektorych n — 1
vektorov, je rovnobezny zo zvysSnym vektorom, sucet vsetkych n vektorov je 0.

Uloha é&.5: Zadany je nejaky pravouhly trojuholnik ABC. Zostrojme bod P tak, Ze priamka PC je kolmd na
preponu AB a |PC| = |BC|. Presvedéte nds, Ze priamka BP je bud rovnobeznd alebo kolmd na os vnitorného uhla
pri vrchole A.

Riesenie: (opravovali Erika a Palo)
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Oznaéme o os uhla CAB a w polovicu velkosti uhla CAB. Dalej nakreslime
priamku p, ktora prechddza bodom C' a je kolmé na stranu AB. Priesec¢nik
priamky p so stranou AB oznaéme X a jej priese¢nik s osou o oznaéme Y. Pre
bod P méme dve mozné polohy na priamke p (oznacme ich Py, P»), ktoré dosta-
neme ako prienik tejto priamky s kruznicou k s polomerom |BC| a stredom C.
KedZe k je Téalesova kruznica nad priemerom PP, tak uhol P, BP, je pravy.
Dokéazme, Ze os o je rovnobezné s priamkou P; B. Z trojuholnika ABC' vyplyva,
ze |[SCBA| = 90° —2w. Potom z trojuholnika X BC' vypljva, ze | X CB| = 2w.
KedZe trojuholnik C'P; B je rovnoramenny, tak |[SCBP;| = |[SCP;B| = 90° —w.
Vyjadrime si teraz velkost uhla ABP;:

|SABPy| = |gPBC| - |[§ABC| = w

Uhly ABP; a XAY maja rovnaki velkost a teda priamky o, P; B st rovnobezné. Tym sme dokézali tvrdenie pre
bod P1.

Teraz vyuzijeme spominant Télesovu kruznicu k. Vieme, ze priamka P, B je kolmé na priamku P; B, pricom tato
je rovnobezné s osou 0o = P> B_lo. Tym sme tvrdenie dokazali pre obidve mozné polohy bodu P.

Uloha &.6: V rovnobeiniku ABCD si na diagondle AC' zvolené body E a F tak, e |AE| = |FC|. Priamka BF
pretne stranu CD v bode G a priamka BE pretne stranu AD v bode H. Dokdzte, e GH || AC.

Riesenie: (opravovali Aiia a Sesfo)
NuZ vyhriime si rukédvy a podme dokdzat, ze GH || AC. Na to ndm D G C
sta¢i ukazat, ze vzdialenosti bodov H a G od priamky AC st rovnaké

(premysli si!). Na obrazku mame rovnobeznik ABCD. V§imnime si
tieto dvojice podobnych trojuholnikov:

1. ACFG ~ AAF B (podla vety uu), lebo
|[SBAF| = |SGCF)| (striedavé uhly) a | AFB| = |4 CFG] E
(vrcholové uhly). A B

Pomer podobnosti tychto trojuholnikov je k1 = |g—§‘|.

2. AAEH ~ ACEB (podla vety uu), lebo

|SHAE| = |$BCE| (striedavé uhly) a |SHEA| = |4 BEC| (vrcholové uhly).

Pomer podobnosti tychto trojuholnikov je ky = % = % = % = % = ki.

Q

Ukézali sme, Ze pomery podobnosti trojuholnikov CFG, AFB a AEH, CEB st rovnaké (). Vsimnime si troju-
holniky AF'B a CEB. Maju rovnako dlhé zékladne (|AF| = |AC| — |CF| = |EC|) a k tymto zakladniam prislicha
rovnakd vyska BBjy. Ich obsahy st rovnaké (Saarp = Saceg)- Kedze plati (x), tak Saapg = Sacra- Co z toho
mozeme vyvodit? Rovnost |AE| = |FC| plati zo zadania a teda vysky na tieto strany v trojuholnikoch AEH a
CFG musia byt rovnaké. To znamend, %e vzdialenost bodu H od AFE je rovnd vzdialenosti bodu G od FG. Tym
sme dokézali, ze vzdialenosti H a G od priamky AC st rovnaké a GH || AC.

Pozndmka: Ak ste strany brali ako usecky, tak muselo platit |AE| < |AC|/2. Alebo ste ich mohli povazovat za
priamky, potom by rieSenie platilo pre lubovolne zvoleny bod F na uhlopriecke AC.

Komentér: V priklade bolo treba dokézat tvrdenie: Ak s splnené podmienky zadania, tak plati GH || AC (1).
Niektori vychadzali z toho, ze plati GH || AC a z toho ukazali, Ze potom st splnené podmienky zadania. Cize
dokézali obratené tvrdenie: Ak GH || AC, tak plati zadanie (2). To nestaci, pretoze sa méze stat, Ze podmienky
zadania splnené boli a GH }f AC, ¢&ize (1) plati, ale (2) nie!

Uloha &.7: Vymyslite priklad, ktorého riesenim je rovnoramenny trojuholnik s jedngm uhlom velkosti 72°. Po-
zor, zadanie nesmie obsahovat Ziadne éisla, ani slovd so slovngm zdkladom akejkolvek éislovky (napr. dvojndsobok
a pod.).

Riesenie: (opravovali Debo a Pista)

RieSenie podla Hanky Sikhartovej:

Zadanie: Misko bol velmi hyperaktivny a chudék chcel sa vybehat. Na pomoc si zavolal Janku a Ferka. Janka mala
merat ¢as a Ferko oznadovaf Start a ciel. Janka sa postavila uprostred nekoneénej liky a celt stfaz sa nepohla ani
neotodila. Dr7ala v ruke koniec milového $pagatu. Dalsi koniec chytil do ruky Migko. Ferko stal na mieste tam, kde
stal Misko na zaciatku a nepohol sa pocas celej hry. Janka sa pozrela na hodinky aby odstartovala Miska. Mala
ru¢icku nasmerovala na nehybného Ferka a odsStarovala na pravé poludnie. Misko sa rozutekal (pre¢ od Ferka).
Pocas behu, ako aj pri odstartovani, bol Spagat stale napnuty, aby bezal po obvode kruhu. Janka si vSimla, ze
pocas celej sufaze ukazovala velkd rucicka jej hodiniek na Miska (Misko a rucicka sa pohybovali rovnakou uhlovou
rvchlostou). Vrcholv akého plosného seometrického ttvaru tvorili deti. ked velkd rudicka na Jankinvch hodinkich
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ukazovala tolko mintt, kolko malé rucicka hodin? Uvazujte, Ze Misko nebezal viac ako hodinu. Pohyb malej rucicky
zanedbajte.

Korektnost zadania: 360° : 60 min = 6° = 1 min na hodinkdch = 6°; 12 min = 72°. Hned, chvilu po odstartovani,
deti tvorili vrcholy rovnoramenného trojuholnika, ktorého ramena zvieraja uhol 72°.

Komentar: Tymto prikladom sme chceli rozvijat vase tvorivé schopnosti, ale namiesto toho sme dostali riesenia na
tému ako zostrojit trojuholnik s jednym 72°—ovym uhlom v zadani bez éisloviek. Samozrejme bolo treba dokazaf,
ze rieSenim bude naozaj trojuholnik s jednym 72-stupnovym uhlom. Zadania, ktoré obsahovali slové s ¢islovkovym
zékladom, boli prislu$ne odmenené podla toho, aka tlohu tam hrala ta ¢islovka. Ak si teraz pozriete vysledkovi
listinu, zistite, ze malokto vyriesil tento priklad bezchybne.

Uloha é&. 8: Dve kruznice ki a ko sa pretinaji v dvoch bodoch A a B. Na kruznici ki su dalej dané dva rozne body
C a D tak, Ze seénica BC kruZnice ki vytina na kruznici ke dalsi bod E, podobne secnica BD kruZnice ki vytina
na kruznici ko bod F. Dokdzte, Ze ak su usecky DF a C'E rovnako dlhé, tak bod A je rovnako vzdialeny od priamok
BC a BF.

Riesenie: (opravoval Rado)

Oznaéme X Tubovolny bod na kruznici k; tak, Ze se¢nica
BX vytina na kruznici ks druhy bod, ktory oznacme
Y. Vsimnime si trojuholnik AXY. Uhol pri bode X
bude stale ten isty pre kazdu polohu bodu X, lebo je to
obvodovy uhol prislachajici obliku AB na kruZnici kq
(dany uhol bude rovnaky pre vSetky polohy bodu X na
k1, rozmyslite si !). To isté plati aj pre uhol pri bode Y.
Ak si nahradime bod X bodmi C' a D, tak zistime, Ze
trojuholniky ACE a ADF maja rovnaké uhly a navyse
maji rovnaku stranu (JCE| = |DF|), teda st zhodné
podla vety usu. KedZe st zhodné, tak maju aj rovnako
velké vysky vedené z bodu A, ¢o st zaroven vzdialenosti
bodu A od priamok CE a DF. To sme chceli dokazat.

Uloha é&. 9: Dany je rovnostranny trojuholnik ABC' s ta-
Ziskom O. Na strandch AB a AC wvyznaéme po rade
body K a M tak, aby platilo | KOM| = 60°. Dokdzte, Ze obvod trojuholnika K AM je rovny dizke strany AB.

Riesenie: (opravovali Satio a Tina) c
Nech body K a M vyhovuji zadaniu. Potom nutne (dokézte si sami)
1 1
|AM| < §|AC\ |AK| < §\AB|. (1)
Ozna¢me R bod na tsecke AB (presnejsie na usecke K B, vdaka (1)) taky, ze M

|AM| = |RB. (2) O

KedZe O je taziskom rovnostranného trojuholnika ABC, bod R je obrazom bodu
M v otoceni o 120° proti smeru hodinovych ruci¢iek okolo bodu O. Okrem iného

potom plati A K R B
|OM| = |OR|, |[<SKOR| =120° — |[SKOM| = 60° = |[SKOM|.
Kedze trojuholniky KOR a KOM maji navyse spoloént stranu KO, st podla vety sus zhodné a
|KR| = [KM]. 3)

Vyuzijeme vztahy (2) a (3) a dostavame
|AK|+ |[KM|+ |MA| = |AK|+ |KR| + |RB| = |AB],
¢o sme chceli dokazaf.

Uloha é&.10: Nad stranami trojuholnika ABC' zostrojme zvonka stvorce BOCK M, BAQT, ACNP. Oznac¢me si p;
obvod trojuholnika ABC a py obvod Sestuholnika M KN PQT. Dokdzte nerovnosti

5p1 < 2p2 < 6ps.

Riesenie: (opravoval Peto)

Po nakresleni obrazka si lahko vSimneme, Ze niektoré strany mé nas Sestuholnik rovnako velké ako trojuholnik
ABC. TakZze nerovnosti, ktoré méame dokézat, sa asi buda dat trochu prepisat po odpoéitani tychto spoloénych
¢asti. Oznacme si dlzky stran trojuholnika ABC $tandardne (tj. a, b, ¢) a dlzky zvy$nych tsekov na obvode
Sestuholnika x, y, z (tak ako na obréazku).
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Maéame dokazaf nerovnosti K
2
Sla+b+c)<2a+b+c+r+y+z)<6la+b+c), N a
a
ktoré s zrejme ekvivalentné (po odpocitani vyrazu 2(a + b + ¢)) b b\ M
s nerovnostami AN
P T - ~~Y a
3la+b+c)<2x+y+z)<4(a+b+c). A b a el
gl _-> c S S
Dokézme najprv druht nerovnost. Uz od zadiatku to vyzera Q' ¢ A B ¢ T
tak, Ze sa buda vyuzivat trojuholnikové nerovnosti (¢o mys- . Yy
lite, preco?), dalej len TN. Hladajme trojuholniky, v ktorych c c

po pouziti TN dostaneme, ze nejaky vyraz s pismenkami a, b,

.....

ze také trojuholniky si PAQ, TBM a KCN. Takze podla -
TN v nich mame Q T
b+c>2x, c+a>y a a+b>z.

Séitanim tychto nerovnosti dostaneme 2(a + b+ ¢) > x + y + 2, o po vynasobeni dvomi d& presne to, ¢o chceme.
Pozrime sa teraz na prvi nerovnost. Radi by sme pre zmenu nasli trojuholniky, v ktorych po pouziti TN dostaneme,
Nuz, musime si ich vyrobif. Presnejie, musime vyrobit trojuholniky, ktorych dve strany maja dizku zapisatelna
pismenkami z, y, z a jedna strana dizku zapisatelnt pismenkami a, b, c¢. K tomu nam poméze informécia o uhloch.
Totiz, stdet velkosti uhlov PAQ a CAB je 180° (lebo v stéte s dvomi pravymi uhlami zo §tvorcov ABTQ a ACNP
dajta 360°). To znamen4, Ze ked oto¢ime trojuholnik PAQ o 90° okolo bodu A, bod P sa dostane do bodu C, bod A
ostane na mieste a bod @ sa zobrazi do bodu @Q’, pri¢om vdaka spomenutej vedomosti o uhloch lezia body @',
A a B na jednej priamke. Naviac |Q'C| = z a |Q"A| = ¢ (otoéenim sa dlzky nezmenia). Podobne otoéime aj
trojuholnik M BT okolo bodu B (len v opa¢nom smere). Dostaneme bod T" taky, ze |T'C| =y, |T'B| = ¢ a body
T’, B a A leZia na jednej priamke. Spolu mame trojuholnik Q'T"C a v fiom podla TN Ziadané

Tz +y>3c.
Zrejme podobnym postupom dostaneme nerovnosti
y+z2>3a a z+4+x>3b.

Séitanim tychto troch nerovnosti uz ziskame pozadované 2(x +y + z) > 3(a + b+ ¢).

Komentér: Nerovnost, ktord sme dokazovali ako prvi, bola ovela Tahsia, preto za iu boli len dva body. Tazsia
nerovnost sa dala vyriesit aj bez triku s ota¢anim (ten ste pouZili Siesti, spravnych rieSeni bolo devitnést). Jeden
sposob je objavenie, ze x = 2t, (a podobne aj y = 2t; a z = 2t., kde t,, ty, t. s dlzky taznic v trojuholniku ABC),
¢o najlahsie vidno z podobnosti trojuholnikov PAQ a ASyS, (S, a Sy st stredy strdn BC' a AC). Druhy sposob je
pozorovanie, ze trojuholniky PAQ, TBM a KCN sa daju zlepit do jedného trojuholnika, pricom bod, v ktorom sa
budu stretat, je tazisko toho trojuholnika (preco?). Dokonéit tieto dva spdsoby uz zvladnete sami. Stacéi si uvedomit,
v akom pomere sa taznice pretinaju a vyuzif nejaké TN.

Uloha &.11: Oznac¢me P priesecnik uhlopriecok tetivoveho Stvoruholnika ABCD. Bodom P vedme priamku ktord
pretina strany AB a CD v bodoch E a F. Ukdzte, Ze plati ekvivalenicia

|PE| = |PF| <= EF L PO,

kde O oznacuje stred kruznice opisanej Stvoruholniku ABCD.

Riesenie: (opravoval Tom4s)

Ukéazeme si dve rieSenia a tretie naznacime.

Podla Peta Matdka: Z vety o obvodovych uhloch pre tetivovy Stvoruholnik ABCD plati |[SBAC| = |[<BDC| a
|<SABD| = |4 ACD)|. Potom vidime, ze

AABP ~ ACDP (podla vety uu). (4)
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Rozoberme najprv Specidlny pripad, ak AB || CD, teda ABCD je lichobeZnik.

Navyse vieme, ze ABC' D musi byt tetivovy, preto je to rovnoramenny lichobeZnik D F—C
(presvedcte sal). Prizrime sa na ekvivalencie zo zadania ’

Zo zhodnosti trojuholnikov AEP a CFP (podla vety usu — vrcholové uhly pri

vrchole P, rovnobeznosti zakladni lichobeznika ABCD a predpokladu |PE| =

|PF|) mame, Ze sa zhoduju aj trojuholniky ABP a CDP (z (4) su podobné, ale O
z predchadzajicej zhodnosti maji aj rovnakua stranu |AP| = |CP|), t.j. |AB|] =
|CD|. Vidime, Ze nas rovnoramenny lichobeznik musi byt v tomto pripade obdlznik.
Potom zrejme P = O a plati EF | PO, pretoze kazdy bod je kolmy na priamku,
ktora nim prechddza (trochu patologické, ale je to tak).

Pretoze ABCD je rovnoramenny lichobeznik, tak je osovo stumerny podla priamky

PO. Potom plati PO 1 AB. Kedze predpokladame, ze FF 1 PO a zaroveii

PO 1 AB, tak nutne PO || AB a bod E nevznikne. Teda v pripade AB || CD (a ABCD nie je obdlznik) nemdze
byt EF 1 PO. Opit sa naskyta pripad P = O (ked ABCD je obdlznik). Potom je predpoklad EF L PO vidy
splneny. Mame ukazat, Ze potom plati |PE| = |PF|. Vieme, ze ABCD je obdlznik, podobne ako uz bolo napisané,
zo zhodnosti (4) vyplyva zhodnost trojuholnikov AEP a CFP a nutne |PE| = |PF)|.

Dalej predpokladajme, ze AB Jf CD. UkazZeme, Ze existuje jedind poloha bodu E (a nim uréeny bod F) tak4, Ze
plati |PE| = |PF|.

F Nech sa priamky AB a CD sa pretni v bode S. Chceme na ramenéch uhla ASD zvolit
——————————— body F a F tak, aby |PE| = |PF|. Bod E, ktory lezi na ramene SA, sa musi v stredovej
stimernosti podla bodu P zobrazit na bod F, ktory lezi na ramene SD. Teda ked zostrojime
obraz ramena S D v stredovej simernosti podla P, tak priesecnik s ramenom SA (ktory bude
prave jeden) bude hladany bod E. Takto sme sa to uéili v 8kole, nie? To znamend, Ze exituje
) jedind moznost, ako zvolif priamku EF tak, aby platilo |[PE| = |PF|. Na dokaz zadanej

ekvivalencie preto sta¢i ukdzat uz len druha implikéciu, t.j. ak EF L PO = |PE| = |PF|

S E
(premyslite si preco!).

Pozrime sa na dal$i obrazok a ozna¢me si stredy stran Stvoruholnika
tak ako na obrdzku. Z podobnosti trojuholnikov uvedenej v (4) vyplyva,
ze faznica PSi, resp. PSs, zviera rovnaky uhol so stranou AB, resp.
CD. Inak povedané |4 BS,P| = | CSyP|. Iste sa nemusime presvied¢at
o tom, ze OS; L AB a OS; L CD. Z predpokladu EF 1 PO hned mame
dva tetivové Stvoruholniky OS1EP a OS2 FP (kvoli pravym uhlom nad
priemermi PS; a PS3). Teraz je to uz jednoduché, ked sa pozrieme na
obrazok a spomenieme si na obvodové uhly, nie? Dame si dokopy rovnosti

uhlov
|SEOP| = |4BS1P|=|qCS2P| = |<FOP)|.

Potom vyska OP (EF L PO) trojuholnika EOF je aj osou uhla FOF
a preto je trojuholnik FOF rovnoramenny so zakladnou EF, ktora je
pitou vysky PO rozdelena na polovicu. Hotovo!

Podla Hanky Buddcovej: Toto rieSenie je skvelé v tom, Ze si nevyzaduje
$pecidlnu diskusiu, ale potrebujeme poznat sinusovi vetu. Ak oznac¢ime
uhly podla obrézka a napiSeme sinusové vety pre trojuholniky APE,
BPE, CPF a DPF, tak dostaneme

|PE| _  |AE]

sin siny IPE‘Q _ |AE‘.|~sino¢ . |BE‘.|-55in5

\PE| _ |BE| sin ~y sin

sin@ sin 0

|PF| _ |CF|

sin 3 siny PF 2 _ |DF|sina |CF|sinf
| | - sin & ’ siny ?

|PF| _  |DF]

sinaw sin §

z ¢oho hned dostaneme kltucovy vztah

|PE|\® _|AE|-|BE| _r*—|OEP )
|PF|) — |CF|-|DF|  r?—|OFJ?*

ktory sme rozsirili znalostou mocnosti bodu E resp. F' ku kruZnici opisanej Stvoruholniku ABCD (ktorej polomer
sme prezieravo oznadili 7).
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Ukazme pozadované tvrdenie v dvoch implikaciach.

Ak |PE| = |PF|, tak podla vzfahu (5) dostévame 72 — |OE|?> = 72 — |OF|?, z ¢oho mame |OE| = |OF|,
trojuholnik OFF je teda rovnoramenny so zdkladiiou EF, preto EF 1 PO (faznica je kolmé na zakladiiu rovno-
ramenného trojuholnika).

Ak EF 1 PO, tak pouzitim Pytagorovej vety na trojuholniky FOP a FOP dostaneme |OE|? = |PO|*+|PE|?
a |OF|? = |PO|? + |PF|?. Dosadenim do klti¢ového vztahu (5) a tipravou dostaneme

|PE|> 2 —(|PO>+|PE?)
|PF|2 72— (|POJ2 + |PF|?)
|PE|? (r* — |PO|?) |PF? (r? — |POJ?).

Pretoze bod P lezi vo vnutri kruznice opisanej stvoruholniku ABCD (so stredom O a polomerom r = |OA]), tak
r?2 —|PO|? > 0. Po vykrateni a odmocneni dizok dostédvame, po ¢om nam dusa pisti.

Podla Tomdsa Vdru: Tu uvediem len navod. Podobne ako v prvom rieeni sa oSetri pripad AB || CD. Skuste si

zobrazit cely stvoruholnik ABC D v osovej simernosti podla priamky PO, tento obraz oznacte A’B’C’'D’. Uvedomte

si, ako je mozné zostrojit body E, F tak, aby platilo |PE| = |PF|. Jedinym kandiddtom je priese¢nik priamok
— > ~

A'B" a CD (X = A'B'nCD). Tazisko riesenia sa tak presunie na dokaz toho, ze PX 1 PO. Na to sa pouzije

prekvapujuci fakt, Ze Stvoruholniky A’/PX D a CPX B’ st tetivové.

Komentér: Cheeli by sme podotknit niekolko detailov.

1) S patologickym pripadom P = O sa treba naudit zit a nezabalif lohu s tym, Ze je to kontrapriklad.

2) Fraza ,pretina stranu“ znamend, Ze prieseénik lez{ vo vnutri strany t.j. nie je to ani jeden z krajnych bodov
usecky (nemuseli ste sa zaoberat pripadmi A = F alebo B = E).

3) Potesili ste nés, ze sme sa trapili s tym, ktoré z vasich peknych rieSeni sa ndm sem uz nezmesti. . .

http://kms.sturak.sk



