Koreépondenénjf Matematicky Seminér

Vzorové rieSenia

Uloha é&.1: Kubko na trhu pozoroval babku, ktord sa hrala s rovnoramennymi vihami. Po chvili sa jej na zvrds-
kavenej tvdri vycaril dsmev. Zistila totiZ, Ze 3 broskyne a slivka vdZia tolko isto ako 3 desatdekové zdvaZia a 2
marhule. Po polhodine aprozimovania dospela opit k rovnovdinemu stavu, ked v jednej miske mala 9 broskyri, 5
sliviek a 2 desatdekové zdvazia a v druhej mala dvojkilové zdvazie a marhulu. Kubko to nevydrial a zjedol jednu
marhulu, broskyriv a slivku aj s kostkami. Viete, o kolko stipla jeho hmotnost?

Riesenie: (opravoval Kubo)

Najskor chcem vSetkych pochvalit za velmi pekné rieSenia. Uvediem jedno z najkratsich.

Zo zadania vieme dve rovnosti (B — broskyna, S — slivka, M — marhula):

3B+S5=300g+2M <+ 6B+25=600g+4M
9B 4+ 55 +200g =2000g+ M < 6B+25+3B+35=1800g+ M

Za 6B + 2S v druhej rovnosti mézeme dosadit 600 g + 4M z prvej rovnosti a dostaneme
600g +4M + 3B+ 35 =1800g + M.

Odtial po tprave dostdvame M + B + S = 400 g, ¢o sme mali zistit.

Uloha é&. 2: Babicka kipila Erike stvorcovyj obrus s rozmermi n x n $tvorcekov. Tento obrus md nickolko zaujima-
vych vlastnosti. KaZdy stvorcek je zafarbeny prdve jednou farbou. Obrus vyzeral rovnako, ked ho Erika otocila ¢i
prevrdtila, teda kaZdy $tvoréek mal rovnaku farbu, ako vsetky symetricky umiestnené stvorceky, ale roznu ako tie
ostatné. Kolko farieb mal obrus?

RieSenie: (opravovala Erika)
Ozna¢me F'(n) pocet farieb, ktoré treba na zafarbenie obrusu n - n. Pomocou jednoduchého nakreslenia zistime, Ze
F(1) =1 a F(2) = 1. Dalej priklad rieSme osobitne pre parne a neparne n.

1) n je parne:
Ofarbime najskor horny riadok Stvorca. Na to nam treba n/2 farieb, lebo k-ty $tvoréek od kraja musi byt
ofarbeny takisto ako (n+1— k)-ty Stvorcek od kraja (kvoli otoceniu obrusu). Ked méme ofarbeny horny rad,
tak zvysné okraje ofarbime podla horného okraja tak, aby ofarbenie spliialo podmienky zadania. Potom nam
uz len ostane ofarbit vnutorny $tvorec (n — 2) x (n — 2). Teda
n n—2 n n—2 n-—4

n

Fo 241

2) n je nepérne:
Na ofarbenie horného radu potrebujeme (n + 1)/2 farieb. Analogicky ako v predoslom pripade je
n+1 n+l n—-1 n-3

F(n) = 5 +Fn—-2)=---= gty t gy Tt 2L

Takze uz méame nejaky predpis, ktorym dokézeme zistif pocet farieb na obruse n x n. Otéazka je, ¢i sa da
napisat jednoduchsie. Prezradim vam len vysledok; pre n parne je to (n?+2n)/8, pre n neparne (n?+4n+3)/8.
Porozmyslajte, ako sa na to da prist.

Uloha é&. 3: Jeden kuchdr pracoval v hoteli, kde na meranie ¢asu mali len 2 presypacie hodiny: jedny na 4 minaity,
druhé na 7 minidt. Jedného dria prisiel host, ktory si na rarniajky prial vajicko varené presne 9 minit. Kolko najmenej
casu potreboval kuchdr na jeho pripravu?

Riesenie: (opravoval Cermo)

Komentar: No neviem ako vy, ja uz som dost hladny, tak si teda podme nie¢o dobré ukuchtit. Recept na dnesny den
je vajicko a la KMS. Po prestudovani vasich ndvodov som sa dozvedel mnozstvo novych sposobov, ako uvarit vajce
a musim uznat, Ze vela z vas sa v kuchyni vobec nestrati : ). Pozrime sa teraz na to, ako sa stat kuchdrom-expertom.
Prvym krokom je uvedomit si, ze presypacie hodiny nemusime vzdy nechat dosypaf sa az do konca, ale mozeme
ich otocit v lubovolnom momente, pri¢om ndm potom odmeraju prave rovnaky ¢as, ako boli otodené v povodnej
polohe. Vyzbrojeni tymto poznatkom sa uz pomerne jednoducho dopracujeme k vyslednému postupu. Nech H4 st
Stvorminutové hodiny, H7 sedemminitové hodiny a min mintta.
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0 min spustime obidvoje hodiny a ddme varit vajicko

4 min otacame H4 (v H7 ostali 3 mintty)

7 min otaCame H7 (v H4 ostala 1 minuta)

8 min otaCame H7 (od 7 min sa mi odsypala préave 1 mintta, ktora je v dolnej ¢asti hodin a ktord ndm chyba

do 9 minnt)
9 min HT7 sa dosypali a vajicko sa varilo presne 9 minut, bez prestavky.

A mne uZ neostéva ni¢ iné, len vdm popriat dobrt chut!

Uloha é&. 4: 29. marca 87 alebo 8. novembra 88 si ndsobiace ddtumy, lebo 29 -3 = 87, resp. 8- 11 = 88. Ktory rok
odhliadnuc od storocia je najplodnejsi na takéto datumy?

Riesenie: (opravovali MiSo a Miso)

Bez ujmy na vSeobecnosti hladajme rok s maximalnym po¢tom nasobiacich datumov (ND) medzi rokmi 0,1, 2, ...99
(29. 2. 0 je korektny datum). Pri hladani ndsobiacich ddtumov sa moézeme opriet o niektoré pozorovania:

Ty: Hladané roky nebudu rovné prvocislu p, pretoze potom by mali najviac2 ND 1-pap- 1.

T»: Hladané roky nebudi rovné séinu prvocisel p-q, pretoze potom by mali najviac 4 ND (pg-1,p-q, ¢-p a 1-pq).
T3: Ak je rok rovny suéinu troch prvocisel a-b-c (a < b < ¢) a ak je a = 2 a zaroveil b- ¢ > 15 alebo a > 2 a
zérovenl b - ¢ > 12, moze mat taky rok maximélne 5 ND (nemozZe totiz mat ddtumy 1 - abc, abe - 1, a - be, ale len
bc-a, b-ac, ac-b, c-ab, ab-c)

Ty: Roky v tvare 3.,4.,5. mocniny prvocisla maji maximéalne 4,5,6 ND.

Vdaka T sa zo sktimania vylucia prvociselné roky 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 (25 moznosti).

T, vyladi stciny prvodisel, ktoré st mensie ako 100 tj.

2-p... vyradi roky 4, 6, 10, 14, 22, 26, 34, 38, 46, 58, 62, 74, 82, 86, 94

3-p... vyradi roky 9, 15, 21, 33, 39, 51, 57, 69, 87, 93

5-p... vyradi roky 25, 35, 55, 65, 85, 95

7-p... vyradi roky 49, 77, 91

No a T3 vyludi pre a = 2, b- ¢ > 15 roky:

44, 52, 68, 76, 92 (tvar 22 - p)

42, 66, 78 (tvar 2-3-p)

50, 70 (tvar 2-5 - p)

98 (tvar 2-7-p)

aprea>2,b-c>12roky:

45, 63, 99 (tvar 3-3-p)

75 (tvar 3-5 - p)

T4 odsunie nabok roky 8, 27, 16, 81, 32. Vyradime aj roky 1 (1 ND) a 0. Na preskiimanie zostéva 19 ¢isel:
12:12-1 6-2 4-3 3-4 2-6 1-12 -6

18: 181 9-2 6-3 3:-6 2-9 -5

20 20-1 10-2 5-4 4-5 210 -5

24: 241 12-2 8-3 6-4 4-6 3-8 2-12 -7
28: 28-1 14-2 7-4 4.7 -4

30: 30-1 15-2 10-3 6-5 5-6 3-10 -6
36: 18-2 12-3 94 6:6 4-9 3-12 -6
40: 20-2 10-4 8-5 5-8 4-10 -5

48: 24-2 16-3 12-4 8-6 6-8 4-12 -6
94: 27-2 18-3 9-6 6-9 -4

56: 28-2 14-4 7-8 87 -4

60: 20-3 15-4 12-5 10-6 6-10 5-12 -6
64: 16-4 8-8 -2

72: 24-3 18-4 126 9-8 89 6-12 -6
80: 20-4 10-8 8-10 16-5 -4

84: 28-3 21-4 14-6 12-7 T7-12 -5

88: 22-4 11-8 8-11 -3

90: 30-3 18-5 15-6 10-9 9-10 -5

96: 24-4 16-6 12-8 8-12 -4

Vidime Ze rok 24 ma 7 ND a ziaden iny skiimany rok ich nemé viac ani rovnako. KedZze sme vyludovali len roky s
maximalne 6 ND, je 24 najplodnejsim ND-rokom.
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Uloha é&.5: Na ostrove v Tichomori Zijii chameledny 3 farieb: Zlté, zelené a hnedé. Ked sa stretni dva chameledny
roznych farieb, oba sa prefarbia na tretiu farbu. V istom momente bolo na ostrove 13 Zltych, 15 zelengych a 17
hnedych chamelednov. Je mozné, aby bolo po istom case vsetkych 45 chamelednov rovnakej farby? (Predpokladdme,
Ze sa Ziaden novy nenarodi, ani Ziaden neumrie.)

RieSenie: (opravovali Janka a Mito)

Pri stretdvani chameleénov na ostrove nezalezi na tom, ktora farba je ktorda — keby sme farby vymenili, rozdiel
by bol iba v tom, na aki farbu by sa nakoniec vSetky chameleény prefarbili. KedZe svoju farbu mozu menit iba
vzéjomnym stretdvanim, sustredime sa na to, ako bud tieto stretnutia prebiehat. Skiisme si v§imnut rozdiel poc¢tov
dvoch farieb, ktory budeme chépat ako a — b bez ohladu na to, ktorych je viac. Teda tento rozdiel moze byt aj
zaporny. Pred stretnutim teda mame rozdiel dvoch farieb a — b a uvazujeme tri alternativy stretnutia:

Zmena Pévodny stav: Novy stav:
1. (A,B) — (C,0) ((a—=1)—(-1) = (a—0b)
2. (A,C) — (B, B) ((a—1)—(b+2) = (a—b-3)
3. (B,C) — (A A) ((a+2)—(b-1) = (a—b+3)

Vidime, Ze rozdiely poc¢tov chameleénov bud zostdvaji rovnaké, alebo sa menia o +3, teda ich zvySok po deleni
tromi sa nemeni bez ohladu na priebeh stretnutia a farby. Takdto vlastnost sa nazyva invariant. Teraz sa iba staci
pozriet do zadania, aké boli zvysky na zaciatku a aké by mali byt na konci. Ak st rovnaké, illoha moze mat
rieSenie, ak sa nerovnaju, neexistuje taka kombinécia stretdvania, aby na jej konci boli vSetky chameledny
jednofarebné. To si ale mozete vyskusat aj sami.

Komentéar: Asi kazdy, kto tento priklad riesil, prisiel na to, Ze taky stav sa nedd dosiahnut. Problém nastal, ked sa
snazil prist na to, preco. Ked totiz zistim, Ze stav nenastane, treba to aj dokdzat a dokdzaf, ze nieco nejde, je (ako
muohi zistili) dost tazké. Mnohi si na zéklade roznych pokusov vSimli, ako sa rozdiely menia, ale to samotné dokaz
nie je. Dokaz to bude az vtedy, ak naozaj ukazem, ze rozdiely sa tak menia vzdy a inak sa nemézu — to znamena
ukézat, ako sa zmenia z [ubovolného stavu Tubovolnym stretnutim. Viaceri z vés vychéadzali len z pdvodného
stavu a ukézali, ako sa rozdiely menia prvym stretnutim. To nestacéi. Treba vysvetlit, preco sa rozdiely menia
rovnako aj v hocakej inej situdcii. Dost v tomto priklade pomohlo vSimnut si, Ze na farbach vlastne nezalezi.
Potom stacilo ukézat, ¢o sa stane pri jednom Tubovolnom stretnuti (nebolo treba rozoberat samostatne stretnutia
71ty-zeleny, zeleny-hnedy. ..). V rieSeni je ddlezité myslienky formulovat tak, aby aj ¢lovek, ktory priklad neriesil,
vedel pochopit, ako si rozmyslal a k ¢omu si dospel. Na zaver par konkrétnych pripomienok. Viaceri pisali, ¢o sa
deje s rozdielmi, ale ani raz nenapisali, ¢o pod rozdielom chapu. Niekedy to z rieSenia bolo vidno, ale vicSinou nie.
Potom sme mali problém, pretoze rozdiel sa tu dé chapat viacerymi spdsobmi a pre kazdy z tychto spdsobov
rieSenie vyzera trochu inak. Ak nagim rozdielom bude absolutna hodnota, teda rozdiel mensieho od vii¢sieho, nie
je pravda, Ze rozdiel sa bude menit iba o ndsobky trojky. Pravdou ale je, Ze z rozdielu nedelitelného trojkou nikdy
nedostanem delitelny. Tento detail si mnohi nevsimli a prisli o par bodov. A eSte nieco, ¢o sa tyka vicSiny z vés.
Zvysky po deleni zapornych ¢isel trojkou sa nerovnaju zvyskom, ktoré davaja ich absolttne hodnoty.

Uloha é&. 6: Dokdzte, Ze v kazdom konvexnom devituholniku existuji aspori dve uhlopriecky leZiace na priamkach,
ktoré s rovnobezné alebo spolu zvieraji uhol mensi nez 7 stupriov.

RieSenie: (opravovali Tom4as L. a Palo N.)

V prvom rade si spoc¢itajme, kolko uhlopriecok je v devétuholniku. Z kazdého vrcholu ich vychéadza Sest, to mame
9.6 = 54. Kazdt sme viak zaratali dvakrat, preto po vydeleni dvoma dostavame 27 uhlopriecok. Dalej o
uhloprieckach uvazujme ako o celych priamkach, na ktorych uhlopriecky lezia (na vzajomnych uhloch to ni¢
nemeni). VSimnime si, Ze ak fubovolnt priamku posunieme, vSetky uhly medzi priamkami ostant zachované
(rozmyslite si!). A teraz prichddza na rad finta. Posuifime si nase priamky tak, aby vSetky prechddzali jednym
spolo¢nym bodom. Dostaneme zvizok priamok. Ak boli niektoré priamky rovnobené, potom dalej neméame ¢o
dokazovat. Prepokladajme teda, Ze boli vSetky réznobezné. Potom tychto 27 priamok rozdeluje rovinu na 54
uhlov (kto neveri, nech si nakresli...). Ak by kazdy z tychto uhlov mal asponi 7 stupiiov, sticet ich velkosti by bol
aspoii 54 - 7° = 378°. To je v8ak viac nez plny uhol, ¢ize to nie je mozné. Preto musi aspoinl jeden uhol maf menej
ako 7 stuptiov, ¢o sme chceli dokézat.

Poznamka: Uhol dvoch tseciek je definovany ako uhol priamok, na ktorych tie tisecky lezia; nezélezi na tom, ¢i sa
useCky pretinaji. A pod uhlom dvoch priamok rozumieme mensi z tych dvoch uhlov, ktoré mézete medzi tymi
priamkami namerat.

Uloha é&.7: Algebrogram je pravdivé matematické tvrdenie, zapisané len pomocou cisel (v desiatkovej sustave),
znamienok +, —, -, 1, = a zdtvoriek. Vsetky cifry cisel v tomto turdeni si vsak nahradené pismenami, pricom na
mieste rovnakych cislic su rovnaké pismend a na mieste roznych su rozne. Povodné matematické turdenie sa
nazyva rieSenie algebrogramu. Algebrogram md tolko riesent, z kolkyjch roznych tvrdeni mohol vzniknit.
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Vymyslite algebrogram, ktorého pocet riesent je o najvicsie prvocislo.
RieSenie: (opravoval Foto)
Po chvili tvorivého skiiSania sa dé néjst algebrogram

A-B=A.

Sami sa moZete presvedcit o tom, Ze pocet jeho rieseni je pekné dvojciferné prvocislo. Zasadny prelom v rieseni
tejto tlohy nastane vSak az vtedy, ked si uvedomime, Ze modZzeme pomocou pismen vytvorit vyrazy, ktoré budia
mat rovnakd hodnotu bez ohladu na to, aké éislice za tieto pismend dosadime. Napriklad vyraz A — A bude vzdy

0 a vyraz % bude okrem A = 0 vzdy 1. Dokonca vyraz ﬁig bude rovny 1 v kazdom pripade. Skiiste si zostavit

takyto vyraz pre lubovolné prirodzené ¢islo. Po tomto sa napriklad Hanke Buddcovej podarilo ndjst celkom
elegantny algebrogram

A
A —=AC.
B—i—A c

Opift sa sami mozete presvedéit, ze pocet jeho rieSeni je tentokrat uz o dost viiésie dvojciferné prvoéislo.
Najvicsim dobrodruhom bol bezpochyby Martin Adamcik, ktory nasiel algebrogram

AB B AB
AAA-AAA—ABCBA AAA-AAA— ABCBA

Tu ide uz o velmi slusné trojciferné prvoéislo. On sa vSak s tymto neuspokojil a na rovnakom principe len so
siedmimi pismenami zostavil algebrogram s poc¢tom rieseni 483 839. Nasli sa aj taki, ¢o si zratali, ze desiatkova
stustava mé len desaf ¢islic a preto pocet rieseni Tubovolného algebrogramu bude maximélne 10! =10-9-8---- - 1
(rozmyslite si!). Najvicsie prvocislo mensie ako 10! je 10! — 11 = 3628 789. Predstavte si, Ze algebrogram s
takymto poctom rieSeni existuje. Rovnako ako pre kazdy iny pocet rieseni od 0 po 10!. Jedna z moznosti, ako si
pomdct pri jeho tvorbe, st polynémy, preto sa skiiste zamysliet nad tym, ako mozu stvisiet korene polynému s
rieSeniami algebrogramu zostaveného pomocou tohto polynému. Prajem vam vela novej zdbavy s touto tlohou.

Uloha é&. 8: Dokdzte, Ze pre vietky prirodzené n plati

1 2 n
atst ey <!
Riesenie: (opravovali Janci a Ruza)
Zavedme si oznacenie
S — l + z + o+ L
TR (n+1)!

Skasme zistit, omu je rovné S,,. Spocitajme si S,, pre po¢iatoéné hodnoty n:

1 1 21 -1
Si=51 T 37 3
1 2 5 31—-1
=5 5 T 57 3
Gpot 2,3 B _4-1
2! 3! 4! 24 4!
1 2 3 4 119 5l—1
=gty tata T 1w s

_ (n+1)' 1

Vyslovme hypotézu S, GEsY) . Dokézme ju matematickou indukciou.

1° Pre n = 1 sme platnost tvrdenia dokézali vyssie.

2° Nech tvrdenie plati pre n = k, ¢iZe indukény predpoklad (IP) je Sk = % Dokézme, ze to plati aj pre
n =k + 1, teda dokédZme platnost Sii1 = %
k+1 E+1)!—-1 k+1
Sk+1 = Sk + = ( ) + =

(k+2)! (k+1)! (k+2)!
k+2)(k+1)!-1)+k+1 (k+2)!'—k—-2+k+1 (k+2)!—1
(k+2)! - (k+2)! — (k+2)!
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Tym je hypotéza dokazana, teda Vn € N

_(n-l—l)!—l_ 1
" (n+ 1) (n+ 1)
Kedze Vn € N je (n +1)! > 0, tak
1
Sy=1——— <1.
ISR

Iné rieSenie:
Pouzime oznacenie S, z predoslého riesenia. Upravme k-ty ¢len z S,, nasledovne:

ko (k+1) -1  k+1 11 1
k+1)! (k+1)!  (E+1)! k+1)! E (k+1)

Rozpisanim vsetkych ¢lenov S;, dostavame:

¢ _ (L 1 1 1 1 1
ST AU ARG

1 (n+ 1) (n+1)!

Uloha &.9: Aky zvysok dostaneme, ked ¢islo n"*t! + (n + 1)" wvydelime &islom n(n + 1) ?

RieSenie: (opravoval Pista)

1 1 1 1
Jr(k;!(k+1)!>+<(k+1)!(k+2)!>+m
At (et i) ()

(1
+(=-
n:

1

1

(n+1)!

Pri rieseni vyuZijeme delenie dvoch polynémov. Vezmime si polyném z"*! + (x + 1)" a vydelme ho polynémom
x(z + 1). Dostaneme podiel P(x) a zvySok, ktorym bude linedrny alebo konstantny polyném, lebo sme delili
polynémom druhého stupiia. Cize plati 2"*! + (z + 1)" = z(x + 1) - P(z) + ax + b, kde a,b € Z. Dosadme najprv

z=0:
0+41=0-1-Plz)+a-0+b<=1=0b

Teraz dosadime z = —1:
(- 40" =(-1)-0-0+a-(-1)+1l<=a=1+(-1)"
Uz pozname a, b, preto dosadime x = n:

N+ 1D)"=n-(n+1)-P(n)+n-(1+(-1)")+1

Z toho vidime, Ze zvySok ¢isla n"*! + (n + 1) po deleni éislom n - (n+ 1) je n- (1 + (—1)?) + 1, teda ak n je

neparne, zvysok je 1, ak n je parne, zvysok je 2n + 1. Tym je priklad vyrieseny.

Uloha é&.10: Okolo okrihleho stola sedi 30 ludi. Kazdy z nich je bud maidry, alebo hlipy. KaZdého z nich sa
spytame (prdve raz), ¢ jeho sused sediaci vpravo od neho je midry alebo hlipy. Pritom vieme, Ze midry ndm
odpovedd pravdivo a hlipy odpovedd ndhodne. Pocet hlupdkov je najviac n. Pri akom najvicsom n mozZeme s

istotou ndjst maidreho Eloveka?

RieSenie: (opravoval Rado)

Ukazeme si, ze najvicsie n, pri ktorom vieme néjst’ mﬁdreho ¢loveka, je 8. Najprv si ukéieme priklad odpovedi

.....

hlupakov bude 9 (hlupdkov je najviac n) a budi odpovedat ako v pripade uvedenom dole. Odpovede budeme
znacit do riadku, pricom predpokladdme, Ze sused po pravici znamend sused vpravo v riadku a ze posledny ¢lovek

je lavy sused prvého ¢loveka. Ak by sme dostali pri n = 9 takéto odpovede:

MMMMMHMMMMMHMMMMMHMMMMMHMMMMMH (tym myslim, Ze na prvého povedali, Ze je mudry, ...

siesteho, Ze je hlapy, ...na posledného, Ze je hlipy), tak dani ludia mohli sedief napriklad takto:

HHHHHMMMMMMHMMMMMHMMMMMHMMMMMH
MMMMMHHHHHHMMMMMMHMMMMMHMMMMMH
MMMMMHMMMMMHHHHHHMMMMMMHMMMMMH
MMMMMHMMMMMHMMMMMHHHHHHMMMMMMH
MMMMMHMMMMMHMMMMMHMMMMMHHHHHHM

)

(n+1)!
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(presvedcte sal). AvSak teraz pre kazdé miesto vieme najst aspoil jedno z tychto rozsadeni, kde je niekto hlapy a
aspoti jedno, kde je niekto mudry. Teda nevieme s istotou povedat o nikom, ¢i je midry. Podme sa teraz pozrief
na pripad, ked n < 8, to znamen4, ze pocet hlupdkov je najviac 8. VSimnime si teraz odpovede ludi zlava
doprava. Vyberme si skupinky také, ktoré odpovedali na svojho suseda MM ... M H, takéto skupinky nazvime
mudre skupinky. Ak by bol ten, ¢o povedal H, hlapy, tak musi byt hlipy aj jeho sused po lavici (muadry by
nepovedal na hlupédka, Ze je mudry), takisto aj jeho sused po Tavici, atd. aZ na zaciatok skupinky. Takze mudra
skupinka pozostava v skutocnosti bud zo samjch hlupych, alebo ten, ¢o povedal H, je uréite midry. Na druhej
strane, ak si zoberieme k za sebou idtacich midrych takych, Ze maja zlava aj sprava hlupeho, tak tito buda tvorit
mudru skupinku taka velkd, aky je ich pocet. Ukdzeme, Ze najdlhsia mudra skupinka (ak ich je viac, tak
Tubovolna z nich) nemdze pozostavat zo samych hlapych, a tym paddom ukéZeme, Ze jej najpravejsi ¢len bude
ur¢ite madry. Predpokladajme teda, Ze najdlhsia mudra skupinka, ozna¢me jej dizku k, pozostava zo samych
hlapych. Potom vo zvysku kruhu ostalo nanajvys 8 — k hlapych, ktori rozdelia mudrych na nanajvys

8 —k+1=9— k ¢asti. Teda podla Dirichletovho principu bude existovat skupinka mudrych o velkosti aspor %.
KedZe tato skupinka je tvorend iba mudrymi, ich odpovede budu tvorit midru skupinku. UkéZeme teraz, Ze
velkost tejto muadrej skupinky je viac ako k.

22
9—k
E-(9—Fk) < 22

E—9k+22 > 0

kE <

Kedze kvadraticky trojélen k2 — 9k + 22 mé zéporny diskriminant, tato nerovnost vzdy plati; pretoze tipravy boli
ekvivalentné (za predpokladu k < 9), plati aj prva nerovnost. Teda sporom sme ukézali, Ze pre n < 8 sa najdlhsia
mudra skupinka nemoze skladat iba z hlipych, preto jej najpravejsi ¢len je uréite mudry.

Uloha é&.11: Krdlovské Mesto Semindra (KMS) md presne n obyvatelov. Cheid tam vytvorit ¢o najviac klubov
tak, aby lubovolné dva kluby mali spolocného clena, ale lubovolné tri kluby uz nemali spoloéného clena. Kolko
nagviac klubov maozu takto vytvorit?

Riesenie: (opravovali Buggo a Miki)
Oznaéme n pocet Tudi a k pocet klubov. Pozrime sa na nas problém trosku obratene a zamyslime sa najprv nad
tym, kolko najmenej Iudi potrebujeme, aby sme mohli vytvorit k& klubov.
Co nam hovoria podmienky zo zadania? To, ze Ziadne tri kluby nemézu mat spoloéného ¢lena, znamena, Ze
ziaden ¢lovek nemoze byt v troch a viacerych kluboch, lebo vtedy by on porusil tito podmienku. Z toho vyplyva,
ze kazdy ¢lovek moze byt v nanajvys dvoch kluboch (1).
Maéame teda k klubov a zaujima nas minimalny pocet obyvatelov. KedZze kazdé dva kluby maja spolo¢ného ¢lena,
tento ¢lovek je v oboch tychto kluboch a z toho a z (1) vyplyva, Ze nemdze byt v ziadnom dalsom klube.
Teda kazda dvojica klubov musi mat priradeného aspoii jedného ¢loveka (ktory, ako bolo spomenuté, je len v
tejto dvojici klubov), ak by ho nemala, znamenalo by to, Ze tieto dva kluby nemaji spolo¢ného ¢lena. Dvojic
klubov je (g) = % (k —1). Teda na vytvorenie k klubov urc¢ite potrebujeme aspon tolko Iudi. Treba vSak ukézat,
7e tento dany pocet obyvatelov KMS vieme pozadovanym spdsobom rozdelit. To urobime tak, Ze kazdému
prieniku priradime ¢loveka a on bude ¢lenom klubov, ktorych prienikom je on sdm. (Kazdy klub bude mat potom
k — 1 ¢lenov).
Nas vSak ale zaujimalo, kolko utvorime klubov, ak mame k dispozicii n obyvatelov. Vieme, Ze musi platit
nerovnost

k-(k—1)

—=<n

5 <

kde k je hladany pocet klubov (ak by platila opa¢néd nerovnost, znamelo by to, Ze pre dané k by sme urcite
nemali dostatok ob¢anov). Pokisime sa teraz vyjadrit k¥ pomocou n:

k~(k271) .
-k < 2n
B —k—2n < 0
N 1+V1+8n
1,2 - a4

k) = 2

RieSenim je interval <1_ V21+8"; 1+V21+8">. KedZe nas zaujima maximalne k, zameriame sa na vicsi koren. Ak je
prirodzeny, potom je rieSenim a mali sme minimalny pocet ob¢anov potrebny pre vytvorenie k klubov. Ak nie je
celodiselny, potom je riesenim {Hi V21+8”J (dolné cela ¢ast), lebo je to najvicsie prirodzené ¢islo zo spominaného

intervalu a pocet klubov musi byt prirodzené éislo. Takyto pocet klubov vieme vytvorit tak, Ze vytvorime kluby
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postupom uvedenym vysSie a ludia, ktori ostant nezadani, nebudi ¢lenmi Ziadneho klubu. Tito ¢lenovia ndm k
ni¢omu nepomozu, lebo keby sme cheeli dalsi klub, nemali by sme na neho dost Tudi, ¢o vyplyva z
predchadzajuceho postupu. Teda maximélny pocet klubov je

k:{1+\/mJ
——

Uloha &.12: Dokdzte, Ze pre kazdé celé ¢islo n > 1 mézeme napisat ¢islo n'2 + 64 ako sucin styroch réznych
celych cisel vicsich ako 1.

RieSenie: (opravoval Peto)
Klacom k zdolaniu tlohy je rozlozenie polynému n'? 4 64 na stéin $tyroch zatvoriek. Hned vidime, ze

n'? 4+ 64 = (n*)® + 4% = (n* +4)(n® — 4n* + 16).
Prvéa zéatvorka sa este da upravit ako
nt*4d=n*+4an? +4—4n? = (n*+2)? — (2n)? = (n* +2n +2)(n* — 2n + 2).
Zatial teda mame
n'? +64 = (n® +2n +2)(n? — 2n + 2)(n® — 4n* + 16).

Na prvy pohlad nevidime, & sa tretia zatvorka da rozlozit. AvSak na zaciatku sme mohli postupovat aj inak.
n'? 4+ 64 = n'? +16n° + 64 — 16n° = (n° + 8)? — (4n?)? = (n® + 4n® + 8)(n® — 4n® + 8).
Spolu teda dostéavame
(n? +2n 4 2)(n? — 2n + 2)(n® — 4n* +16) = (n° + 4n® 4 8)(n® — 4n® + 8).

Polyném n? 4 2n + 2 deli lavt stranu, musi teda delit aj pravi. Mohol by teda delit jeden z polynémov
n® +4n3 + 8 a nb — 4n3 + 8. Po vydeleni skuto¢ne zistime, ze n® —4n3 +8 = (n? +2n+2)(n* — 2n3 +2n? — 4n + 4).
Podobne aj n® + 4n3 + 8 = (n? — 2n + 2)(n* + 2n3 + 2n% + 4n + 4). Koneéne teda

n'? 4+ 64 = (n® — 2n + 2)(n? + 2n + 2)(n* — 203 + 2n% — dn + 4)(n* + 2n°® + 2n® + 4n + 4). (1)
Je lahké uz si len uvedomit, Ze pre kazdé celé n > 1 platia (sami si dokéZte, pre¢o) nerovnosti

l<n®—2n+2<n?®+2m+2<n*—2n3+2n2—dn+4<n*+2n>+2n2+4n +4.

.....

Komentar: Objavili sa riesenia dokazujice platnost tvrdenia len pre parne n. Nakolko tento poznatok je pomerne
lahko nahliadnutelny, bol zai udeleny len jeden bod. Tiez bolo zopar pokusov o zovSeobecnenie tvrdenia a
ziskanie viac ako sedem bodov. Tu by sme chceli podotknit, Zze body naviac mozete ziskat len v pripade, ak na
dokaz vasho silnejsieho tvrdenia pouzijete naroc¢nejsie ivahy, nie iba tie isté trocha zovSeobecnené tvahy.

Uloha é&.13: Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Na strandch AB a AC zvolime po rade body M, N. KruZnice s
priemermi BN a CM sa pretinaji v bodoch P a Q. Dokdzte, Ze body P, Q a ortocentrum H trojholnika ABC
leZia na priamke.

RieSenie: (opravoval Mazo)

Ozna¢me kruznicu s priemerom BN ako kppy, kruznicu s priemerom C'M ako kcps a péty vysok z bodov B, C' po
rade P, Pc. Zjavne Pgp lezi na kgy a Po lezi na ko). 7 tych istych pricin body Pg, Pc lezia na Talesovej
kruznici k nad priemerom BC, teda pre mocnost ortocentra H ku k plati

|HC| - |HPc| = [HB| - |HPg|. (2)

Mocnost bodu H ku kruznici kpn je |HB| - |HPg| a ku kruznici koar je |HC| - |HP¢|. Podla (2) su tieto
mocnosti rovnaké a teda bod H lezi na chordéle tychto dvoch kruznic, teda na priamke PQ).

Pozndmka: Chorddla dvoch kruznic je mnozina bodov, ktoré maji k tymto kruzniciam rovnaka mocnost.
Chordalou je vzdy priamka kolma na spojnicu stredov; ak sa tieto kruznice pretinaju, prechddza oboma
priese¢nikmi.

Uloha é&.14: Dokdzte, Ze ak vietky steny stvorstena maji rovnakij obsah, tak jeho dve lubovolné protilahlé hrany
maji rovnakd dizku.

RieSenie: (opravoval Pefo)
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Zavedme v priestore Stvorstena ABC' D taki pravouhli stradnicovt sustavu, Ze bod A mé v nej stradnice
(0,0,0), bod B (1,0,0), bod C (a,b,0) a bod D (x,y,2) (uvedomte si, Ze takto ju zaviest bez ujmy na
vSeobecnosti skutoéne moZeme). Pre obsah S trojuholnikov ABC a ABD, respektive ACD a BCD potom
z vektorového suc¢inu dostéavame

—_— — —_— — —_— — —_— —
258 =|AB x AC| = |AB x AD| resp. 25 =|AC x AD| = |BC x BD|.

Po vyjadreni vektorovych sic¢inov pomocou siradnic a umocneni na druhti mame rovnosti

b =y? + 2 (3)
b?2% + a*2® + (ay — br)? = b%22 + (1 — a)?2® + [(a — 1)y — b(z — 1)]*. (4)
Upravou (4) dostavame
0=2%(1—2a) + (b—y)* +2(ay — bz)(b —y). (5)
Z (3) dosadme do (5) 22 = b2 — ¢2,
0= (" —y*)(1 - 2a) + (b~ y)* +2(ay — bx) (b~ y). (6)

Kedze z # 0 (bod D nelezi v rovine ABC'), z (3) nutne b # y a teda mozeme rovnost (6) vydelif nenulovym
virazom b — y. Upravami postupne dostaneme

= (b+y)(1—2a)+b—y+2(ay — bz)
= 2b—2ab— 2bx
= a+t+x.

Pri poslednej tiprave sme rovnost vydelili vyrazom 2b. Ten je nenulovy, nakolko bod C' nelezi na priamke AB.
Teraz uz mame (vyuzivajic poslednt rovnost a (3))

IAC| = Va2 + 02 = /01— 22+ 02 =/(z— 1)2 +y2 + 22 = | BD|.

Zrejme podobne (napriklad zavedenim tplne novej stradnicovej stistavy) dostaneme aj |AB| = |CD| a

|BC| = |AD|. Tym je Gloha vyrieSena.

Komentar: Medzi vasimi rieSeniami sa nasli dve spravne, obe vyuzivajuce kolmé premietnutie hrany C'D do
roviny, ktora je rovnobezna s CD a lezi v nej AB. Néasledne sa potom dokéze, Ze stred C'D sa premietne do
stredu AB a teda |AD| = |BC|. Uvddzame analytické rieSenie, nakolko je mozno celkom prekvapujiice, Ze na tito
tlohu pomerne elegantne zaberie. A to najmé vdaka tomu, Ze obsahy trojuholnikov sa daji pomocou stradnic
pekne zratat (vektorovym si¢inom). HorSie sa obsahy pocitaji s dizkami stran (tam vystupuje nepekny Herénov
vzorec).

Poznédmka: Ak si v§imneme, Ze kazdému Stvorstenu je mozné opisat rovnobeznosten, pracuje sa s tymi priemetmi
lahsie.



