Koreépondenén}'f Matematick}'f Seminér

Vzorové rieSenia

Uloha é&. 1: Kolko najmenej vrcholov moze mat mnohosten, ktory md Sest stien?

RieSenie: (opravoval Malic)
Komentar: Spravne rieSenie ulohy pozostava z dvoch ¢asti. Prvou je ndjdenie mnohostena s najmensim poc¢tom

vrcholov a druhou je dokaz, Ze neexistuje iny mnohosten s mensim poc¢tom vrcholov. Za prva cast sa dali ziskat 4
body a za spravnu druht ¢ast zvy$njch 5 bodov.

Po chvili sktSania ndjdeme teleso, ktoré vzniklo zlepenim dvoch rovnakych Stvorstenov (vid obrazok).

Toto teleso ma 5 vrcholov. Potrebujeme este dokdzat, Ze neexistuje Sesfsten s po¢tom vrcholov 4, 3,2

alebo 1. Pre 3,2 a 1 si to sktste premyslief sami, my sa budeme zaoberat otdzkou existencie Stvorvr-

cholového Seststena. Ziadna stena nemoze byt stvoruholnik, inak by vSetky $tyri vrcholy lezali v jednej

rovine a nebolo by to priestorové teleso. Cize vSetky steny st trojuholniky. Zoberme si dve z nich, ktoré

st spojené hranou. Tieto maju spolu uz $tyri vrcholy, preto vSetky dalsie hrany moézu byt len medzi
nimi. Ale je tam vlastne len jedna dvojica nespojenych vrcholov a ked tam dokreslim hranu, dostanem Stvorsten.
Ten ma vsak trochu menej ako 6 stien. Najmensi pocet vrcholov je teda 5.

Uloha é&. 2: Ndjdite tri nepodobné trojuholniky, ktorych vsetky strany aj visky maji celociselné dizky.

Riesenie: (opravoval Kubo)

Nasli ste vela réznych trojic trojuholnikov, pre ktoré to plati. Najjednoduchsie bolo zaoberat sa len pravouhlymi
trojuholnikmi s celo¢iselnymi stranami (a,b — odvesny, ¢ — prepona; takéto trojuholniky sa volaji pytagorejské),
lebo vtedy st strany zaroven vyskami a neceloéiselnd méze byt iba vyska na stranu c. Velkost vysky wv. Tahko
vypocitame pomocou obsahu trojuholnika:

C- Ve a-b
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Ve = === = a - b urcite celé ¢islo. Takto dostaneme lahko 3 nepodobné trojuholniky, ktoré vyhovuji zadaniu:

3,4,5 = 15,20, 25
5,12,13 = 65,156,169
7,20, 21 = 147,420, 441

Existujii samozrejme aj iné ako pravouhlé trojuholniky s celociselnymi stranami i vyskami, napriklad trojuholnik
so stranami 25,25, 30 a vyskami 24, 24, 20.

Uloha é&. 3: Ndjdite stvoruholnik s obsahom

a) 8,5,

b) 8,25,

ktorého vrcholy lezia v priesecnikoch Stvorcekovej siete a Ziadne jeho dve strany nie si rovnobezné (obsah jedného
Stvorceka je 1).

RieSenie: (opravovali Janka a Miki)

Komentér: Tento priklad mal taka klasicka formu, a sice ¢ast a), ktord sa dala lahko vyriesit a éast b), ktoréd sa

uz nedala. Ako uz tusite, druhd cast bola ovela tazsia (a teda viac bodovand), lebo sa v nej vyzadovalo dokdzat,
ze ziadne rieSenie naozaj neexistuje. Hlavne ak vysledok bol uz po chvili skiiSania a kreslenia intuitivne jasny,
ale seridzna (takd fakt nespochybnitelnd) tivaha nie a nie napadntt :-) Mnohi z vds sa snazili popisat vSetky
moznosti vpisovania nejakého §tvoruholnika do obdlZnika resp. §tvorca a potom od neho odéitat tie Gtvary, ktoré
do $tvoruholnika nepatria, ini skdsali rozne spdsoby pocitania obsahu cez trojuholniky (¢i uz séitovanim, alebo
od¢itovanim). Inymi slovami, rozobrali rozne moznosti, ako Stvoruholnik méze vyzerat a pre ne ukézali, Ze jeho
obsah neméze byt 8,25. Drviva viiésina svoj postup nedotiahla do konca, napriklad nezobrali do tivahy naozaj
vSetky mozZnosti, alebo nevysvetlili, Ze nimi rozobrané moznosti zahffiaju vSetky mozné Stvoruholniky. Tam sa
stracali body. Treba povedat, Ze pri niektorych postupoch bolo treba rozobrat téolko moznosti, Ze bolo skoro
nemozné spomenit vsetky.
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Ako si Grisa uz v8imol, ¢ast a) sa riesila presne ako ¢ast a) v 4. priklade minulej série. Pre tych, ¢o vzordky hned
hodili do kosa: vezmem ceruzku a sktsam :-) Nasli sa aj taki, ¢o nakreslili 4-uholnik s obsahom 6,5 a prehlasili
ho za 8,5.(Ak ste chceli vyskasat, ¢éi to preradtavame, tak hej.) A ¢o ¢ast b)? V tych, ¢o si nevsimli, Ze druha
dast takychto prikladov skoro nikdy nevyjde, skrslo podozrenie az po chvili skiiSania, ale potom uz vSetci stali
pred otdzkami: Je to pravda? A ako to dokézat? Jeden spOsob je nejako zovSeobecnif a popisat tie pripady, ¢o
sme (4no, aj ja) vyskusali. Tu si bolo treba dat pozor, aby ste naozaj vSetky moZnosti prebrali, a patri¢ne to
vysvetlili. Ale kedZe nikto nepovedal, Ze je jediny a navyse vyzera komplikovane, skiisime este iny. Spdsonosnym sa
ukéze pozorovanie, ze kaZdy Stvoruholnik v Stvorcovej sieti sa d4 uhloprieckou rozdelif na dva trojuholniky, ktorych
vrcholy tiez lezia vo vrcholoch stvoréekovej siete. A to tak, Ze spojim ten vrchol, pri ktorom je najvic¢si uhol, s
tym protilahlym. (A to kvoli nekonvexnym 4-uholnikom, aby to naozaj platilo pre kaZdy Stvoruholnik.) Este z toho
ni¢ nevidno, ale keby sa ndm podarilo dokazat, ze obsah kazdého trojuholnika je polovica prirodzeného ¢&isla (¢i uz
parneho, alebo nepédrneho), tak by sme vyhrali, lebo s¢itanim dvoch takychto obsahov uréite nedostaneme obsah
8,25. Ako teda dokazaf, ze kazdy trojuholnik mé obsah takého pekného tvaru? Vezmeme si lubovolny trojuholnik.
Pre kazda z jeho 3 stran si zistime, ¢ leZi v $tvoréekovej sieti (vodorovne alebo zvisle). Ak nie, tak ide Sikmo,
teda a Stvorcekov doprava a b $tvoréekov hore (pre nejaké celé ¢isla a,b). A my k tej strane doplnime (zvonku)
pravouhly trojuholnik, ktorého prepona bude tato strana. Takto sme doplnili nas trojuholnik na utvar, ktorého
strany leZia na Stvorcekovej sieti. TakZe musi mat celodiselny obsah. A Tahko doradtame to, ¢o sme k nemu prilepili,
lebo to st pravouhlé trojuholniky. Ich obsah je polovica stc¢inu odvesien, ¢o je naozaj polovica prirodzeného ¢isla.
TakZe obsah trojuholnika je celé ¢islo minus to, ¢o sme pridali a (Gudujsasvete) to je tiez polovica prirodzeného
¢isla. A z toho vyplyva, ze s¢itanim obsahov dvoch trojuholnikov naozaj nemézeme dostat obsah 8, 25.

Uloha &.4: V rovnobezniku ABCD je M stred strany BC. Priamka DT je kolmd na priamku M A, pricom bod
T lezi na M A. Dokdzte, Ze |CT| = |CD|.
RiesSenie: (opravovali Buggo a Peto G.)
T4to tloha sa dala riesit viacerymi spésobmi. Najprv si ukdZeme ten, ktory sa vyskytoval vo vicSine spravnych
rieseni.
D C  Najprv si stred strany AD ozna¢ime N. Usecka N M je
potom strednou prieckou rovnobeznika, teda je rovno-
S bezna so zakladiiou AB. Trojuholniky ABM a NMC
N st zhodné podla vety sus (|[AB| = |[NM|; |BM| =
— M _\MC|; |AABM| = [4NMC|). Preto |¥ BAM| =
ViR T |SMNC| a priamky NC a AM st rovnobezné.
7 B Priesetnik NC' a DT oznac¢me S. Z bodu N vedme
kolmicu na AM, ktord pretne AM v bode V. Troju-
holniky AV N a NSD maja rovnaké vniatorné uhly a |[AN| = |[ND|, ¢&ize st zhodné podla vety usu. Preto aj
INV| = |DS)|. Kedze priamky NC a AM st rovnobezné, tak |[NV| = |ST|. Potom aj |ST| = |DS|. To znamend, Ze
v trojuholniku DTC je tisecka SC vyskou aj faznicou. To ale znamené, ze tento trojuholnik je rovnoramenny so
zékladtiou DT Z toho vyplyva, ze |DC| = |TC|, CBTD.
Uvéadzame aj dalSie, o trochu trikovejsie rieSenie:

Oznacme si E prienik priamok DC a AM . KedZe trojuholnik AED D
je podobny s AMN s koeficientom podobnosti 2, bude |DE| = A
2:|DC|. To znamena, ze bod C je v strede DE. Zostrojme kruznicu \\\

k so stredom v bode C' a polomerom DC'; nech F je jej priesecnik s M M /,/
priamkou C'D roézny od D. Tato kruznica je Talesovou kruznicou /
nad priemerom DE, preto na nej lezi aj bod T. Takze |CT| = N ,
|CD|. Ny .

Uloha é&.5: Os vnitorného uhla o a os vonkajsieho uhla ~y troju-
holnika ABC sa pretinaji v bode D. Bodom D vedieme rovnobezku
so stranou BC, ktord pretne strany AC a AB postupne v bodoch L a M. Urcte dizku |LM|, pokial viete, Ze |LC| =5
a|BM|=T1.

Riesenie: (opravovali Cermo a Hanka)

V zadani tohto prikladu sa vyskytla mald chybicka. Priamka prechiddzajica bodom D, rovnobezna so stranou
BC, samozrejme nikdy nepretne strany trojuholnika ABC, ale iba priamky, na ktorych lezia. Este pred vlastnym
dokazom si treba spravne spomentt na definiciu vonkaj$ieho uhla, ktory je doplnkom daného uhla trojuhlonika do
180°. Takze celd situacia vyzerd podla obrazka a my sa moéZzeme pustit do rieSenia problému.

Najprv dokézeme, Ze bod D je priese¢nikom osi uhlov M BC a LCB a osi uhla BAC. Budeme postupovat tak,
Ze si zostrojime bod D ako prieseénik osi uhla MBC a BAC. Dalej prieseéniky kolmic z bodu D na stranu BC
a polpriamky AB a AC oznaéime Dy, My, Lo. Zjavne plati |[DMy| = |DLg| (vzdialenost bodu osi uhla od ramien
tohto uhla je rovnaka). Potom jednoducho nahliadneme, ze ACDDy = ACDLy, ¢ize |DMy| = |DLg| = |DDy| a
tier | XA DC Dol = | DC Lal.
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Priamku LM volime rovnobezni s BC' (podla zadania). Teraz uhly BC'D a CDL st striedavé, takze | BCD| =
= |[4CDL| a teda trojuholnik CDL je rovnoramenny a |CL| = |DL|. Rovnakt tvahu pouzijeme pre trojuholnik
BMD a dostaneme |BM| = |DM]|. Teda |ML| = |DM|+ |DL| =7+ 5 = 12. To je vSetko.

Uloha &. 6: Nakreslite vietky rozne suvislé pldste pravi-
Ly ° delného osemstena. Pldste, ktoré moZeme dostat otocenim
alebo prevrdtenim, pokladdme za rovnake.
Riegenie: (opravovali Atia a Janci K.)
D Niektorym z vas robil problém tvar pravidelného osem-
stena. Nuz, je to teleso s dsmymi rovnakymi stenami,
ktoré maju tvar pravidelného n-uholnika (takéto teleso
existuje len jedno, s trojuholnikovymi stenami). Cize osem-
sten si mozeme predstavit ako dva Stvorboké ihlany zle-
pené podstavou tak, ako na obrazku.

A B M, M Podme hladat plaste tohto osemstena. Uvedomme si este,
ze v kazdom vrchole osemstena sa stretavaju prave styri
trojuholniky, a teda v plasti musi platit, Ze v kazdom vr-

chole sa stretdvaju maximalne Styri trojuholniky. A eSte si dokdzeme, Ze kazdy plast musi obsahovat takyto utvar

(budeme ho nazyvat aj vejar). Skiusme vytvorit plast, ktory by takyto ttvar nemal. Spojme tri trojuholniky,

vznikne takyto ttvar. Na hrubo vyznadent ¢iaru uz nemézeme pridat dalsi trojuholnik, lebo by vznikol neziaduci

utvar. Ak by sme tento utvar doplnili do trojuholnika, tak sme skondili, pretoze ak doplnime dalsi trojuholnik,
mame neziaduci tvar. A postupnym dokreslovanim dalsich trojuholnikov vznikne jediny Gtvar zloZeny z dsmych
trojuholnikov, ktory neobsahuje neziaduci utvar, ale ani nie je plastom pravidelného osemstena.

Pl4ste osemstena budeme hladat tak, Ze k vejaru (reprezentujicemu aj plast ihlana bez podstavy) dokreslime este

Styri trojuholniky. Dve hrany vejara st vyznagené hrubo, k nim uZ nemozeme pridat dalsie trojuholniky. Cize

zostévaju Styri hrany k, [, m, n, ku ktorym mozeme pridat trojuholniky. Tieto trojuholniky mézeme pridat tymito

moznostami: po jednom trojuholniku ku hrane, dvojica trojuholnikov k jednej hrane a k dvom hranam po jednom
trojuholniku, k dvom hranam dvojica trojuholnikov, trojica trojuholnikov k jednej hrane a k jednej hrane jeden
trojuholnik alebo poslednd moznost Stvorica trojuholnikov k jednej hrane. Rozoberme postupne tieto moznosti:

a) Moznost 1+ 1+ 1+ 1. Tu je jednozna¢ne jedno rieSenie, vid obrézok.

/\ ) g
5 m

1

b) Moznost 2 4+ 1 + 1 + 0. Dvojicu trojuholnikov mé vyznam pridat iba k hrane k a I, dalsie moznosti by boli
symetrické. Taktiez si treba uvedomit, Ze ak je dvojica zavesend k nejakej hrane, tak na jednej z vedlajsich
hrédn nebude trojuholnik. (Premysli!) MoZnosti st teda Styri, dve s z umiestnenia dvojice na k alebo [, dve
ku kazdej z nich z toho, z ktorej strany bude chybat trojuholnik.

2 3 4 5
¢) Moznost 3+1+0+0. Analogicky ako po b) aj tu m4 vyznam dat trojicu len ku k a [ kvoli symetrii. Trojica sa

moze spajat s vejdrom troma svojimi trojuholnikmi a potom pozicia pre $tvrty trojuholnik je presne urcena.
Moznost{ je Sest.

A ANIAN N A A A
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d) Moznost 4 + 0 + 0 + 0. Stvorica je vlastne druhy vejar. Cize spdjame dva vejare tieZ cez k a [. Nezhodnych

takychto plastov je Sest.

/\

SN NI

14 15

17

e) MozZnost 2+ 2+ 0+ 0. Zavesme dvojicu trojuholnikov na hranu k (ako v prvych dvoch obrazkoch). Na hrane
n uz dalsie trojuholniky nebudd, vznikni teda moznosti 18 a 19. Zavesme dvojicu trojuholnikov na hranu &
tak, aby druhy trojuholnik v dvojici bol z druhej strany (vid dalsie dva obrazky). Ziaden trojuholnik nebude
na hrane [. Vznikni moznosti 20 a 21. Doteraz sme rozobrali moznosti, ked na hrane k je dvojica. Nech teraz
na hrane k nie je dvojica. Ak by sme rozoberali mozZznosti s dvojicou na hrane n, vznikla by po preklopeni
jedna z predchadzajicich moZznosti. Nuz mé vyznam presetrit len dvojice, ktoré st na hranach [ a m, je tu

teda jedna moznost.

%W\W\

21

Doteraz najdené plaste st ocislované 1 az 22. N4§ algoritmus hladania plastov v8ak nezarucuje, Ze tu nie st zhodné
plaste. Pozrime sa na ne eSte raz a vidime, zZe si1 zhodné tieto plaste: 9 a 5; 10,11 a 2; 14 a 3; 16 a 1; 17 a 4; 18 a
5;19 a 8; 20 a 13; 21 a 15; 22 a 1. Cize osemsten mé 11 plastov a sa to tieto: 1,2,3,4,5,6,7,8,12,13, 15.

Uloha é&.7: Nad kaZdou stranou rovnobeZnika zostrojime $tvorec (zvonku). Dokdzte, Ze

a) $tvoruholnik uréeny stredmi tgchto Stvorcov je tiez stvorec.

b) uhlopriecky nového Stvorca prechddzaji prieseénikom uhlopriecok povodného rovnobeznika.

Riesenie: (opravovali Erika a Miso R.)
Bez ujmy na vSeobecnosti nech |AB| > |BC|.

a)

Ozna¢me vrcholy rovnobeznika A, B, C', D a stredy S$tvorcov pri-
pisanych k strandm Sy, Sa, S, Sy (vid obrézok). Nech | BAD| =
= |[94BCD| = a, potom |[JABC| = |[4ADC| = 180° — «. Teda
|[FS1ASs] = |952083] = 45° + 45° + o = 90° + «a. Takisto
|§:S4DS3| = ‘§51B52| = 360° —45° —45° — (1800 — Oé) =90°+a.
Kedze |S1A| = |S1B] a |AS4| = | BSs|, potom trojuholniky S; AS;
a S BSs st zhodné podla vety sus. A teda |S451| = |5152|. Analo-
gicky dokazeme aj |S2S3| = |S354] = |S451]. ESte musime ukazat,
ze uhol |4.5451 52| je pravy; zatial sme len dokdzali, Ze 51525354
je kosostvorec. Vieme, Ze |[4AS1B| = 90°. Taktiez | AS1S,| =
|§:le52|, teda |§ZS45152| = |§:A5152| — |§:A5154| = 90° +
|FBS1S2| — |4 AS1S4| = 90°. Podobne to dokdZzeme aj pre uhly
pri vrcholoch Sy, Sz, Sy. Cize Gtvar S;52S5554 musi byt Stvorec
(mé 4 strany rovnakej dizky, ktoré zvieraji uhol 90°).

O rovnobeZnikoch vieme, Ze st stredovo simerné podla priesec-
nika ich uhlopriecok. Ked nad kazdou zo stran zostrojime Stvorec,

Sy

S3

S

Sa

tento Utvar zostane stredovo simerny podla toho istého stredu (premyslite si to). Teda bod S je stredovo
simerny s bodom S3 podla stredu S. Tak isto to plati aj pre body Sy a Sy. Tym padom sa S1S3 a 5254

pretinaji v bode S, ¢o je aj priesenik uhlopriec¢ok rovnobeznika.

Uloha é&. 8: Vezmite si krajcéirsky meter a vystrite ho na zem. Potom ho prelozte pozdlZ niektorej priamky prechd-
dzajucej jeho stredom tak, aby prekryvajice sa casti krajcirskeho metra vytvorili trojuholnik. Zistite, pre ktorid z
tyjchto priamok bude mat trojuholnik najmensi obsah.

Riesenie: (opravovali Mito a Pista)
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k' U P  Majme priamku p pretinajicu meter pod uhlom a. Tato priamka rozde-
Tuje meter na dve ¢asti. Prelozenim rozumieme zobrazenie jednej z tychto
dasti osovou stimernostou podla danej priamky p. Budeme sa zaoberat
iba pripadmi, kedy po preloZeni prekryvajice sa Casti metra vytvoria
trojuholnik ABC'. VSimnime si, ze bod A € p N k, bod B € p N[ a bod
C € k' N 1. KedZe body B a C' lezia na priamke [ a bod A na priamke
k rovnobeznej s [, vyska na stranu BC' je rovna vzdialenosti priamok
k, . Obdobne to plati pre vysku na stranu AC, pretoze body A a C
lezia na k' a B lezi na I’. Z toho dostdvame v, = v, = d. KedZe plati
Saapc = 1/2 - a - v, a vyska je konstantnd, obsah bude najmensi,
ak bude ¢ miniméalne. Body B, C lezia na dvoch rovnobeznych priam-
kach I, k' a preto z pytagorovej vety vyplyva, ze ich vzdialenost bude
najmensia, ak buda lezat na kolmej spojnici tychto priamok a potom
|BC| = d. Preto BC L k' a teda aj k' L [ a AC L BC. RieSenim je
pravouhly trojuholnik ABC', ktory vznikne preloZzenim metra podla priamky p, zvierajicej s metrom uhol 45°.

Iné riesSenie:
Dokazeme najprv, ze trojuholnik ABC' je vzdy rovnoramenny. Spravime to dvomi spoésobmi:

1) Vieme, Ze Saapc = % SV = % -b - vp. Dokézali sme, ze plati v, = vy, preto aj a = b.

2) Z toho, Ze p je osou stmernosti pre povodnu a preloZent polohu jednej ¢asti metra, vyplyva, Ze |[SCAB| = «.
Zaroveti je uhol ABC striedavy s uhlom, pod ktorym priamka p pretina meter, vdaka ¢omu |[ABC| = a =
|[<CAB.

Oznac¢me teraz po rade péty vySok v,, vy ako X, Y a |[JACX| = |[$BCY| = v. Tu si v8imnime, 7e ak je ABC
ostrouhly, tak piity vysok lezia vnutri jeho strdn a uhly ACX a BCY oznacdujua ten isty vnatorny uhol pri vrchole C.
Ak je v8ak trojuholnik ABC tupouhly, uhly ACX a BCY nie st totozné, i ked ich velkost sa rovné 180° — | ACB|.
Vyjadrenim z trojuholnika AXC dostavame |AC| = d/sin+y, z trojuholnika BY C mame |BC| = d/sin~y.

d d ) d?
iny =

Saapc = S|AC| - [BO| -siny = = % ginq = -
2 siny sinvy siny

KedZe d je pre rozne preloZenia toho istého metra rovnaké, minimalizdciu obsahu dosiahneme maximalizéciou
funkcie siny. Kedze v je uhol v trojuholniku, lezi v intervale (0°,180°) a siny mé jediné maximum v vy = 90°.
Ziskavame rovnaky vysledok — pravouhly trojuholnik ABC.

Komentar: Ako sme videli, loha sa dala dokézat aj pomerne jednoduchou tvahou, ktora stdla iba na dvoch
tvrdeniach.Prvé je, Ze vzdialenost bodov B a C, respektive A a C je najmensia, ak je spojnica tychto bodov kolmé
na okraje metra a druhé, ze velkost dvoch vySok trojuholnika sa rovna Sirke metra. Aj ked sa tieto tvrdenia mozu
niekomu zdat zrejmé, za ich nezdévodnenie ste mohli stratif pomerne vela bodov. Tak isto ste o niekolko bodov
mohli prist vyhldsenim rovnoramennosti trojuholnika za zrejmu, ak ste ju v rieSeni vyuzili.

Uloha é&.9: Je dany ostrouhly trojuholnik ABC s |JCAB| = 45°. Ndjdi vniitri tohto trojuholnika mnoZinu bodov
P takgjch, Ze pre pity Pa, Pg, Pc kolmic z bodu P na strany BC,CA, AB plati | PgPaPc| = 45°.

Riesenie: (opravovali Ruza a Tomas L.)

Nech bod P je ITubovolny taky, Ze lezi vnitri trojuholnika ABC' a
pre pity P4, Pp, Pc kolmic z bodu P na strany BC, CA, AB plati
| PpPaPc| = 45°. Oznaéme si uhly oy, as, 81, B2, V1, Y2, w ako na
obrazku. Zrejme uhly PPgC, PP4C, PP4B, PPcB st pravé a plati
a1 + ag = 45°. Pozrime sa na Stvoruholniky PP4CPp a PPoBPjy.
Oba st tetivové, lebo v oboch je stcet protilahlych uhlov rovny 180°
(|9 PPgC|+|4PPsC| = |SPPsB|+ |4 PPcB| = 90°+90° = 180°).
CiZe im obom moézeme opisat kruznicu. Vezmime si kruznicu opisanii
stvoruholniku PP4C Pg. Uhly a;, 1 st v tomto $tvoruholniku ob-
vodovymi uhlami nad tetivou PgP, ¢iZe plati a; = 7;. Ked si vez-
meme kruznicu opisant Stvoruholniku PP-BP4, obdobne zistime,
ze ag = (1. KedZze a1 + as = 45°, tak aj v1 + B1 = 45°.

A

Pre stcet vnatornych uhlov v trojuholniku ABC' plati:

|[SCAB| + |<ABC|+ |<BCA| = 180°
45° + B1 + Ba + 71 + e 180°
B2+v2 = 90°
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Pre stcet vnatornych uhlov v trojuholniku PBC' plati:

Ba+v2+w = 180°
w = |JCPB|=90°.

Teda bod P lezi na Talesovej kruznici zostrojenej nad priemerom BC okrem bodov B, C, lebo pre tie neplati
w = 90°. KedZe bod P lezi vnutri trojuholnika ABC, P lezi na tom obliku Télesovej kruznice, ktory je vnutri
trojuholnika ABC'. Nazvime tento oblik 7. Obluk T je ohranideny pdtami vySok Vg, Vi (pity vySok vedenych z
vrcholov B, C na strany AC, AB). V pripade, Ze strany trojuholnika nepatria jeho vntitru (¢o je v8eobecne zauzivana
definicia vnatra), body Vg, Vo nepatria obliku T. V opa¢nom pripade, ked sa pod vnitrom trojuholnika mysli
cely trojuholnik aj so stranami, body Vg, V¢ patria obluku T

Na to, aby sme mohli povedat, Ze oblik T je hladand mnozina bodov P, musime eSte dokazat, Ze pre lubovolny
bod P patriaci obliku T plati |qPgPsPc| = 45°. Dokazom je obrateny postup predoslych tuvah a vypoctov.
(Treba si uvedomit, Zze postup sa naozaj dé obratit, teda Ze vetky tvrdenia v ivahach a tipravy vo vypoctoch boli
ekvivalentné.) Tym sme ukdzali, Ze hladanou mnoZinou bodov P je oblik T.

Pozndmka na zdver: Kedze trojuholnik ABC je ostrouhly, tak pity vysok Vg, Vi lezia vnutri stran trojuholnika
ABC (mimo jeho vrcholov). Cize prienik Talesovej kruznice zostrojenej nad stranou BC' s vntitrom trojuholnika
ABC obsahuje nekonecne vela bodov a oblik T nie je prazdna mnozina bodov.

Komentér: Vidsina z vés si neuvedomila, ze ked ma najst mnozinu bodov spliajtcich podmienku zo zadania, tak
nestaéi ukazaft, ze ak nejaky bod splita danti podmienku, tak potom patri do nejakej mnoziny 7' (ak pre lubovolny
bod P leziaci vnutri trojuholnika ABC plati | PgPaPc| = 45°, tak potom P lezi na obliku T'). Aby ste mohli
celt mnozinu T’ prehlésit za rieSenie, musite este ukazaf, ze Tubolny bod z mnoziny T splia dant podmienku
(pre Tubovolny bod P leziaci na obliku T plati | PgP4Pc| = 45°). Dalsia ¢asta chyba bola, Ze ste prehlésili za
hladant mnozinu prienik Téalesovej kruZnice (nad stranou BC') s trojuholnikom ABC. Problém je v tom, Ze do
prieniku patria aj body B, C, ktoré nevyhovuji danej podmienke (| PpP4Pc| = 45°). Viacerym z vas nebolo
zrejmé, ¢o sa mysli pod pojmom vnitro trojuholnika ABC. Ak vam niefo nie je jasné, radsej sa opytajte nas
(najlepsie prostrednictvom e-mailu) alebo svojho ucitela matematiky a pripadne v rieSeni uvedte definiciu daného
pojmu (ktord by mala byt v stlade so vSeobecne zauzivanou definiciou). V tomto pripade sme uznévali oba mozné
pristupy k vnutru trojuholnika; v budicnosti sa drzte toho, ze body leziace na stranach trojuholnika nepatria do
jeho vnutra.

Uloha &.10: Nech ABCD je tetivovyj stvoruholnik. Body C1 a Ay si zvolené na polpriamkach BA a DC' tak, Ze
DA| =|DAi1| a |BC| = |BC\|. Dokdzte, Ze uhlopriecka DB pretina usecku A1Cy v jej strede.

Riesenie: (opravoval Peto N.)

plati

Klaéovym v tejto tlohe bolo uvedomif si jednu trividlnu, ale
nie do o¢i bijucu vec. Tou je, ze ak su body A;Cy v roz-
nych polrovinach uréenych priamkou BD (a to si), tak uhlop-
riecka BD prechadza stredom tisecky A;C; préave vtedy, ak st
body A; a Cp rovnako vzdialené od priamky BD (dobre si
rozmyslite, preco to tak je). Oznaéme |BC| = |BCi| = b
|DA| = |DA,| =d, |<ABD| = ¢, |SCDB| =w a |[<BAD| =
a. Vdaka tetivovosti $tvoruholnika ABCD plati |[BCD| =
180° — « a vzdialenost bodu C; (resp. A;) od priamky BD
je bsinp (resp. dsinw) — a to bez ohladu na to, ¢i je uhol
¢ (resp. w) ostry alebo nie. Sta¢i nam teda dokazaf rovnost
bsin ¢ = dsinw. T ale okamzite dostavame zo sinusovych viet
v trojuholnikoch ABD a CDB s vyuZitim znédmeho vztahu
sin @ = sin(180° — «).

d |BD| |BD| b . .
- == = = = - = dsinw = bsingp.
singp sina  sin(180° —a)  sinw

Tym je tloha vyriesena.
Komentér: Uloha sa dala vyriesif aj bez pouzitia vzdialenosti bodov A; a C; od priamky BD len pomocou
sinusovych viet. Takisto aj bez akychkolvek sinusovych viet. Mnohi ste si v8ak neuvedomili, Ze obrdzok moze
vyzeraf aj inak. Usecka A;C} vobec nemusi pretinaf uhlopriecku BD v jej vnitri, ale len v jej predizeni. Potom
maju niektoré vami spominané uhly inti velkost, i ked samotny dokaz je velmi podobny. Za to ste viaceri zaplatili
jednym bodom.
Pozndmka: V zadani bola mensia nepresnost. Namiesto slova uhlopriecka BD malo byt napisané priamka BD. Pod

uhloprieckou sa zvykne rozumiet iba tsecka, pricom priamka BD mdze pretinat tsecku A;Cy aj mimo Stvoruholnika
ABCD. Na ttuto skuto¢nost unozornil riesitel Jurai Zemianek. za ¢o mu patri nochvala.
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Uloha &.11: Nech Q je stred pripisanej kruinice k trojuholniku ABC, ktord sa dotyka zvniitra strany BC. Nech
M je stred strany AC' a P priesecnik MQ a BC. Dokdzte, e |AB| = |BP)|, ak |<BAC| =2-|q4ACB|.

Riesenie: (opravoval Rado)

Riesenie podla Fera Simancika. Oznalme

a = |JACB|/2. Dalej ozna¢me W Iubovolny
bod na polpriamke opacnej k C'A, bod X ako
prieseénik AQ a BC a bod Y ako priese¢nik
CQ a AP. Bod @ je stred pripisanej kruznice
k trojuholniku ABC k strane BC, musi preto
lezat na osi uhlov BAC a WCB. Teda plati

1
404Q = Lj3caB| =20
1 180° — | ACB
4B0Q| = Sl3Bew| =B HACH
= 90° —«.

Dalej z trojuholnika AQC mame

|[ICQA| = 180°— |3 ACQ|— |3 CAQ| = 90°—3cr.

Zo sinusovej vety pre trojuholnik C X @ vyplyva
|QX|  sin(90° — ) cos

|CX|  sin(90° —3a)  cos3a

Trojuholnik AXC' je rovnoramenny, teda

— Qx| _ |@X| _
[AX] = [CX] = [x1 = 16X = cm3a
Priamky AY, QM, CX sa pretinaji v jednom
bode (P) a kedze st prieckami v trojuholniku
AQC, plati pre ne Cevova veta:

MA| XQ| |vC|
CM||AX] QY]

QY| |XQ| cosa

1 =

YC| |AX| cos3a’
pri¢om sme vyuzili, ze |M A| = |CM]|. Dalej zo sinusovej vety pre trojuholnik AQC' plati, Ze

|AQ|  singACQ  sin(90° —a)  cosa QY]
|AC|  singAQC  sin(90° —3a) cos3a |[YO|’

teda AY je osou uhla CAQ. Preto | PAC| = |[4PAX|=|4CAX|/2 = a. Potom plati
|SAPB| = |<ACP|+ |9CAP| =30 =|4PAX|+ |9 XAB|=|4PAB| = |PB|=|AB|.

V trojuholniku ABC plati 6a < 180° = a < 30°, teda vsSetky vyrazy v menovateloch zlomkov boli nenulové.
Dokézali sme, Ze trojuholnik ABP je rovnoramenny. Q.E.D.

Uloha é&.12: Uvazujme 2n réznych prirodzenych ¢isel ay,as,...,as, mensich ako n? + 1 (n > 2). Dokdzte, e
nejaké tri z rozdielov a; — a; (pre vsetky mozné i # j) su rovnake.

RieSenie: (opravoval Foto)

Bez ujmy na v8eobecnosti nech a; < as < - -+ < azy,. Trik je v tom, Ze nebudeme skiimaft existenciu troch rovnakych
rozdielov medzi vietkymi moznymi, ale len v podmnozine rozdielov typu a;11 — a; (1 < i < 2n). Dalej pouzijeme
dokaz sporom. Predpokladajme, Ze medzi rozdielmi typu a;y1 — a; s najviac dva rovnaké. Potom sicet tychto
rozdielov vieme zdola ohranicit takto:

(agn—agn_1>+(a2n_1—a2n_2)+'-'+(a2—a1) > 1+1+2+2+~--+(n—1)—|—(n—1)+n
asp—a; > n-(n—1)+n
>

2
aon n° + ay

KedZe a; je prirodzené &islo, dostdvame ag,, > n? + 1, ¢o je spor so zadanim. Preto nejaké tri z tychto rozdielov
musia byt rovnaké.
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Uloha &.13: Dokdste, Ze pre kladné redlne &isla ay,az, ..., a, (ant1 = a1) plati nerovnost
n
2 > ag.
Z ay, + ak+1 ;

Riesenie: (opravoval Tomas)

Ukézeme si jedno pekné a trochu vSeobecnejsie tvrdenie (podla Vita Kalu).

Nech pre ay, as, ..., an, b, ba, ..., b, € RT plati a; +ag +--- +an, @ by + by + - - - + by, (zamyslite sa nad tym,
aka slabé je tato podmienka), tak potom plati nerovnost

2 Z k 2 Qg (@)
prcl
Nami zadané tvrdenie z tohoto dostaneme $pecidlnou volbou by = ag+1, ant1 = a1 (k = 1,2,...,n). Upravme

nerovnost (9).

n n n n
arb axby
2 =2 — =2 —2 >
’;ak+bk 1<ak ak+bk> ;ak Zak+bk - ;ak
&bk
a 2
DU SRS

k=1 k=1

Y

Z rovnosti (x) vyplyva

_ _ k+ O
Sy (e 3w ) -
k=1 k
Nerovnost (O) moZeme potom pisat aj v tvare

- ak—i—bk - 2a, by,
jg: zg: ap + by

k=1 k=1

Tato nerovnost je po ¢lenoch presne nerovnost medzi aritmetickym a harmonickym priemerom pre &isla ag a by
(k=1,2,...,n). Pre kazdé dve kladné ¢isla a, b totiz plati

b 1 b 2
(aritmeticky priemer) % . (a+b) > 2 aC—Li- p I 1 (harmonicky priemer)
a b

A rovnost nastdva iba pre a = b. Ak ste sa s tym eSte nestretli, skuste si to dokdzat. Tym sme ukazali nase kapanek
silnejSie tvrdenie. Ostdva ndm uz len konstatovat, Ze rovnost v zadanej nerovnosti plati, iba ak st vsetky a; rovnaké.

Uloha &. 14: Ak pre prirodzené ¢islo n plati, Ze 4™ 4+ 2" + 1 je prvocislom, tak n je mocninou trojky. Dokdzte!
RieSenie: (opravoval Tomas)

Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, e n nie je tvaru n = 3*. Inak povedané, ze n = 3*1, k € {0,1,2,...}
(t4 nula tam nie je len tak pre parddu, lebo aj nultd mocnina trojky, t.j. n = 1 je vyhovujuca), l € {2,4,5,7,8,10...}
(I nie je delitelné troma a nie je to jednotka). Premyslite si, Ze takyto zapis je jednoznaény!

Ukézeme, Ze potom 43"! + 231 11 = 47 4+ 27 11 je delitelné cislom 43" + 23" 4 1.

Pre | > 2 je zrejme 430 + 23" + 1> 43" 123" £ 1 > 1 a tak by malo é&slo 43" + 23" 41 = 4" + 2" + 1 nejakého
netrividlneho delitela (delitel iny ako jednotka a to ¢islo samé), ¢o by bol spor s tym, Ze by to malo byt prvodislo.
Hor sa na to. Pre strucnejsi zapis si ozna¢me a = 23", Potrebujeme ,uz len“ ukézat, Zze pre a > 1, { > 1 (dovolili
sme si prihodit moznost I = 1), 311 plati

a?+a+1]a®+d +1 ()

Ako inak, matematickou indukciou. Ale trochu netradi¢nejsou, lebo musime vynechavat nasobky trojky (skuste si,
ze pre 3 | [ nemusi (&) platit !).

1° Overime tvrdenie (&) pre I =1 al =2. Pre [ =1 to asi zvladne kazdy a pre | = 2 upravime

a*+a*+1=(a*+1)? —a®?=(a®* +1 —a)(a® + 1 + a), a mame to.
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2° V druhom kroku sa prejavi netradi¢nost. Budeme totiz dokazovat, ze ak plati T'(1), potom plati T'(I 4 3). Pricom
T(l) je tvrdenie (&). Pri pokuse vyuzit T'(I) pri rozpise T(I + 3) ndm to vypadne samo:

23 4 g3 41 = a6(a21 +at+ 1)+ (- alt —ab + a3 4 1)
= S +d +1)- (al+3(a —1)+a% 1))
= a®@® +a' +1) - (a® - 1)(a"" +a® + 1))

a®@® +a' +1)—(a®+a+1)(a— 1D +a®+1)

Oba podéiarknuté vyrazy st (s vyuzitim 7'(1)) delitelné ¢islom a?+a+1 a tak je tymto delitelné aj a?(+3) 4-a!+3 1
(a € N), ¢o je prave tvrdenie T'(I). Hotovo !

http://kms.sturak.sk/



